Département de Physique TD N°1(Correction)
Module : Fonctions de la variable complexe Présenté par : Dr S.Bounab

Exercice N° 1:

1-  Mettre sous la forme Algébrique (x + iy)les nombres suivants :
1-1, 2+3i
. . \TL _yn
T 25 A+D)"+ (A -D" neEN
2-  Mettre chaque nombre sous sa forme polaire :

_ Qi 4—4i:—2—2i3: Vo+iVv2

1)
1-i  (@-d*
a) 14i (40—

(2+30)(4+31) 1 ‘
) aanaaan = 55 1+ 18i)

)A+D)"+A—-D" = («ﬁ (cos 5 + isinf))n + («ﬁ(cosz —1 sinz))

n

= 21+§cosng
2)
a) —9i = Q(CDS—g—FiSiH—;) = 98_{5
b)4 —4i = 4ﬁ(cns—z+isin—§) = 4&3_&

27T

o) —2 — 203 = 4((:05 —%ﬁ—i—isin—z—ﬁ) — 4e '3

3

V6 + iV2 = Zﬁ(cosg—l—ising) — 2\,@8%

Exercice N° 2 :

Vérifier si les fonctions suivantes sont holomorphes dans C :
f(z) = —e*siny +ie*cosy ;= g(z) = (ax + iby)* — i(ax — ib) /
a et b deux réels donnés

— 72, L(2) = In|z| + iArctg =

z —Z
ilz+z)

h(z) = |z| — ilm(z), k(z) =

zi4+1

Solution :
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a) On vérifié les conditions de Cauchy-Riemann

0P _ aQ

ax dy

) 1)

dy  9x

Avec

P : ag : ap  aqQ
. —=—e*siny et — =-e* sin —=—
{P=—exsmy:> o Yy Y _ ooy
Q=e*cosy aP ox a@ aF 9@
—=—e*cosy et — =e* cos — =
dy Y dx Y dy dx

Alors les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiés par conséquent la fonction f est holomorphe sur C

b) On vérifié les conditions de Cauchy-Riemann sous la forme :

, 0 d
V(x,¥) EN C.‘R‘:—g+ L'—g= 0
dx dy

af
— = 2a(ax + iby) — ia
9(2) = (ax + iby)* —i(ax — ib) = { .
— = 2ib(ax + iby)
dy
of of : ]
= —+i—=2(-b)(ax+ iby) —ia+ 0
x dy
Alors les conditions de Cauchy-Riemann ne sont pas Vérifiés par conséquent la fonction g n’est pas
holomorphe

C) On vérifié les conditions de Cauchy-Riemann sous la forme :

dh
YzeED:—=10
dz

h(z) =|z|—i1m(z)=\/;_—z_E:*{a—g=1ﬁ+1;t{]

2 dz 2 2

= Alors les conditions de Cauchy-Riemann ne sont pas vérifiés par conséquent la fonction k n’est pas
holomorphe
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d) On vérifié les conditions de Cauchy-Riemann sous la forme :

v D-aL—D
ZE.a—f—
L(z) = In|z| + iArct Zoz o iaretg 2
Z)=In|\z|+ 1Arctg —————=—Inz.z + tArctg ————
Yiz+z) 277 Y z+2
i(z+2)
dg 1 Z
Y S

=Alors les conditions de Cauchy-Riemann ne sont pas Vérifiés par conséquent la fonction L n’est pas
holomorphe
Solution :

Exercice N° 4:

Déterminer une fonction holomorphe f(z) telle que :

Ref (z) = EX(XCGS}? — ySile) , Exprimer f(z) en fonction de la seule variable z.

Solution : soit Ref(z) = P(x,v) = e*(xcosy — ysiny)on vérifié si P est une fonction

Harmonique :
P e*((x + 1)cosy — ysiny) = Fycie e*((x + 2)cosy — ysiny)
V(x,v) € R%: P * ﬁzi
— = —g¥ [[x + 1)siny + }rco.';}r) = —= —e* [(x + 2)cosy — }rsin}r)
dy dy*
D'oll AP = 5+ s}—_j: = g* [[x + 2)cosy — }rsin}r) —e” ([x + 2)casy — }F.S'iﬂ}?) =0

Alors P est une fonction Harmonique, c'est-a-dire qu'il existe une fonction f holomorphe telle que :

f =P +iQ = f est holomorphe, elle vérifie les conditions de Cauchy- Riemann s’écrivent alors :

9P aQ d

dx dy — Ay
ar 9@ aQ .
@ =T Fial [(x + 1)siny + }rcosy) = (2)

3 = e*((x + Dcosy —ysiny) (1)
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De I’équation (1) on tire
Qlx,¥) = [ e"‘((x + 1)cosy — }rsin}r) dy = Q(x,v) = e*(xsiny + ycosy) + g(x)
[on intégrepar paetie [ e*(—ysiny) dy = e*(ycosy — siny) ]

En suite, on dérive Q(x, y)par / a x on troue

d
= a—Q = e”([x + 1)siny + }FEDS}F) +g'(x)
x

Et de I’équation (2) 2—5 = e“‘{:{x + 1)siny + }rcr:rsy) = g'(x) =0alors g{x) = C**
D’ou Q(x,v) = e*(xsiny + ycosy)
Finalement on trouve :
f =P(x,y) +iQ(x,v) = e*(xcosy — ysiny) + ie*(xsiny + vcosy) +ic
f =e*((x + iy)cosy + (ix — y)siny) + ic = e*((x + iy)cosy + i(x + iy)siny) + ic
= f = (x + iv)e*(cosy + isiny) + ic = (x + iy)e¥e? + ic

= f(z)=ze® +ic

Exercice N° 5: Déterminer une fonction holomorphe g (Z) telle que :

Smg(z) = In (xz + yz) , Exprimer g(z) en fonction de la seule variable z.

Solution : soit 3mg(z) = Q(x,¥) = In(x*+ y*) on vérifié si @ est une fonction Harmonique :

ag 2x a%Q z}rz —x2

—_— :? ==
, dx x*+y*  Ox? x* +y*
V(x,yv) ER": 3 5 52 2 2
wQ__y _ e y—x
a}?. xz_l_ };,.E- 8}72 xz _l_};,z-

ol Ap = T8y FQ_ pymet et

Dou AP = dx? = P o4yt 0

Alors Q est une fonction Harmonique, c'est-a-dire qu'il existe une fonction f holomorphe telle que :
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f =P +iQ = f est holomorphe, elle vérifie les conditions de Cauchy- Riemann s’écrivent alors :

dP 4@ dP 2y
et —==r= @)
dx dy dx =x"+y
ap_ aQ~ \ep _ 2x ,
H}F_ dx H}F_ x4 y* )
De I’équation (1) on tire
2y 2y dx x
P(x,y) = dx = = on fait le changement de variable t = — on trouve
%2 + 32 z Z v

A P
¥
= P(x,y) = 2arc tgi + g(y)

En suite, on dérive P(x, v)par / a y on troue

9 (%) —x
op dy \y r z r 2x r
=5 =1 g =2—"54+9 () =-5—+5'G)
v X x x“+y
1+F 1+F

2x

== g'(x) = 0alors g(x) = C*
oty

Et de I’équation (2) Z—i =—
D’ou P(x,y) = 2arc tgi +c
Finalement on trouve :
f=P(x,v)+iQ(x,v) = P(x,y) = 2arc rgj: +iln(x®+y*) +c
f= Zi(%ln{xz +v?) —iarc tgz + L'c) = Zi(%m{xz +y?%) + iarc tgg + ic) =

f = 2i(Inlz| + iargz + ic) = 2i(Logz) + ic

Exercice N° 6: Démontrer que :

sin’z + cosz* =1, sin(z, + z,) = sinz,cosz, + cosz; sinz, ,
cos(z, + z,) = cosz,cosz, — Sinz, Sinz,

Solution :
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= sinz + cos’z =1

Exercice N° 7 : Montrer que les zéros (a)sinz et (b)cosz sont tous réels,
déterminer leurs valeurs.

Solution :

iz __—ir
g —8

Ona: sinz=0= . =0=e*®—-1=0 --(1)

[r:m poseT = eig) 'égauation (1) donne : T*—1=10
:}{T=1:‘{eiﬂ’= :}{ iz= Logl = i2nk
T=-1 leir=—1  liz=Log—1 = in(2k + 1)
z = 2nk
:}{z=ﬂ(2k+1]

Alors les zéros de Sinz sont tous réels.

Exercice N° 8:  Soit f(z) = sinz et g(z) = Inz

1) Déterminer les Modules de f et g

2) Démontrer que f et g sont holomorphes, en déduire leurs dérivées

Solution :
1.
f(z) =sinz = sin(x + iy) = sin xcos(iy) + cosxsin(iy)(on utilise cos(iy) = chy; sin(iy) = ishy)
sinz=sinxchy +icosxshy
Re(sing) ¥mg(sinz)

If(2)ll =+ (sinxchy)? 4 (cosx shy)? = 4/ (sinx)? + (shy)?

1 5 o ¥
g(z) = Logz = In|z| + iargz= Ein[x‘ +yv°)+iarctg—
x

Rel Lo g=) F¥mg Il-ogz}
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2

lg ()1l = ‘]Gm(xuﬂ) + (arctg?)

2. On vérifié les conditions de Cauchy-Riemann

a) f(z) =sinz =sinxchy+icosxshy
Re (s.'inz} Jmg (Isinz}
dpP aqQ ar 4@

— =cosxchy et — =cosxchy
¥

{P=sinxch}?::’ dx #E_a_y
@ =cosxshy dP aQ dP aQ
— =sinxshy et — = —sinxshy —=-—-——

y x dy dx

Alors les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiés par conséquent la fonction f est holomorphe sur C,

et par conséquent sa dérivé est :
0P  8Q

fl(z)=—+i— =cosxchy —isinxshy
dx dx

(on utilise les relations : cos(iy) = chy; sin(iy) = ishy)
f'(z) = cos xcosiy — sinxsin iy = cos(x + iy)
= f'(z) = cosz

b) g(z) = Logz =-In(x*> + y2) +i arctg®
) Yy -

Re(Logz) Img (Logz)

. oP__x _0Q_ = ap  agQ

— 24 .2 — =t —=— -
P—Eln{x +}’]:& dx x*+y? 9y x*+y° dx Oy
Py aQ ¥y dP 9@

¥y
Q =arctg— — =——— &t =—— —=—
x dy 2 +y2 ax x*+y*  dy dx

Alors les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiés par conséquent la fonction f est holomorphe sur C,
et par conséquent sa dérivé est :

eGP 0Q  x ¥
f{zj_a+La_xz+}?z L:!c:2+}=rz
. _x—i}r:i
) x*+y: z.z
1
= f'(z2)=-
z

Exercice N° 9: Si nous appelons détermination principale de arcsin z celle qui vérifie

: : 1 :
arc sin0 = 0, démontrer que arc sin z = —Log (LZ + 41— zz)
L

Solution :
Soit
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arcsinz =t = z=zsint
On a aussi

sint=T=z=:r2i.z=e"—e_"
i

= 2ize™ = e” —1= ™ —2ize" —1=10 --(1)

Puis résoudre I'équation (1) (en posant X = e*) ol elle a deux solutions :

{Xlziz—ﬁh— z
X, =iz +1—-22

=t =arcsinz = —ilogX

X=e" =it =logX

t, = —L'lc-g(i.z— 1—22)
t, = —ilc-g(i.z+1..-'1—zzj

Etant donné que arc sin0 = 0

t; = —ilog(—1)=—im# 0
t, = —ilog(1) = 0 (verifié la condition donnée =

=t =arcsinz = —ilog(iz +4/1- zz)
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