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CHAPITRE |
Résolution Approchées(d)es Equations Non-Linéaires
F(x)=0

I.0-Introduction :

Soit F:R - R une fonction donnée.

Nous désirons trouver une ou plusieurs solutiofégaiation F(x)=0.
Il existe des cas simples pour qui on peut expriumer solution d’'une équation a partir de la
fonction, par exemple le cas d’'une équation dursgckegre:

ax + bx + ¢ =0 pour lequel la soluti@nest:

.. -b-+/b2-4ac .. -b++/b2-4ac
itse—— soif, ———
2e 2¢e

Dans tous les autres cas, nous ne pouvons pasdrésan utilisant une méthode
analytique, un polyndme de degré supérieur a d€2) O6u une équation sous forme
exponentielle, logarithmique ou trigonométrique. €@n rappelle que résoudre une équation

de la formeF(x)=0 revient & trouverx’ (ou les «x' ») tel que F(x*):O. X est alors
appelé racine unique (ou multiple) &éx)=0.

Dans ce chapitre, nous abordons quelques méthodiegrigues qui permettent
d’approcher une racine dE(x) sur un domaine donné ( car il n'est pas, toutelaps,
possible de trouver exactement la racinch(E) recherchée). Néanmoins, nous pouvons, par

des méthodes algébriques (graphiques) connaitxestémce et le nombre de racines en les
séparant.

Pour les différentes méthodes nous supposerons @st une fonction continue et
qu’il existe un intervalle[a, b] ou I'équation a une et une seule racine que I'demaoq .

Pour choisir I'intervalle[a, b] on peut:

¢ Soit utiliser la méthode graphique (tracer la celirbt situer la solution d'ou le choix
de[a,b],

¢ Soit utiliser la méthode algébrique : la méthoddadséparation des racines en utilisant le
théoreme des valeurs intermédiaires.

Définition:
F(x) admet une racine séparée dﬁ]b[ si et seulement sr est unique.

Aussi séparer les racines deF(x)=0" revient & déterminer les intervallda,b[dans

lesquels chaque racine est unique.
Pour ceci on peut utiliser le théoreme des valeiesmeédiaires:

Théoreme des valeurs intermédiaires :
Si f est continue darlg, b] et F(a).F(b)<0alorsO o O]a,b tel que F(a)=0.
Si de plusF (x) est monotone dar{a, b] alorsa est unique dan[si, b] :
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X-eXp(-2X)

F(x)=

4+

b- F(x)=x*-e*=0

1
-10 -05 00 05 10 15 20 25 3.0 35 40 45 50

2

X -exp(-X)

F(x)=

c- F(x)=x-cosk) =0

X-COS(X)

F(x)=

1.1.1 Méthode algébrique :

Séparons les racines de I'équatiofi —3x +1=0 dans lntervall¢- 3, 3].
¢ F(x)=x*-3x+1est une fonction polynomiale donc elle est contidaeq- 3, 3].
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¢ F(-3)=-17<0, F(3)=19>0 donc F(-3)F(3)<0 aussi, d'aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires, il existe au moins unenegide F(x) = Odans[— 3 3].

Pour étudier I'unicité de la racineétudions la monotonie de celle-ci :

F(x)=x® -3x+1;

F'(x)=3x2 -3=3(x-1)(x+1)

X -3 1- +]
3

' x) + 0 - 0 +

(
F(x) 3

L

a, unigue dans[— 3 -1] car F(x)est monotone e (-3).F(-1)<0
a,unique dans[— 1 1] car F(x) est monotone ef (—-1).F(1) <0
a,unique dans[l 3] car F(x)est monotone ef (1)F(3)<0

d’ou la séparation des racines.

1.1.2- Méthode graphique:

N
Il
T

3
X_3x+1
o
Q
N
Q

F(x)=

'
N
Il
T

Dans ce cas les racin§s(x) = Oreprésentent les points d’intersections du grajehe
F(x) avec I'axex'ox donc, il suffit de tracer le graphe EEx)et de déterminer les points
d’intersections. Ceci fait nous aurons les intdegatl’'ou la séparation des racines.
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Dans le cas ouF(x) * est compliquée, il faut transformer I'équatié{x) = O par une
équation équivalentey(x) = h(x) avec ‘g(x) ' et ‘h(x)’ deux fonctions plus simples. Les
points d'intersections des graphes @¢x) ' et de ‘h(x)’ sont alors recherchés.

Pour notre exemple on aurait pu transfori¢x) = 0en deux fonctions plus simples.
Eneffetx®*-3x+1=0 = x*=3x-1= g(x)=x%et  h(x)=3x-1 d'ou le graphe et les
solutions qui correspondent aux intersectionsdgesx courbes

=3x-1

x° et h(x)

9(x)=

81

3 3 2 2 -1 -1 0 1 1 2 2 3 3

X
Nous avons 3 intersections 3 solutions et 3 intervalles

|.2-Méthode de la Dichotomie (Bissection) :
La méthode de la bissection est basée sur le aésliétnalyse mathématique suivant
(Théoréme des Valeurs Intermédiaires).

a—F(x) est continue sur un interval[a, b]

b- F(a).F(b)<0

D'aprés a et b, il existe au moins une vaIeLm[a, b] tel queF(a)=0

De plus, siF(x) est monotone sur I’intervall%a, b] (strictement croissante ou strictement
décroissante sur I’interva[la, b]), alors la raciner est unique Sl]a, b] :
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Probléeme: Nous ne connaissons pas la valeur exacte.de

Pour cela, nous faisons appel a la méthode declaoimie.

Principe de la méthode :

> Nous construisons les suit¢s,) ., (b,).,, de la maniére suivante sur lintervalle
| =[a,b].

» Nous posons, =a, b, =b, x, = a+b

A\

étapel- SiF(x,)=0 = a =X,
> étape2- SiF(x,)# 0, nous vérifions le théoréme des valeurs internikiasur le
domaine[a, x|

% SiF(a)F(x)<0 = aOla x|

% Nous posons alorg, =a, =a, b, =X%,, X, = , on revient a I'étape 1.

a +b
2
% SinonF(a)F(x,)>0= a0]x,,b|

< Nous posons alora, = X,, b, =b,, X, :%bl

De proche en proche, nous construisons les suek (. (b,). et (X)) -
A n-1, nous faisons les testes :
> étapel- SiF(x,,)=0 = a=x,
> étape 2-SiF(x,,)# 0, nous vérifions le théoréme des valeurs interniksgissur le
domaine[an_l, X1

*0

+ SiF(a.)F(x.)<0 = ala., x|

>

L)

n

a, +h s s
% Nous posons alora, =a,_,, b, =x,_,, X, =— 5 ~, on revient a 'étape 1.

% SinonF(a,,)F(x,,)>0= aO]x,,.b[

an + bn
Nous posons alora, =X, b, =b._;, X, =

n

R/
°

Et |jm x. =@ Nous disons alors qug, ),.,, st la suite des solutions approchéeg da

n-oo

racine exacte d& (x) =0

Proposition :
Les suiteéan)nDN, (bn)nDN et (xn)nDN convergent toutes versr. De plus, nous avons
I'estimation suivante :
|bn - an| _ |bn—1 - an—1| _ |b0 - a0|
2 - 22 B 2n+1

x, —al<
Vs 1
D'oul |x, —a] SF|bO ~ ay|

Précision de I'approximation :
Pour approcher la racine@ avec une précision inférieurecaen utilisant la méthode
de la bissection, il faut que :
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1 |b0 - a0| +
X, —al< n+1|b0—a0|<(9 :>T<2nl
il 120~ 3l

- 2 : o R . atb

D'ou n> I—(Z) -1 si nous commengcons les itérations a partixge —
n

Exemple :

On consideére la fonctiofr (x) = x?e* -1=0
1- Trouver un intervalld =[a,b] de longueur 1 contenant la raciaede F(x)
2- Aprés avoir vérifié I'applicabilité de la méthode dichotomie sur cet intervalle,
calculer les cinq premiers itérés.
3- Calculer le nombre d'itération qu'il faut pour avda solution avec une précision
£=10"
Solution :
1- Domaine de définition d&(x) = x?e* -1 est R = ]- o0, +0o]
La premiére dérivée dE(x) = x?e* -1 estF '(x) = 2xe* + x?e* = xe*(x+ 2)
F'(xX)=0 = x -~ —ooux=-20ux=0
lim F(x)=-1, F(-2)=4e®-1=-04587, F(0)=-1, |im F(x) =

) X —® -2 0 ) + 00
F'(X) 0 0 0
-0.4587 + o0

F(x) . / \

Tracé de la fonctiorF (x) = x?e* -1

-1

F(x)=x’e*-1
o

D’aprés le graphe d‘e( ) x’e* -1, nous remarquons que cette fonction passe par tias

X a un point appartenant a l'intervalle [0,1] :
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2- Sur l'intervallel = [0,1], la fonction F(x) = x?¢* -1 est définie, continue et monotone. De
plus F(O): -1 et F(1)=1.7183. Nous pouvons appliquer la méthode de la dichatosor
cette intervalle.

Application de la méthode de Dichotomie :
Nous allons construire les suits, )., (0,) . €t () .y -

Etape 0:a, = 0, b, =1, x, = %b‘) = OTH = 05, F(05)=-05878
Test : F(a,)F(x,)= F(0).F(05)>0 = On resserre l'intervalle du coté gauche (coté)de
Etape 1@, =%, = 05b =b, =1, x == ;’bl = 0'52+1 = 075, F(075)=0.1908

Test : F(a, )F(x,) = F(05).F(075) <0 = On resserre l'intervalle du coté droit (cotéode

Etape 2:a, =a, = 05, b, = x, = 075,
_atb, _05+075

; = 0625, F(0625) = -0.2702

X

Test : F(a,)F(x,) = F(05)F (0625 >0
= On resserre l'intervalle du coté gauche (cota)e

Etape 3:a, =x, = 0625b, =b, = 0.75,
o =% +b, _ 0625+ 075

0T 5 = 0.6875, F(0.6875 = -0.0600

Test : F(a,)F(x,) = F(0625.F(0.6879 >0
= On resserre l'intervalle du coté gauche (cota)e

Etape 4 :a, = x, =0. 6875b, =b, = 075,
. =3 *b, _06875+075
‘ 2 2
Test :F(a,)F(x,) = F(0.6875.F(0.71879<0
= On resserre l'intervalle du coté droit (cotébde

=0.71875, F(0.71879 = 0.0600

Etape 5:a, =a, =0. 6875b, = x, =0.71875

2 2
Test : F(a ).F(x;) = F(0.6875.F (0.703129 > 0
= On resserre l'intervalle du coté gauche (cota)e
Et ainsi de suite jusqu’a ce que nous atteignonadime avec une précision donnée.
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3-Pour calculer le nombre d'itérations nécessaig pvoir la solution avec une précisien
Donnée, nous utilisons la formule :
|r{|b0 - ao]j
£
>— 2 -1

In(2)

Dans le cas de cet exemple. Si nous fixord0™, nous obtenons

n

In(lg“‘] 4In(10
n>_ 07 41540 155877 n=13

In(2) In(2)
Il faut effectuer 13 itérations en utilisant la m&de de Dichotomie pour avoir la racine avec
une précisions =10™

|.3-Méthode de Point Fixe (ou Approximations Succesves) :
Il s’agit toujours de chercher les racines El(ax):o. Cette équation est supposée

mise sous la formex = g(x) et ceci est toujours possible en poggm) = x - F(x).
Soit F(x) une fonction réelle définie sur I’intervaIIEa, b] et possede une racine
a D[a, b]. La méthode de point fixe permet de passer dedlaerche de la racine d'e(x) =0
sur [a,b] & la recherche du point fixe de la fonctig{x) tel que x = g(x).
En effet, les deux problémes sont équivalefbq =0 ~ x = g(x)).
% Sia estsolutiondex=g(x) >a=gla)=>a=a-F(a)=-F(a)=0
= F(a)=0 = a est solution deF (x) =0
% Inversement sir est solution deF(x)=0 = F(a)=0=-F(a)=0
eta=a-F(a) dou a=g(a)

Question: Quelles conditions doit vérifieg(x) pour que ce point fixe existe et qu’il soit
unique ?

Théoreme du Point Fixe :
Soit g(x) une fonction réelle, définie et continue sur Einvalle [a, b] telle que :
l. g(x)D[a, b] DxD[a, b] (on dit que I'intervalle[a, b] est stable pag(x) ). Si on écrit
I :[a, b] alorsg(1)O 1
. [kOR, 0<k<1 tel que]g'(x] <k<1,k= ma)]g'(x)]. On dit que g(x) est
[a.b]
strictement contracte.
Alors g(x) admet un point fixe unique dahs= [a, b] et la suite récurrente :

]&th

B converge vers le point fixe
Xn+1 - g(xn)

n+l

k
De plus, nous avons : X —a < - k|xl ~ Xo|
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Démonstration:

X, étant donné tel que, 0[a, b]. On construit la suitéu, ) ., tel que :
* U =X
* W =X "X
¢ WL EXTX

* un—l = Xn—l - Xn—2
* un = Xn - Xn—l
Nous faisons la somme des termes de la suite jasgudre n

n

du,=x, dou |imx,=a= ZU

i=0 N e
Soit|g (x| <k <1
Nous avons
Uy =X, = %oy = 9(X0) = 9(%,) = (X, = %, ) (€) 00 € D, b]
Dol |u,| = |u.| g'(g‘X < Ku,,|
Nous avons aussi :

[x, —a]= ZIU I-ZIUI‘ ZIUI< >Ju

i=n+l i=n+l
I n+ I kn
Bk =K == =
i=n+1 i=0
D’ou
X, —a| <[x =X k—
n 1 0 1—k

Estimation de I'erreur :
Le nombre minimum d’itérations pour que la solutsmit approchée avec une précision

estix,-a|<e

Sachant quéx, —al <|x, - X°|1 ”

Donc

Théoréme du point fixe local:
Soit g(x) une fonction réelle, définie, continue et dérieabhe fois sur lintervalle

[a,b] (on dit queg(x) est de class&€® sur lintervallda,b]). Nous supposons que(x)
admet un point fixer D]a, b[, tel que‘g'(a)‘ <1 alors:

COOR, tel que la suite récurrente :
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xx,Uly;=la-0,a+0 e

09 [ ] converge vers le point fixe sur | 4
Xn+1 = g(xn )’ n D N

De plus, nous avons :

k" ‘
|x, —a sﬁ|x1 -%|, k= mla)4g (x)‘

Exemple: Ecrire un processus itéra(ii(n)nDN du point fixe définie par la fonction d’itération
suivante :

1/
g(x) = X+Z(e =)
a- Montrer que la méthode du point fixe converge véas solution @ dans
lintervallel :[0,1].
b- Déterminer le nombre d’itérations nécessaires malculer une solution approché

avec une précisiog =107"°
c- Calculer les cing premiéres itérations.

Solution :
Soit X, la niéme itération de la méthode du point fixerdéfpar :

X, donné
Xoa = 00K,) =, + 5 67 = x2)

a- La convergence de la méthode du point fixe :
Il faut prouver les deux points suivants :
|-Stabilité : g(1) O

Onag'(x)>0 OxOl et0<g(0 )—1<g() g(1)=1
Il-on a|g'(x] <1 OxO|

—X

Commeg’(x) =

<0 TxO1 = maxg®|=[g(0) =7

]

<1

4>Ioo

D'ot k=maxg' () =

xdl
D’aprés I. et Il. La méthode du point fixe convergers la solution sur l'intervalle

| =[0g]

b- Nombre d’itération du point fixe pour calculer $olution approchée avec une précision
£=10"

En utilisant I'estimation suivantex, —a| <|x, - x| k maxo'(x) =

xOl

bloo
|_\

Sion prendx, = 0, =9g(x,) =X, +%(e‘XO —x§)=o+%(e‘° —0):% =[x = Xo| ZZ
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£(1-k)
K’ '”[m J

Sachant quéx, —al <& d'oll ‘Xl _Xo‘ﬁ S€E- n> inK)

107%°(1-3/4)

In( J
4
AN:n= ¥ = 8022 n =81 itérations
In(3/4)

|.4-Méthode de Newton :
l.4.1-Interprétation géométrique :
L’idée est de remplacer I'arc de la courbe repredd de la fonctionF(x) par sa

tangente au poing .

F(b) """""""""""""""" | O(b,F(b))

B, (x,,F(x)))
B,(x,,F(x,))

oL@

i X /X b=x
F(a) -_—,-'/ 2 1 0

L'équation de la tangente au poixf est donnée pary = F (x, )(x— %, )+ F (%, ).
L’abscissex, du point d’intersection de cette tangente aveelax est donnée par :
. F(x,)
F (%)% = %)+ Fx)=0 = x =x, “Eh)
XO
X, est une meilleure approximation deque x, .
-De proche en proche, nous construisons une éq@gm de solution approchées en utilisant
la relation de récurrence :
_ _Flx)
n+l n '
F'(x,)
Nous somme alors ramené a un probleme de type fpa@nqui s’écrit :
X, donné

Xn+1 = g(xn) = Xn - I:F‘(())((n))

X

Nous pouvons dire alors que la méthode de Newtest @utre qu’'une méthode de point fixe
de la forme :

avec
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Nous voyons bien que chercher solution séparée dE (x) =0 est équivalent a la recherche
du point fixea tel quea = g(a) :
Nous avons
ala)= a—m =g car(F(a)=0et F'(a)#0)
F(a)

Convergence de la méthode :
Nous utilisons le théoréme du point fixe local. Mowalculons g'(x) et

particuliéremeng'(a), ce calcul est possible pour une fonctié(v() deux fois dérivable (de
classec?[1]).
() =1-F WFW-F () _y FJF () FIF() _ F(F(x)
g\X T2 ]2 2 2
= () FoF  Fel Fe)

Dot g'(a)=0 carF(a)=0
Conclusion : au voisinage de, nous avongg'(x) <1
D’apres le théoreme du point fixe local, nous avon

{ xOD[a-d(,cHd((] )

Xn+1 = g(xn) = Xn -
Converge vers I'unique solution d&(x) sur l'intervalle |

Nous pouvons énoncer alors le théoréme suivant :

Théoreme de Newton
Soit F(x) une fonction de class@?® sur I’intervalle[a, b], telle que :

1- F(a)F(b)<0
2~ F(x) # 0(monotonesur{a,b]
3-F’(x) garde un signe constant sur l'intervidigb] (F"(x)<0 ot F"(x)>0)
4-Partant d’'un poink, qui satisfait I'inégalité

F(x,)-F "(x,) > 0 (vérifié par un certain choix de, O[a,b])
Si les conditions annoncées, ci-dessus, sont aigdisf alors le processus de Newton:

X, choisi
= = - ”)
Xn+1 g(xn) Xn !

} = Il éxistea O ]ab[ telqueF (a) = 0

M
—~
X

F'(x,)
Converge pour ce choix de vers l'unique solutiorn de F(x)

De plus, nous avons I'estimation suivante :
M 2
x, —al< %|Xn_l -al",0n>0
Avec M = Max|F"(x), m=Min|F" (%)
xD[a b] xI][a,b]
Cette inégalité peut s’écrire en fonction xje

2'-1
X, —a s(%) % -a|™,OnON

Page 12/15



Université A. Mira de Béjaia kedté de la Technologie

2°" Année LMD/ST MATH VI : Analge Numérique
Mr : MEZIANI Bachir

Exemple:

Soit la fonction :F(x) = e* = 4cogx) =0
1- Séparer graphiquement les racinech(x) et déduire le nombre de racines.
2- Chercher & une précisian=10"° preés, une racine dg(x) par la méthode de newton

. n §
dans lintervalld = [IZT%T} en prenant;, = et testerix,,, = x,| <107

Solution :
1- La fonction F(x) = e — 4coqx) est donnée dans le graphe suivant :

isF

3.5 1

e*-4*cos(x)
: o
o
Il

F(x)=

o
o
B S N EEEEmmmam,

Figure 1 :F(x) = e - 4cogx) en fonction dex pour x variant entrgd—10010]

Sur la Figure 1, nous remarquerons dtie) = e* — 4co{x) admet une infinité de racines et

parmi toutes ces racines, il existe une seule egositive. Figure 2

5.0
451
4.0
35
3.0
2.5
2.0
1.5
1.0
0.5
0.0F
05+
-1.04
1.5
_2.0_
-2.5
-3.04]
-3.5
-4.0
_4.5_
5.0 p—+—p—+—4—+—t—+—+—+—t+—+—t—+——+—t—+—F—+

-1.55 -1.24 -0.93 -0.62 -0.31 0.00 0.31 0.62 093 1.24 155

X

e*-4*cos(x)

F()=

Figure 2 :F(x) = e — 4cogx) en fonction dex pour x variant entre{—

NN
NN

2- Résolution par la méthode de Newton :

Nous avond = 5,7—7 etal|—,—
4 2 4 2

Vérification du théoreme de Newton sur I'intervalle BT%T}
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a- F(x) = e* —4codx) est de class€” sur | :[gg

F(Ej =gt - 4co{]—Tj =-0.63514<0 T T T
b- A ! = F(ZJ'F Ej<o :am[z,ﬂ
F(’_Tj =e? - 4c0{7—Tj = 4,8104>0
2 2
T ! X i
c- DXD}Z’%{’ F (x)=e + 4S|n(x)>0

d- DXDTZT,,—;[, F''(x)=e* +4cogx)>0

Le théoreme de Newton est vérifié. En partankgeg, le processus de Newton donnée par

Converge vers I'unique solution positive de F(x) = e* —4codx) sur | = [Z 7—21

n
Partant dex, = >

F[ﬂj —e? - 4co{ﬂj =4.8104>0
2)" " 2 = F(’—ZTJF(%T] >0
F[@ =e? + 4c0{7—27j = 4.8104>0

Alors le processus de Newton :
-

e —acod)
_ . _€"—4codx,
s = 000) = % e + 4sin(x, )

Converge vers la solution
Calculons les itérés et testons l'inégalikg, — x,| <10

x, =2
° 2
N X
19 tération : x, = X, — < 4c0d%) 1 55480 [, - %,| = 0.54599>10°° ;
e + 4sin(x, )
2*™ijtération : x, = _et—4oodx) 91046, X, —%| = 0.11434>10°
e + 4sin(x, )

& ~4e0d0) - 90480 |, -, = 000566> 10°

3FMCjtération : x, = X, —
Xo H
ez + 45|n(x2)
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geme e —4coqx,

itération : x, = x, - =0.90479, |x, - X,| = 0.00001=10"°

e e w4 ]
5™ tgration :x, = x, - & —4%0%%) _ 0 90479 % = X, = 0.0000<10°®

Nous déduisons que la solution approchée, obterarelgpp méthode de Newton, est
a =0.90479
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