Théoremes fondamentaux sur les fonctions holomorphes

CHAPITRE 3 : Théoremes fondamentaux sur les fonctions holomorphes

3.1 Intégrale curviligne
Définition 1 : Soit Q un ouvert de C. Un chemin y est une fonction continue d’un intervalle [a, b] dans
C. [a,b] — Q
yit—y(®) =z(@) =x(© + iy(®)

Imz

z,=z(b)

y(®)

z =z(a)

Re z

> Lorsque t décrit [a, b], le point y(t)décrit une trajectoire y([a, b] dans le plan C.
y(a) est appelé I’origine du chemin et y(b) son extrémité.
» On dit qu’un chemin est simple si ne se recoupe pas lui-méme, c’est-a -dire il n’a pas de points
doubles.
Exemples :
e Sile chemin y est un segment de droite d’origine le point a et d’extrémité le point b alors
z=y({t)=a+(b—a)t et 0<t<1
e Sile chemin y est un cercle de centre z, et de rayon r alors :

z=y(t) = zy +re't et 0<t<2m

Définition 2 : On appelle contour ou lacet un chemin fermé, c’est-a -dire que son origine se confond

avec son extrémité, et vérifie y(a) = y(b).

3.2 Intégration le long d’'un chemin

Définition 3: On appelle intégrale de f le long d’un chemin y le nombre complexe :

b
f f(2)dz = f FHO) (Ot
y a
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Propriétés .

e Siy™* désigne le chemin opposé de , ¢’est-a —dire orienté de b vers a alors :

ff(z)dz = —f f(z)dz
v 14

e Sifesttelle que |f(z)| < M pour tout z € y([a, b]) alors :
ff(z)dz < flf(z)l.ldzl SMfIdzl = ML
Y Y 14

L : est la longueur du chemin y(L = fy |dz|)

e Siyest la juxtaposition de deux chemins y;ety, alors :

.[ f(z)dz = jf(z)dz+ jf(z)dz
121 2

Y=v1Ur2

e Si le chemin est fermé et orientée dans le sens inverse des aiguilles d’une montre (Sens

positif) on note gﬁy f(2)dz.

Exemple : calculer fy dz ,ou y est le triangle joignant 1 +i,1 —iet— 1+

Soit I = fy dz = fh dz + f)’z dz + fys dz

Avec : y; est le segmentde droite 1 +ia 1 —i

1
= z=y,(t) =1+i-2itet y;=-2idt =21, = fd2=f—2idt=—2i
141 0
Ety, estle segmentde droite 1 —ia — 1+
2> z=y,t)=1—-i+2(—Dtet y; =2 — 1)dt

1

:Izzde:fZ(i—l)dt=2(i—1)

Y2 0

Et y; est le segment de droite —1 +ia 1+

> z=y3(t) =—1+i+2tet y; =2dt

1
B PR P
V3 0
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Donc par conséquent ] = [ dz = fn dz + fyz dz + fy3 dz=-2i+2i—2+2=0

3.3 Théoreme de Cauchy

Soit y une courbe simple fermée. Si f(z) est une fonction holomorphe dans un domaine Q limité par
la courbe y et sur la courbe y, alors on a le théoréme de Cauchy :

ff(z)dzz % f(z)dz=0
Y 14

Proposition :

Si f(z) est une fonction holomorphe a I’intérieur et sur la frontiére limité par deux courbes fermées y; et y,,

alorsona: 45y1 f(z)dz = gSyZ f(z)dz=0 Y1

Imz

Re z

3.4 Formules intégrales de Cauchy

Théoreme 1 : Si f(z) est une fonction holomorphe dans un domaine Q limité par la courbe y et sur la
courbe y, etsi z, est un point intérieure au domaine, alors :

2mi Yy z-Zg

“ fzo) =—=¢, £2dz ()

Ou y est parcourue dans le sens positif (sens inverse des aiguilles d’une montre).
Démonstration : posons

f(z) — f(2)
g(z) = zZ— z,
f'(2o) Sl z =z,

SiZiZO
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f(z) est holomorphe dans y d’ou g(z) est holomorphe dans y, alors :

z)—f(z z z dz
fg(z)dz=0(=} Mdz=0(=} f()dz=5£f(0)dz=f(zo)f£
Z— Z Z— Z Z—Zy Z— Zy
Y Y Y Y Y
Pour calculer I’intégrale gﬁy Zd—z, on suppose un cercle C de rayon r et de centre z, a I'intérieure de y
—40
Sﬁ dz dz Imz
Y z—zy JC z—zg
Avec z—z,=re't t €[0,2n] C
dz ire't z
56 =— dt=27ri=>j€ @ dz = 2mif (zg)
Z—Zy rett Z— Z
C 14
Re z
Théoreme 2 :
Par la suite de la relation (1), la dérivée nieme de f(z) au point z, est donnée par ne, alors :
n! f(2)
“ f®(20) =529, G dz (1

On appelle ces deux relations (1) et (1) les formules intégrales de Cauchy.

inz

Exemples :Calculer §. 527 dz ou C est le cercle définie comme :
2

1) |z-2|=2
2) |z—4|=1
Solution :

1) Pourlecercle |z—2| =2,0nz, = % = E — 2| < 2 = z, est a I'intérieure de C , donc on utilise

la formule intégrale Cauchy $. M2 4z = 2mif (721) = 2misin= = 2mi

i3
Z_i 2

(f (2) = sinz est holomorphe).
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2) Pour le cercle [z —4] =1, on zy = 7= E— 4| > 1= 7, est & extérieur de , done —— est

7 T
2

holomorphe dans C, alors on utilise le théoreme de Cauchy 4, % dz=10

2

3.5 Séries Entieres

3.5.1 Définition : On appelle série entiére en z — z,, d’une variable complexe z, une série de la forme

suivante : Y% a,(z — zy)™peut définir un nombre complexe z par la d

3.5.2 Rayon de convergence : On définit le rayon de convergence de la série entiére, comme le
nombre R tel que Y+ a, (z — z¢)™ converge si |z — zg| < R et diverge si |z —zy| > R. Pour |z — zy| =R
la série peut étre convergé ou divergé.

On peut obtenir le rayon de convergence par :

e Le critére de d’Alembert :R = lim,,_,4 aa—”
n+1
e Le critéere de Cauchy : R = lim,_,« 'V%_I

Remarque : Les deux propositions précedentes sont basées sur 1’existence des limites. Mais si ces

limites n’existent pas cela ne signifie pas que le rayon de convergence n’existera pas, dans ce cas on fait

appel a d’autres critéres de convergence des séries.

Notation : On note D(z,,R)= {z € Ctel que |z — zy| <R, R > 0}
D(z,,R) est appelé disque ouvert de centre z, et de rayon R.
D(zy,R)={z € Ctel que |z —z4] <R, R > 0}

D(z,,R) est appelé disque fermé de centre z, et de rayon R

Exemple : La série Y%, —(Z;)

2n+1
21‘1

an

Ona:R =lim,,,|—

an+1

représente le disque de centre (0.1) et de rayon R = 2.

= lim, e

- (z-)" ] .
= 2, alors la série 375, S converge pour |z —i| <2, qui

Pour |z —i| = 2 = z — i = 2e'? =la série devienne Y} %, ™. C’est une série divergente car :

lim U, = lime™® = +o0 = 0

n—-oo n—-oo




Théoremes fondamentaux sur les fonctions holomorphes

La série converge dans le disque ouvert de centre i(0,1) et de rayon 2.

3.5.3 Propriétés des séries entiéres :

Soit Y%y a, (z — zy)™ une série entiére de rayon de convergence R(# 0), alors :

e Elle est dérivable dans tout ouvert connexe situé a I’intérieur du disque de convergence, et
sa dérivé est 1% na, (z — zo)" !
o Elle peut étre intégrée terme a terme sur toute courbe C située entierement a I’intérieur du

disque de convergence.

3.3.4 Développement d’'une fonction en séries entieres

Soient D € Cun domaine contenant le disque D(zy, R) et f une fonction holomorphe f: D — C. On dit
que f admet un développement en série entiere au voisinage de z, si et seulement si il existe une suite de

coefficients complexes (a,)n € Ntelleque: Vz € |z—zy| <R  f(2) =X} S an(z — zo)™.
On dit aussi que f est analytique en z,.
Propriétés .
e Soit f: D c C — C développable en série entiére sur D. Alors f est indéfiniment dérivable et

f ™ (zy)

n!

e Si le développement en série entiére de f existe, il est unique.

pourtoutn € N, f™ (z,)existeeta,, =

o Lasérie 1%, I (Z") (z — zy)™ est appelée la série de Taylor de f en z,.

3.5.5 Développement de quelques fonctions usuelles :

e VZzEC: $°°OZ
— __1)n
e Vze(C:sinz =Y} 5(-1) (2n+1)'
__1)\n
e VzeC:cosz=Y;5(-1) (Zn)'
o <15 =3i%e
o |zl <1:—=TiS(-1)"z"
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3.6 Prolongement analytiques

1

Soit la fonction f(z) = — définie pour z # 1. Cette fonction, holomorphe au

voisinage de tout point z # 1, dans C\{1}. Et Soit

9(2) =Zzn

nz1

qui definit une fonction holomorphe dans le disque D de centre O et de rayon 1. Pour
lz| < 1,9(z) = f(z). On dit alors que f(z) est le prolongement analytique dans
C\{1} de la fonction g(z). Plus généralement, si f(z) est une fonction holomorphe
dans un ouvert U du plan complexe et g(z) est une fonction holomorphe dans un
ouvert V du plan complexe, telles que I’intersection de U et de V ne soit pas vide, et

que
f(z) = g(z),pourtoutz € U NV

alors, g(z) est le prolongement analytique de f(z) dansV — (U n V). De méme,

f(z) est le prolongement analytique de g(z) dansU — (U n V).

3.7 Points Singuliers

Un point singulier d’une fonction f est une valeur de z pour laquelle f(z)
n’est pas holomorphe.
Si f(z) est holomorphe partout dans un domaine excepté en un point intérieur z,, on
dit que z = z, est un point singulier isolé, ou une singularité isolée de f(z). Il yena
de différents types de singularite.

Exemple :si f(z) = ﬁ alors z = 1 est un point singulier isolé de f(z).
3.7.1 Péles

Si f(2) = ((D& avec ®(zy) # 0, ou d(z)est holomorphe partout dans un

z—2zy)"
domaine contenant z = z, ,et si nest un entier positif , alors z,est appelé un pole
d’ordre n.
e Sin =1 le pble est souvent appelé un pdle simple.

e Sin = 2 le pble est appelé un pble double, etc...
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Exemples :

1. Lafonction f(z) =

Z

DD a deux singularités : un pdle d’ordre 2

(double) en z; = 2, etun pdle simpleen z, = —1

27+1 _ 27+1
7241 (z+1)(z-i)

2. La fonction f(z) =

a deux podles simples en

zp=letenz, = —i
3.7.2 Singularité apparente
On dit que le point zyest une singularité apparente (ou bien une fausse

singularite) si lim,_,, f(z) existe.

Exemple : la fonction f(z) =% a une fausse singularité en z, =0;

. . sinz
puisque hmzﬁOT =1

3.7.3 Singularité essentielle : Si f (z) est uniforme alors toute singularité qui
n'est ni un pdle ni une singularité apparente est appelée une singularité essentielle.

Exemple : la fonction f(z) = e'/z a un point singulier essentielleen z =0

3.8 Série de Laurent

Soit f(z) une fonction holomorphe en tout point a I’intérieur et sur un cercle
(y)de centre z,, sauf en un point z = z,, ou elle posséde un pble en ce point,
alors [(z — zy)™f(2)] est analytique en tout point a I’intérieur et sur un cercle

(y)et posséde un développement en série de Taylor autour de z = z,, de sorte

que :
A_n A—n+1 A—n+2 a—q
z) = vt —+ata1(z—2
N AP L A PPN T AR P EA
+ az(z — ZO)Z SRR + an(z —_ ZO)n LRI

Cette série s’appelle la série de Laurent de f(z)
La partie (ag + a,(z — zy) + ay(z — z)? + -+ -+ +a,(z—z)" + e )
s’appelle la parie analytique de la série de Laurent, et le reste de la série

constitué de puissance négatives en (z — z,) :

An A—n+1 A—n+2 a—q
-1 ottt
(Z—=2))" (z—2zy)" (z — zp)" (z — 2zp)

S’appelle la partie Principale.
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En générale on appelle une série de Laurent une série de puissance positive et
négative ; telle que :

f(z) = Zio—oo an(z —zp)"

Remarque : la série de Laurent d’une fonctionf(z), permet I’identification de type de

singularité situé en z = z,, alors si :

e La partie principale a un nombre infini de termes, alors z = zyest dit un point singulier
essentiel
e La partie principale a un nombre fini de termes, et que a_, # 0 tandis que (a_,,_; =

a_n—, = 0) alors le point singulier z = zyest un pole d’ordre n.

Exemples :

1
1. f(z) =ez= 1 +§+i+i+--- la partie principale est

21z2 © 31z3
partie pricipale

. \-vJ .
partie analytique

1
infinie alors la fonction f(z) = ez a un point singulier essentiel en z, = 0

2. g(z)=# enzp=1;onposez—1=t=z=1+t¢t
z t+1 2 3
g(z): ¢ :6’ :ietzi 1+t+t_+t_+...
(z—-1)2 t2 t2 t2 2! 3!
e +e N e N et+
T2t 200 3
B e N e N e N e(z—1) N
T (z-1D%2 (z-1) 2! 3!
Partie principale Partie analytique

eZ

@1z 2

La partie principale est finie (a_; = 0) alors la fonction g(z) =
un péle doubleenz, =1

1
z(z+1)

3. h(z) = (a deux pbles simplesenz; = 0et z, = —1);
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2 3
. enzlzo;onaxllzl—z+%_%+...
Y P U S O T SRS S A
AN A TRET = 2173
= ! AN
- z 21 3l

(o]
Partieprincipale Partie analytique

L a
z(z+1)

La partie principale est finie (a_, = 0) alors la fonction h(z) =

un pole simpleenz; =0
e enz,=-1

onposez+1=t=z=t—1

— R 24 43 4 ¢4y .. - _1
h(z)—t(t_l) etona —=1+t+t*+¢t"+t"+ = h(t) t[1+t+
L2+L3+t4+...

1
= —?—1—t—t2—t3—t4+-~
1
= - “1-(Z+1D)-(CE+1)2-(C+1)3....
(z+1) : :
-2 Partie analytique
Partieprincipale

! a
z(z+1)

La partie principale est finie (a_, = 0) alors la fonction h(z) =

un pble simpleen z, = —1




