Chapitre 4

Transformation de Fourier

Dans tout ce qui suit, on désigner pat x - £ le produit scalaire dans R™ :

33‘5:2%'52-
i=1

4.1 Transformation de Fourier de fonctions

Définition 12. Soit f € L1(R™). On appelle transformation de Fourier de f [’appli-
cation

FHE = F©) = [ fa)e™da,

et transformation de Fourier inverse, l’application

F@) = f@) = [ fee s,

R
Théoréme 7. (i) L’application F est linéaire.
(i) F(f @ g) = Ff © Fg.
(iif) F7H(f) = (Ff).
Preuve . Evident. O

Exemple 9. Soit f(z) =e ™’ 2 e R.

f(f) — / e‘”‘$|2—217r1’~§dl, — / e_w(x_HE)Q_Trgzdx
R R

:e_”g/e_“(“iwdx,
R
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71, . 22
considérons la fonction z — €™

b+i€ b+i€ 9
(/ [+ / Jedz =0
b+ig b+i€

bHE
/ e " dz| =
b 0

< |§|e_”(b2_§2) — 0, quand b— +oo,

7b 9
‘ / e " dz
—brie

—bE _ b,
lim e ™ dz = lim e " dz,
b—+oo Jp+i¢ b—+o00 J—p

/e w(z+ig) dl._/e—wx2dm:1;
R R

de méme si f(x) = e ™ qvec z € R™.
Un calcule analogue donne F~'f(x) = f(z); il suffit d’appliquer le fait :

or

¢ efﬂ(b27y2)6727ribydy

de méme

— 0, quand b — +o0.

1l vient alors

i.e.,

fzéfi, fieCl(R):f:(éﬁ-.

Propriétés

a) Produit :
[ F@g©dc = [ f@iwar, fge L@,

En effet, la fonction (x,£) — f(x)g(£)e ™% est intégrable sur R™ x R™, alors par
Fubini on a le résultat.

b) Translation et multiplication :

~

F(raf) = e 20 f, F(e2™00) = (€ — &).

et
1 ~

F(ha(f)) = e (5)-

y\m

c¢) Dérivation par rapport a x :

F(f™(z)) = (2ir€)™f, (dans R).
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En effet par récurrence, pour m =1 :

)

F(f(E) = /_:O f(z)e s dy = {f(a:)e_m"w] +z + 2i7é -
comme f € L'(R) alors f(+00) = f(—o00) = 0.

Théoréme 8.

~

Im 7€) =0
En effet, d’apres (c), on a
F(o)] < o Elmlf(f(’”’)(S) ,

ie.,

7 ‘_ ™|

— 0 quand [£] = oo.
e y

d) Dérivation par rapport a & :

F((~2imay (@) = (1) ™ (0):
En effet,
(i/Rf( —2AmeE g —/f —2imrx)e ™y,

e) Convolution :

~

F(f*g)=1-3.
En effet, si f et g € L'(R™), alors

F(f *9)(&)

e A [ f(u)g(z — u)duda
n R

f(u)(/n e ATl gy — u)dx) du  (Fubini)

e[ e regy)dy ) du
§)-3(9).

I
A>%\%\%\

f) Formule de Parseval-Plancherel :

| @@z = [ fe)a@a,

[ 1@ = [ 1P



Chapitre 4. Transformation de Fourier 25

En effet,

= | F@3lu=duleo = [ Flw)jlu)du

Rn

Il suffit de prendre f = g.

4.2 Transformation de Fourier des distributions tem-

pérées

Définition 13. "S(R)"

S(R) = {p € C*(R) : Yo, €N, |af*|p® (2)] < c}.
Une suite (v,) C S(R) converge vers 0 dans S(R), si Vo, 5 € N, la suite (x”‘gp,(f)(x))k

converge uniformément vers 0 sur R.

Remarque 9. Comme S(R) C L'(R) on peut toujours calculer transformation de
Fourier d’une fonction de S(R).

Définition 14. "S'(R)"
On appelle distribution a croissance lente ou tempérée toute fonctionnelle linéaire conti-

nue sur S(R).
S'(R) est un sous espace vectoriel de D'(R).

Définition 15. Soit T € S'(R™), on appelle transformation de Fourier de S'(R™) dans
S'(R™) définie par
(FT,¢) = (T, @), (Vo€ SR")),

de méme
(F7'T, @) = (T, F'¢), (Yo e SRM).

Théoréme 9. La transformation de Fourier se prolonge par définition sur L*(R™).

Preuve . Si f € LP(R") (p =1 ou p = 2), il vient d’apres la définition précédante

(f,@) = (f, ).
Si p = 2, il suffit d’appliquer la formule de Parseval-Plancherel, i.e.,
(f,0) = (] Fd).
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a) Distribution a support compact :
Si T est une distribution a support compact, alors

T = (T,e ™),
En effet,
(T, 0) = (T, @) = (Te, [ o™ p(a)da)

B < n

= <T£7 <(pm’ ef2l7T1‘£>> e <T£ . (p:E’ 672171':)3£>

= <<sz, T£7e—21ﬂ'rv§>> _ / @(I) <T§7€_2img'§>dx
Rn

()T (z)dx.

n

_—

b) Translation et dérivation :

et

4.3 Exemples

1. F(1) =90, car
(F).9) = (1,9) = [ pE)dg = (0).
2. F(e*m0T) = §¢_¢,.
F(cos2m&ox) = §[0¢—¢, + Octey)-
F(sin2m€ox) = 1[0¢—g, — Oeve)-

3. d%]:(pvi) = —2imd. En effet, x - pv% = 1 et par Fourier on a
1
.7: : - = 57
(o)

de plus
jg}"(pvi) = —217r.7-"(a: : pvi),

donc, il vient :

Flovl) = —2mH(©) +¢ (car LH(E) = o)

Comme pvi est impaire, donc sa transformée de Fourier et impaire :
1

F(pv=) = —2inH(€) +ir = in(1 — 2H(€)) = —ir sgné.
x

4. F(5) =1.

26
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4.4 Exercices

1.
(i) Calculer f ot f,(z) = {

( (m 22

(1) Calculer f ou f(z) = H(z)e ™™ a > 0.
(ii) En déduire :
@) Fe=o)
(b) F(H () gme ™).

(iii) Montrer que la solusion de 'equation

est T'(x) = ad(x).

(a) Calculer FT ou T = pv1.

(b) En déduire FH, F'H.
(Sol. zpvi =1 donc

.F(xpvi) =1=0=

T impaire = T impaire = —2imtH +c= —c=c=11 = T= {

~

T = FT = —2irH+F(ir) = H = 3L

2

3. Soit T' € D'(R) homogene d’ordre A € R telle que
vt >0, Vo € D(R) : (T, (1)) = t " NT, ).

Démontrer que si T" homogene d’ordre A alors T homogene d’ordre —n — A.

4.

(a) Soit f,g € S(R™). Montre que : si f*xg=0alors f=00ug=0

(b) Si f =

() TeSMR™),Se&'R"):T+«S=0=T=00us=0.
Sol. e p, 9 € D(R™) : suppp Nsuppy =0, ¢ -9 =0, on pose f =F lpet g=

alors

Ff-Fg=F(fxg)=0= fxg=0,

1, pour |z|>3
0, pour |z]<1

T =—-2irH +c.

T+%5.Timpaire:>T:T:>ﬁ:

27
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et
fxf=0=f"=0=f=0= f=0.
oT:1,Szd’alorsl*&’:d%l*dzO.

) fo+iy) = - e D(R?).
(b) 0= %(% +ig, ) Cauchy—Rlemann calculer Jf.
Sol. (a) |f(x + 1y)\ = \/W € L},.(R?) car
/|$<A|I| x—/ 1 1dt < oo
% - 1 1 ,0p . 0p
@1.00 = =(1.00) = =5 [, o5 (5 +15, )y,

par coordonnées polaires ou @(r0) = p(rcosf, rsinf) et

donc
oo

e 00P 0
7"( (37“+ ae)rdrd@

ﬂ/
/ agpdr 46 — 2/ /% 8¢d9dr,
,0)

2
(0F,¢) =~ /
et puisque ¢(0,6) = ¢(0,0), cp(r est 2m-période, alors

= 1

(0f, ) = —52m(=¢(0,0)) = mp(0,0) = (w0, ¢).
6. Soit T, = 2", ne€ Net z =z +1y.
(a) Caluler T dans S'(R?).
(b) Montrer que %(u) = _7‘ ou pu = & +in (utiliser 'exo0.3).

Sol. (a) Sin =0, Ty = 1 alors Ty = 4.
Sin=1,T, =z +1iy alors T} =Z + iy or

ce qui donne

ie.,

28
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Sin>1,T,="1T;...T; alors

:(le)*...*(le)z(—.l)”<a +18>n6*5...*5

~(~5) Geriag) 8

(b) T =1:2T =1 alors T =1= dy=¢4in=0, ce qui donne

1,07 8T 1,0
zT—xT+1yT———<a—£ )- 2177(65
Maintenant, S =7 = ..., tel que
1,0 0
—ﬂ(afg + 1%)5 )
— Solution particulier : ‘
—i —i
Sp=— = ,
“Top E+in
car d’apres 1'exo.2.
— Solution générale :
1 —i
S:f(;) :; F(p),

et

8)f

T(\z) = /\_11 =T(2): T(A\z)(n) = /e_isz(/\z)dz,

donc si A — 0 on a F(u) = 0.

J.
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