Département de Physique TD N°3(Corrigeés)
Module : Fonctions de la variable complexe Présenté par : Dr S.Bounab

Exercice N° 1:
Localiser dans le plan des z toutes les singularités de chacune des fonctions suivantes :

73 _ 2z3 —z4+1 ~ sinmz  1—cosz
z+1)3 (-4 (z-D)(z—-1+4+20)" z24+2z+2" z
Solution :
. z3 . . .
> La fonction G+ @ un point singulier en z, = -1
2z3-z+1

> La fonction

2 De112D° trois points singuliersenz; =4,z, =ietz; =1—2i

sinmz
z242z+2

» La fonction a trois points singuliersen z; = —1+4i,et z, = -1 —1i

1-cosz

. 1- . ey . . .
> La fonction_ % a une fausse singularité en z, = 0 puisque lim,_,, = 0 existe

z

Exercice N° 2: Chercher la série de Laurent autour du point singulier indiqué pour
chacune des fonctions suivantes, et préciser la nature de la singularité dans chaque cas :

sinz
1.3 g =n
Z—T

2. ZCoSs 1/2 Zo =0

_z ——
" (z+1)(z+2) “0 =
1
4.m 21=06t22=—2

Solution :

1. La série de Laurent de la fonction f(z) = ?Tni en zy =T

Onposet=z—n=z=t+mn

(t) _ sin(t+m) _ sint

Par la suit on frouve que f; : -

Et on a le développement de sint est donné par :

t3 > 7
smt=t—§+§—ﬁ+-~
© = sint 1+t2 t4+t6+
H(e) = t 31 51 7

Finalement on trouve :
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(z —m)? (Z—ﬂ)4_|_ (z —m)°

@) =-1+——=—-—, 71

Partie analytique

On remarque qu'il n'y a pas de partie principale alors z, = 7 est une fausse singularité.

2. La série de Laurent de la fonction f,(z) = ZCOS% en z,=0

1

Onposet=-=z=-
z t

cost
t

Par la suit on trouve que f,(t) =

Et on a le développement de cost est donné par :

t? t* t°
cost = 1—E+E—a+---
cost 1 t t3 ¢°
rO=TE =t a et
Finalement on trouve :
_ 1 1 1
f(2) = P.Anl%;tique_ 27 T m e

Partie principale

On remarque que la partie principale est infinie alors la fonction f,(z) =Zcos§a un point

singulier essentiel en z, = 0

3. La série de Laurent de la fonction f;(z) = enz;=-1

VA
(z+1)(z+2)
Onposet=z+1=>z=t—-1

t—1

Par la suit on trouve que f;(t) = )

Et on a le développement de — est donné par :

1
——=1-t+t? -3+t -5+t + -
t+1

t—1

I _1 _ 2 _ +3 4 _ 45 6
t(t+1)_<1 t)x(l t+te—t>+t*—t>+t°+ )

fz(t) =

1
f5(t) = —?+2—2t+2t2—2t3+2t4—2t5+2t6+---

Finalement on trouve :
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f3(2) = —Z% +2-2z+D+2(z+1)2 -2+ 13 +2(z+ 1%+ -

Par Mpale P.Anlytique
. 1
4. Pour la fonction f,(z) = T2’
» La série de Laurent Pour le pdle z; = 0
1
f4(Z) = 7 3
23z (5 +1)

Onposet=2=z=2t
2

; 1
Par la suit on frouve que f,(t) = ———
que fa 16t(t+1)°

Et on a le développement de —— est donné par :
(t+1)

1
—3=1—3t+6t2—10t3+15t4+---
(t+1)
1 1 2 3 4
fa(t) = 3=(16t)><(1—3t+6t —10t° + 15t* + --+)
16t(t+1)
1 3 3 5 15
— 2 2 Zi2 273
fa(®) 16t 16+8t 8t +16t +
Finalement on trouve :
1 3 3 5 15
— N _ J - -3
fa(2) 87 T 167 327 Tt Tt
Partie ;ﬁ"ncipale P.Anlytique

On remarque que la partie principale est finiea_, = 0 alors la fonction f,(z) = zaun
Z

z+2)
pole simple enz; =0
> La série de Laurent Pour le pdle z, = —2

Onposet=z+2=>z=t—2

1 1
(t=2)t°  (-2)*(1-%)

Par la suit on trouve que f,(t) =

Et on a le développement de — est donné par :

(19
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—1+1’L+t2+t3+t4+t5
)‘ 2 22 23 24 257

=

=2 1 1tt2t3t4t5
ﬁ(t)—t3(1_£>—(_2t3>x< +§+?+?+?+F'">
2

N| =+

t)=————————— — —— — —_
fa(®) 2t3  4t2 8t 16 25 26 27
Finalement on trouve :
) = 1 1 1 1 (z+2) (z+2)2+(z+2)3
) = = s T i v 8+ 2 2 26 27
Partie principale P.Anlytique

On remarque que la partie principale est finiea_, = 0 alors la fonction f,(z) =

zaun
z+2)

péle triple (d'ordre 3) en z, = -2

Exercice N° 3: Déterminer les résidus de chacune des fonctions suivantes, aux poles
indiqués :

ZZ

T zi = 2;0;—1

1
Z.W z1=0etzy =2
zelz
3. (2—3)2 Zoy = 3
z*=2z

% (z2+4)(z+1)2

Solution :

. Z2 . A . . .
1. La fonction f;(z) = o@D ° trois poles simplesen z; = 2; z, = i;et zz = —i
on utilise la relation :
Res(f,zp) =a_; = Zhr? [(z — zp)f (2)]
—Z
Alors on trouve :

. z . 2 4
v' Res(f;(2),2) = lim,_,, [(z -2) m] = lim,_,, [ﬁ] =<

v Res(fy(2),1) = lim,_; [(z — 1) = lim,,_,;

72 ] [ 72 ] _1-2i
(z=2)(z2+1) (z-2)(z+D)]1 ~— 10
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72 142i
(z—2)(22+1)] = lim,,_ l[(z 2)(z— 1)] 10

v Res(f,(2),—i) = lim,,_; [(z +i) %

2. Lafonction f,(z) = ( i2)3 a deux pdles : un pdle simples en z; = 0; et un pdle
Z\Z

triple enz, = -2
v" Le résidu de f,(z) au pdle simple z; = 0:

Res(f,(2),0) =lim|(z) X —— | = lim # 1
Z=0 z2z+2)°| “°lz+2)°| @
v’ Le résidu de f,(z) au pdle triple z, = -2,
on utilise la relation :
R l 1 dn—l .
es(f,zy) = Zl—>nzl (= Dldzn 1 [(z = z))"f(2)]
1 d? 1 d?
Res(f,(2),-2) = hm ——|(z+2)°3 X —m— i
22!dz?2 Z(Z+2) z—> 22'd22[ ]
3. La fonction f5(z) = ( e;z)z a un pole double en zy = 3
Z—

Le résidu d'une fonction f au un pdle double est donné par la relation :

d
Res(f,zy) = le —[(z - 20)*f (2)]

dz
Res(f5(2),3) = limi (z=3)*x——=)| = hm— [ze¥?] = (1 + 3i)e™
3N z>3dz )2 z>3dz
2_ —
4, La fonction f,(z) = —= 22 5 = zi=2z 5 a trois poles : deux pdles simples
(z2+4)(z+1) (z+2i)(z—2i)(z+1)
enz, = 2i; etz, = —2i et un pdle double en z; = —1

v Le résidude f,(z) au pdle simple z; = 2i:

7> — 2z 72 =2z
I (7 +1i)
Z—>2l

ReXfalahZ=in, [(z ~ )X = 2D+ 1)? (z+20)(z+ 12| 25

v’ Le résidu de f,(z) au pole simple z, = —2i:

z? — 2z _ 7 — 2z 1
Z+20(z -2+ 12| =%i|z =20+ 12|~ 25

Res(fy(z),—2i) = Zl_i)r_r%i [(z + 2i) X (7-1)

v’ Le résidu de f,(z) au péle triple z; = —1:

Res(a(@)—1) = tim L]+ 12 x P22 |y L[ z22] 2
es(fa(2), R (zZ + 4)(z + 1)2 = Am o Zia| " 25
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Exercice N° 4 :

Reprendre les fonctions de I'exercice 3 et calculer les intégrales §, f(2)dz
Le long des courbes C définies par

1. |z| =§
2. |z| =4
Solution :

On applique Le théoréme des résidus :
ff(z)dz = Zniz Res(f,a;)
c J

1. Pour le cercle C'": |z| = % la fonction f,(2) = m

i;et zz = —i, seulementz, = i;et zz = —i sont & l'intérieur de C’, alors :

a trois péles simplesen z; = 2; z, =

) z* , , _ (1—=20i 142\ 2mi
'y = f C-DZ+1) dz =2mi X (Res(fl(z),l) + Res(fl(z),—L)) = Zm( 10 + 10 ) =
3
|Z|=§
> Pour le cercle C":|z| = 4, tous les poles sont a l'intérieur de C”, alors :
2
VA
I, = D@D dz = 2mi x (Res(f,(2),1) + Res(fi(2), —i) + Res(f1(2),2))
|z|=4
A _(1—2i+1+2i+4)_2 ]
— "0 10 5/ ™
2. Pour le cercle C':|z| =2, la fonction f,(2) = L s adeux polesenz, = 0;et z, = -2,
2 z(z+2)

seulementz; = 0 est a l'intérieur de C’, alors :

I, = f ;sdz =2mi X (Res(fz(z),O)) = 2mi (%) = 4i
3Z(Z +2)
|Z|=§

> Pour le cercle C":|z| = 4, tous les poles sont a l'intérieur de C”, alors :

I, = f %dz =2mi X (Res(f,(2),0) + Res(f;(2), —2)) = 2mi (1 — 1) -0
8 8
z(z+ 2)

|z|=4

ze'? A - N
> aunpble enzy = 3, mais il est a

3

3. Pour le cercle C':|z| = % la fonction f;(z) =

I'extérieur de C’, alors :
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f 7otz
I'; = —dz =0
(z—3)°

IZI—
> Pour le cercle C": |z| = 4, le pole est a l'intérieur de C”, alors :
ze .
I'"; = —Zdz =2mi X (Res(f3(z), 3)) = 2mi(1 + 3i)e3

z°—2z A )
——— a trois poles enz; = 2i; z, =
(22+4)(z+1)* P

—2i; et z3 = —1, seulementz; = —1 est a l'intérieur de C’, alors :

4. Pourlecercle C':|z| = % la fonction f,(z) =

22 4 8mi
I', = % 7 -54)(21 e dz =2mi X (Res(ﬁ(z) —1)) = 2mi (25> %

|z|=>
2

» Pour le cercle C"':|z| = 4, tous les péles sont a l'intérieur de ¢, alors :

72— 2z

I, = R TOEEYY dz =2mi x (Res(f,(2), 2i) + Res(fy(2), —2i) + Res(fy(2), —1))
|z|=4
—4 1 N\ 20mi
= 2m<E+—(7 i) +£(7+1)> =—7c

21 dzouCest:

Exercice N° 5: Calculer fcm

e lecercle|z| =

e lecercle|z| =

NIw N|R

¢ le rectangle de sommets —4 4+ i,—4 —i,2 4,2 —i

Solution :

La fonction f(z) = a trois poles simples en z; = 0; z, = —1; et z; = —2, on applique

z(z+1)(z+2)

Le théoréme des résidus :

%f(z)dz = ZHiZRes(f, a;)
c J

z—1 _ z—1 1
2z+Dz+2))  ~olz+ D+l 2

Res(f1(2),0) = lim [(Z) X
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T z—1 L z—1 _
Res(fi(2),—1) = le)rlll [(z+ 1) Xz(z+ e zllrlll [m -9

T z—1 . 7z—1 B 3
Res ) ~2) = Jlim |-+ 2) Xz e = Jim [Z2os] = =3

1 N e Y
1. Pourlecercle C':|z| = > seulementz; = 0 est a l'intérieur de C’ alors :

z—1 | n
e ﬁz(z TG 12y % = 2mi X (Res(f(2),0)) = 2mi (~5) =-m

|ﬂ=§

3 N e ’ .
2. Pour le cercle C':|z| = > seulementz; = 0 et z, = —1 sont a l'intérieur de C’, alors :

3

I, = jg e +Zl)(z ) dz = 2mi x (Res(f(2),0) + Res(f (2), —1)) = 2mi <_§ + 2) = E”i

|Z|=§

3. le rectangle de sommets —4 + i,—4 —i,2 + i,2 — itous les pdles sont a l'intérieur de C’,

alors :

-1
I = 25 e +Z a4 =2m X (Res(F(2,0) + Res(f(), 1) + Res(f (), ~2))

=2 ( 1+2 3)—0
= 2mi > 5) =

Exercice N° 6: En utilisant le théoréme des résidus, Calculer les intégrales suivantes :

400

+ 00 2T
f dx f x? . f de
xt+1 (x? 4+ 2x + 2)(x* + 1)2 X' | 54 3sing
0 —o00 0

Solution :

40
> Pourl, = f e
0

x4+1

1
x*+1

=+ co
Ona la fonction f(x) = une fonction paire = I; = 1f dx

2 x*+1
— oo

1
z4+1

Posons f(z) = en appliquant le théoréme des résidus, on choisit le contour C constitué
d'un intervalle [-R, R] de l'axe des réels (x) et d'un demi-cercle T, centré a l'origine, situé au-

dessus de I'axe réel
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+R
j‘gf(z)dz = f f(x)dx +f f(z)dz = ZHiZ Res(f, aj)
C -R r J

On fait limg_ 400 = liMpyoo J. f(2)dz =0 =

f f(x)dx = Zm'Z Res(f,a;)
—oo j

( ) 1 _ 1
flz _z4+1 @-0@+)  (20) (20 (Z— Vi) (z+ i)

a 4 poles simples :

. . . . ,
en zy=e 45 2,=—e"la; z3=€" " Taetz,=—e" 7+ , seuls z =e"/a= (\/_+ zﬁ); et z; =

ei3”/4( AE z£) ont des parties imaginaires positives (z, et z3 € C([-R,+R] + ")), Alors :

+00
dx ) in/ in/
[ = (e () + s 1.07%)
; i 1 1-—1i
Res f,em/4 = lim z—e"/1) x . , =
( ) 7o/ ( ) (Z _ em/4) (Z N em/4) (ZZ +1i) 41'\/5
37 i3m 1 1+
Res f,el /4) = lim z—e" 1) x . . =
( ) 7503 a ( ) (Z _ el37r/4) (Z N 81311/4) (22 —) 4_1'\/2
Par la suite on trouve
+00
f dx _on (1 —-i 1+ l) T
Joxt+1 41\/— 4iN2/ 2
+00
.[ dx T
et =
) x*+1 242
+00 2
> Pourl; = _[_OO (x®+2x+2)(x*+1)2 dx
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Posons f(z) = en appliquant le théoréme des résidus, et on choisit le contour C

ZZ
(22422+2) (z2+1)?
constitué d'un intervalle [-R, R] de I'axe des réels (x) et d'un demi-cercle I, centré a l'origine,

situé au-dessus de l'axe réel

f f(2)dz = ]R FOO)dx + f F(2)dz = Zm'Z Res(f,a;)
c -R r J

Onfaitlimg 00 = limg, 40 fr f(z)dz=0=
+o0
f f(x)dx = ZHiZ Res(f,a;)
oo 7

72 1 A . . .
f(z) = G = GriDeriDe e @ 2 poles simplesen z; =—-1+ietz,=—1—i; et ?2

poles doubles en z; =ietz, =—i , seuls zz=—-1+1i; et zz=1i ont des parties imaginaires

positives (z; et z3 € C([—R,+R] + 1)), Alors :

+00
x? . _ .
J (% +2x + 2) (x* + 1)? dx = 2mi(Res(f, =140 +Res(f,0)
NN . 1 _ —3+4
Res(f,—1+1i) = dim [(z +1—1i)x TG IT D@D = S0

R ,. =l s 3 2>< :l —_—

es(f, i) ZILI}dZ l(z i) (Z 2 9,4 2)(Z— D) Az +1) 2] ZILrlle [(z 242z + 2)(Z+ 02
_ 19 — 8i
~ 100

Par la suite on trouve

+ oo

. 2 e gy (T34, 1980\ 13m
2T | GPrazx+ @+ 12 T 0 100i )~ 50

— 00

2T a6
> I3 =
3 0 5+3sin6

S.Bounab Page 10




onposez=e? 0€[02r] etz =e" alorson peut écrire :
et — g0 z—z71 7z -1
1 6 = = =
St 20 20 2iz
dz = ie'df = do = %
/ dz dz j 2dz
37 2 = 2 = 2 :
, zc—1 . zc—1 3z 4+ 10iz — 3
iz (5 +3 iz ) iz (5 +3 iz ) lz]=1
lz]=1 lz|=1
. 2 . N : i .
soit f(z) = 063 D)’ cette fonction a deux péles simples en z; = S etz = —3i,
seul z; = —é est a l'intérieur du cercle |z| = 1, alors en appliquant le théoréme des résidus on
obtient :
. j 2dz _ ( i)
37 32+ 10173 M XRes\fi—3
lz|=1
R (f i) li ( + i) X 1
es ,— =)= 1m |\Z+ < T = —
3 Z*—é 3 3 (Z + %) (z + 30) 4
I f 2dz T
p—1 = = —
d 322 +10iz—3 2

lz|=1

Exercice N° 7: : En utilisant le théoreme des résidus, Démontrer que :

2T + oo +00
cos30d6 f cosmxdx w sinx T
_— = . —_— e_m ; —dx = —
5 — sinf x2+1 2 X 2
0 0 0

Solution :

2T
cos36d6
5—4sin6

» Démonstrationde: [; = f
0

onpose z=e? 0€[0,2n] etz =e" alorson peut écrire :
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0 el — 10 z—2z71 z2+1
2i 2i 2z

eB0 e300 34773 2041

cos36 =

2 B 2 - 228
dz = ie'®df = do = %
741
; 223 dz z0+1 {
— — = z
1 (5 4z -1 ) iz z3(—4z% + 10iz + 4)
2iz 1zl=1
[z]=1
. . z%+1 z%+1

soit f(z) = pTare TV iy (D) cette fonction a un pole triple en z; = 0 etdeux pdles

simples z, = %; z3 = 2i, seuls z; =0etz, =% sont a lintérieur du cercle |z| =1, alors en

appliquant le théoreme des résidus on obtient :

6 1 :
I = i dz = 2mi X | Res(f,0) + Res (f i)
1 z3(—42% + 10iz + 4) ’ )
[z|=1
Res(f,0) = I d? %) z6+1 , 1 d? z6+1 21
es 1mz'oolz2 )7 (=425 + 10iz + 4)| 2'd22 (422 + 10iz + 4)| ~ 16
zZ—

R (fi) i ( i)x z6+1 . l z6+1 21
es\f,=)=lim|{z—= ~| =I5 = 1

2 Z_)% 2 —473(z — 20) (Z_%) 7 4z3(z — 2i) 16

; z2+1 4 ) 'x(_21+21)
. = = —_—t—] =
1 iz(—4z22 + 10iz+ 4) 2 ™16 " 16
lz]=1
. T
2
+00
cosmxdx 1 +Oocosmxdx
. . . _ — 2 cosmx .
> Démonstrationde : [, = V7 =3 f 211 (egp st une fonction
0

paire)
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On considére la fonction f(z) = §2+1
contour C composé d'un intervalle [-R, R] de |'axe des réels (x) et d'un demi-cercle I', centré a

I'origine, situé au-dessus de l'axe réel,

jgf(z)dz = ]Rf(x)dx +f f(z)dz = ZHiZ Res(f, aj)
C -R r J

On fait limg_,, ., = :
+ oo
Rl—i>Toaf f(z)dz=0= f fx)dx = Zniz Res(f, a;)
r oo j

=1i; z, = —i ce dernier est rejeté, seul z; =i a une partie

f(Z)—

imaginaire positive (z; € C([-R,+R] + I)),Alors :

+ co

J calll dx = 2mi(Res(f, 1))

x2+1

— oo

Ona

eimz e—l
N PN _
Res(f,1) lim (z—1) 211 57

e elmx e—m
= dx=2m'(—_)=ne‘m=ne‘m+0><i
j x24+1 2i
On déduit alors :
4+ co
f cos mx m_ f cos mx T
dx =me” =—e
x2+1 x2 + 1 2

— 0o

Et

=+ co

f sinmx d
X2+ 2x+2 X

— oo

I
o
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+oo |
> Démonstration de I; = f %dx = g
0

iz
On considére la fonction f(z) = 67 qui a un pole simple en z; = 0, ce dernier est sur le chemin
d'intégrale, on ne peut pas intégrer sur un chemin passant par un point singulier ; en modifiant
le contour comme C composé de: [r,RJUT, U[-R,—r]UT,; avec Tzetl, sont des demi-

cercles centrés a l'origine de rayons R et r respectivement , situés au-dessus de l'axe réel,

Y

En appliquant le théoréme des résidus, on obtient :

+R —r
f f(z)dz = .j f(x)dx + r{ f(z)dz + _j}; f(x)dx +Jr- f(z)dz = ZHiZRes(f, aj)

Pour l'intégrale f__er(x)dx , on fait le changement de variable x = —x :

R

Jrf(x)dx =— j e:X dx

r

Par la suite

+R -r R . , R

eX —e™X [ sinx
f f(x)dx + f f(x)dx =dex= ZLJ.de
r -R r

r

On fait la limite de r > 0 et R —» o d'ou R“T fl_Rf(z)dz =0

Pour calculer I'intégrale [ f(z)dz on pose = re'?; dz = ire'®dd , on obtient par la suite :
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0 oi0

—ire?do = | idf = —in
r—0J rei®

s T

0
f f(z)dz = lim
Tr

Par la suite on obtient :

+00

sinx
Zif de =im+ Zm'Z Res(f, a]-)
J

0

Avec z; = 0 est a I'extérieur de notre contour C, alors

+00

[ sinx ]

20| —dx=im
X

0

+00
sinx T
fs =f = PG

0

> Démonstrationde I, = [ (;2;3 dx ==

L s . (Inz)?
On considere la fonction f () = - .

avec Iz et T, sont des cercles centrés a l'origine de rayons R et r respectivement

En appliquant le théoréme des résidus, on obtient :

et soit le contour C composé de : [r,RJUT, U[R,r]UT,
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+R r
2{5 f(2)dz = f f(Z)dz+r£ f(2)dz + 1! f(2)dz + rf f(2)dz = ZniZRes(f,aj)

on fait les limites R > + et r — 0, on obtient par la suite :
lim f f(z2)dz=0 et lim f f(z)dz=10
r—0 R—+ o
rr l_R

Onaaussi: le long de [r,R] Inz = Inx ainsi que le long du chemin [R,r]Inz = Inx + i2m, on peut
écrire alors :

+R

lrigrol f(z)dz =

R—+ 00

+ oo r + oo
(Inx)? _ (Inx + i2m)?
f Gt 1) dx et lrlgr(} f(z)dz = — de

R—+ o0
0

+oo +o0
(Inx)? (Inx + i2m)?

f f(z)dz = J mdx — J de = ZEiZRes(f, a;)

+ co

+ oo

+o0 +o0
(Inx)? (In x)? (i2m)? 4imInx z

—(x+ 3 x — —(x+ 3 X — ot 1) dx — Gt 1) dx = 2mi j Res(f,aj)
0 0 0 0

Par la suite

+ oo
Inx

+ co
4nzf w2 gy zmz Res(f,a;)
(x+1)3 (x+1)3 - I
0 0

(Inz)?
(z+1)3

Comme La fonction f(z) = a un pdle triple en z; = —1 a l'intérieur de contour C, alors :

2

1 d? 1 d
TBS(f,—l) = EZILIEE((Z + 1)3 X f(Z)) = Ezlirzll@(ln Z)Z =1—-im

Par la suite on obtient :

+ oo

+ co
Ar? ! dx — 4mi In x dx = 2mi x (1 — i)
(x+1)3 (x+1)3
0

0
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Ce qui donne finalement :

(T

f 11
x+1p3 72
0

3

] Inx P _—1
x+13 72
\0
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