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Préliminaires

0.1 Introduction

Cours polycopié pour le module Espaces de suites et leurs opérateurs.

Dahmane Achour. E-mail: dahmane.achour@univ-msila.dz

Le présent polycopié reprend un cours de deuxiéme année Master ” Analyse Fonction-
nelle” donné & 1’Université de Mohamed Boudiaf-M’sila pendant les années 2018-2020. Ce
cours vise & fournir aux étudiants les propriétés essentielles concernant les espaces de suites
de Banach £,(X), £;(X), £, (X) et les idéaux d’opérateurs (au sens de Pietsch). Comme
tout cours de Mathématique, il doit étre lu avec un stylo et une feuille de papier blanche &
la main pour vérifier pas & pas que toutes les assertions sont correctes. Chaque chapitre de
ce cours se termine par des exercices non corrigés.

Objectifs. Le but de ce cours est de fournir les outils nécessaires et largement utilisées
dans la théorie des idéaux d’opérateurs. Il a aussi pour objectif fondamental de guider
I’étudiant dans la résolution des problémes parfois difficiles.

Connaissances préalables recommandées. Il est conseillé de connaitre les notions
de base de ’analyse fonctionnelle.

Mode d’évaluation: a) une épreuve écrite. b) travail continu.

Les documents dont il est largement inspiré sont:

e J. Cohen, Absolutely p-summing, p-nuclear operators and their conjugates, Math. Ann.
201 (1973) 177-200.

e J. Diestel, H. Jarchow and A. Tonge, Absolutely Summing Operators.Cambridage Uni-
versity press, Cambridage(1995)

e A. Grothendieck, Sur certaines classes des suites dans les espaces de Banach, et le théoréme
de Dvoretzky-Rogers, Bol.Soc.Mat.S7ao Paulo.8(1956) 81-110., C. R. Math. Acad. Sci.
Paris 233 (1951) 1556-1558.

e M.C. Matos, Absolutely summing mappings, nuclear mappings and convolution equations
(2005).

e A. Pietsch, Operator ideals. Deutsch. Verlag Wiss, Berlin, 1978; North-Holland, Amsterdam-
London-New York-Tokyo, 1980.



0.2. Espace de Banach

0.2 Espace de Banach

Définition 0.2.1 (Suite de cauchy)
Soit (X, d) un espace métrique. On appelle suite de cauchy dans X une suite (x,)nen telle
que

Ve > 0,IN,Vm,n > ng: d(xy,,z,) <€

Définition 0.2.2 (Espace complet)

Soit (X, d) un espace métrique. On dit que X est complet si toute suite de cauchy converge

dans X.

Définition 0.2.3 Soit X un espace vectoriel sur K. Une fonction ||-]] : X — R est dite
norme st pour tous x,y € X et A € K

1 ||z]| =0 <z =0,
2 el = (ALl
3 Ml +yll < flll + yll-

Autrement dit, toute norme est positivement homogene, ¢’est-a-dire vérifie (2) et satisfait

I'inégalité triangulaire (3). Un espace vectoriel muni d’une norme est dit normé.

Définition 0.2.4 (Espace de Banach)

On appelle espace de Banach un espace vectoriel normé complet.

Définition 0.2.5 Soient X un espace normé et (x,), est une suite d’éléments de X. La

+oo +oo
série g x, est dite absolument convergente dans X si la série numérique g ||| est
n=1 n=1
convergente.

Théoréme 0.2.1 Un espace normé X est de Banach si et seulement si toute série de X

absolument convergente est convergente.

Soient X et Y deux espaces vectoriels normés. On note £(X,Y") 'espace des applications

linéaires continues de X dans Y



0.2. Espace de Banach

Proposition 0.2.1 (L(X,Y),[|"[|z(xy)) est un espace vectoriel normé pour la norme

1T ()]ly
17| = sup :
LX) Ay 7l

Définition 0.2.6 (Convezité) Soit X un espace vectoriel et A une partie de X.

1) On dit que A est conveze si
Ve,ye AetVAe]0,1[: e+ (1—-ANye€ A

2) Une fonction ¢ : X — |—00,+00[ est dit conveze si son épigraphe est conveze.

De fagon équivalente, on dira que p est conveze siVx,y € X,V € |0, 1[p(Az+(1-N)y) <
Ao(z) + (L= ANe(y).

Définition 0.2.7 (Semi-continue inferieure) Soit X un espace topologique. Une fonction
v : X — |—00,+0o0[ est dit semi-continue infieurement si l'une des trois propriétés sont
vérifiée:

i) L’épigraphe epi(p) = {(x,y) € X x R, p(z) < A} est fermé dans X x R

ii) L’ensemble {x € X, p(x) < A} est fermé dans X pour tout A € R.

iii) Pour tout x € X, tout suite (T,)nen tend vers x, on a:

lim inf p(z,) = lim (inf (x)) > ¢(x)

n—oo n—oo k>n
Exemple 0.2.1 1. toute fonction continue est semi-continue infieurement.

2. une fonction f : X — R est continue <= si [ et (—f) sont semi-continue infieure-

ment.
Définition 0.2.8 Un hyperplan (affine) est un ensemble de la forme
H={zeX: f(x)=a} (H est fermé < f bornée)

Théoréme 0.2.2 (Théoreme de Hahn Banach, forme géométrique) Soient A et B deux
ensembles convexes non wvides et disjoints d’un espace vectoriel normé réel X. Si A est
ouvert,il existe une forme linéaire continue f sur X (f € X*).et a € R tels que pour tout
a € Aettoutb € B, on ait f(a) < a < f(b). En particulier, A et B sont séparés par
I’hypothése affine fermé H.



0.2. Espace de Banach

Définition 0.2.9 (Théoreme de graphe férmé)
Soient X etY deux espaces de Banach et T : X — Y est une application linéaire. Alors,

T est continue si et seulement si son graphe G(T) est fermé dans lespace de Banach X xY .

Définition 0.2.10 (Théoreme de Banach-Steinhauss) Soient X etY deux espaces vectoriels
normés, et (T,,), une famille de suites dans L(X,Y"). On suppose que X est complet et que,

pour tout v € X

sup | T3 (@), < oo
neN
On a alors

sup || Tl o x,yy < 00
neN

Exercice 0.2.1 1) Soit a; >0,1<j<m et = % + ..+ %,T,Tj €10,4+o0] on a

Cas particuliere pour 1 =
1 1

af < —af + —=p (0.2.1)
p p

2)

et

1

n m r 1 m n r = r
(Zizl HFl a; ;)T < szl(zizl O'/i,Jj) 705520
Preuve. Le cas particuliere. La fonction exponentielle étant convexe, on a
exp(tz + (1 — t)y) < texp(x) + (1 —t)exp(y)

pur tout z,y € R et t € [0,1], et I'inégalité cherchée s’obtient en prenant z et y tel que

exp(x) = o et exp(y) = ¥ et t = %, (1—t)== m

L
p*
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0.3 La convergence faible

Définition 0.3.1 Soit X un espace de Banach. La suite (z,), de X est dite converge
faiblement vers x € X si

Vie X*: lim f(z,)=f(x)

n—---4o0o

L, . w
et on écrit x,, — .

Proposition 0.3.1 Soit X un espace de Banach et soit (z,,), une suite de X. On a

a) Si (x,), converge vers x fortement, alors elle est convergente faiblement vers x, i.e.,
< lim |z, —z|| = 0) — <a:n - .CE)
n—-400
b) Si z, — z, alors (||x,]]), est bornée. De plus on a
|z|| < liminf ||z,|| .
n——+00

¢)d) Siz, — x, et f, — f fortement (|| f, — f|

o — 0) dans E*, alors f,(x,) — f(z)

On notera X et Y deux espaces de Banach. La norme sur X est usuellement notée
|.][x ou simplement ||.||, Porsqu’un seul espace est en jeu. La boule unité fermée de X
sera notée Bx. On désigne par X* le dual topologique de X : I'espace des formes linéaires
continues sur X muni de la norme duale || f|| ;. = sup|f (z)|. On note £ (X,Y’) ensemble
des applications linéaires continues de X dans Y. e

On dira que deux espaces de Banach XY sont isomorphes (X ~ Y) si il existe un
opérateur invertible / (dit isomorphisme) de X dans Y. Un opérateur linéaire continu 7" :

X — Y tel que |T (z)|| > c||z|| pour quelques ¢ > 0 et tout x € X est dit isomorphisme.

Une isométrie est un opérateur linéaire continu / : X — Y telle que ||I (z)|| = ||z||
pour tout x € X. Deux espaces de Banach X, Y sont isométriques (X ~ Y) §'il existe une

isométrie entre X et Y.



Chapitre 1

Espaces de suites de Banach

1.1 Espaces de suites classique

Soit p un nombre réel tel que 1 < p < +00. Soit

S ={z=(),en: Tn € K,Vn € N}.

S muni de le loi (+)

(z+y) = (zn), + (Wn), = (@0 + Yn),

et le loi (.)

A= A(z,), = (Azy,),, A €K

est un espace véctoriel.

Soit les sous espaces suivants

= (), € S :sup|z,| < o0

n

{x:(xn)neS:xn — 0}

(K) -
c¢(K) = {x = (z,), €Sz, = (e (C}

ls : I'espace des suites bornées.
co : I'espace des suites convergents vers 0.

¢ : 'espace des suites convergents.



1.2. Espaces de suites p-sommable

Théoréme 1.1.1 Les ensombles ., co, c munis de la norme
|zl = llzll,, =sup|z.|,Vn €N
neN
sont des espaces de Banach.
Remarque 1.1.1 L’espace ¢y c’est un sous-espace fermé de lo, donc un espace de Banach.

Rappelons que ¢, (K) = ¢, est I'espace vectoriel des suites de scalaires x = (x,,),,oy pour

lesquelles la série > |z,|” converge.
neN
Alors £, (K) est un espace de Banach pour la norme ||-[|, définie par:

1
p
]|, = (Z Ixn|p)
neN

pour tout & = (), cn € Cp-

Proposition 1.1.1 Soit 1 < p < 4o00. Alors

1) (co)* = {1 isomorphisme isometrique. De plus on a

Il = sup{zanxn:

2) (€,)* = Ly isomorphisme isometrique pour p > 1. De plus on a

I(n) —sup{

1.2 Espaces de suites p-sommable

L CK (o), [l < 1}. (1.1.1)

i C K (),

< 1}. (1.1.2)

Tout d’abord, si X un espace de Banach, nous noterons X" I’espace de toute les suites (x;) ;

d’éléments de X. L’ensemble X" est espace vectoriel lorsqu’il est muni de la loi d’addition

(xn)n + (xn)n = (xn + yn)n )

et la loi

A (zn), = (Azy,),,ou A e K.



1.2. Espaces de suites p-sommable

Définition 1.2.1 (L’espace des suites p-sommables). Une suite (x,,) (resp.(x;)1<i<n) dans
X est absolument p-sommables si la suite scalaire (||z,||) (resp.(||zil|)1<i<n) est dans .
On note £,(X) (resp.ly (X)) Uespace de suites (zn)n (Tesp.(vi)1<i<n) dans X absolument

p-sommables. Pour tout x = (), € {,(X), on pose

1
00 P
[@n)nll, = [1(@n)nllg, x) =<§]mwﬂ sil<p<oo
n=1

IEn)allee = H@n)nlloyxy = sup flznll sip =00

Proposition 1.2.1 (Inégalité de Holder). Soient X un espace vectoriel normé et 1 < p <
+00. On a

1
. n n 1 n *\ pF
) i il el < (2 NPy (S0 )

et 32y [zl lyill < sup [lyill 3252y [l pour p = 1.

1<i<n

ii) Sotent (T4)n € Lp(X), (Yn)n € €y(X) et s, q,r € [1,400] (wec% = l—{—%. Alors (||zn]| |uill); €

S

(.. De plus on a

ICllill gl Dizall, < Na)iz - 11zl - (1.2.1)

Preuve. Les cas p = 1 et p = oo étant immédiats par la définition, supposons que

1<p<+o0.
i) On suppose que S0 [|i]|” # 0 ou 7, [Jul|”” # 0. On pose
o [ ] :
G =—— ST lsisn
(i )
et

p*)p*

(i1 [l

D’apres (0.2.1) on a

Ce qui implique

AN 1l U il

— +_
n 1 n N n ||1P * O ]
(0, Py (0, el ) >~ P 2ima lill™ " 35 Ny

N

p* — —




1.2. Espaces de suites p-sommable

On utilise la somme sur les deux coté

p*

?:1 i i - ?:1 i s ?:1 yi
iy il llyill DDy (71| Dy
A S Lt D D [ G s
(i Nall?y? (23 Nlwall™) =1 i=1 111

p*

D’ou

1 1
" n p\ P n e\ P*
Zi:l i lyall < ( g - [l | > (E L il )

i) L= %+% =1= (1>+(é) = p>rouq>r Onpose: | X;|| = ||z et ||Yill = luill"-

p

r

D’aprés (i) ona :

Sl ll = > XYl
o i) (320 )

IN

Ce qui implique que

1 1

n r P\ T n 2\ p n a\ g
O Ml ) < (32 =al®)” (320, il

1
q

< (X ll?) (S Il)

Sip=r,(q=+00) on utiliser (ii). m

=

Proposition 1.2.2 Soient (x,,) € £, (X),(yn) € £, (Y) et,r,p,q € 0,400 tel que% =14

Alors

Q=

1
P

1
T

(327 lalllyall™) ™ < Wl Il

Preuve. Il suffit d’utiliser I'inégalité de Holder (1.2.1) pour n fixé et passer a la limite

pour n tend vers +o00.
Théoréme 1.2.1 Soit p > 1. <€p(X), ||||p> est un espace de Banach.

Preuve. Soient © = (z,,),,,y = (yn),, € {p(X) et A € K. On a

1 1
Az, = |(Azn)nll, = <Z H)\ﬂanp) = [A] (Z ||93an> < 00,
n=1 n=1
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alors Az € £,(X) et [[Az|, = [A] ||z, -

Pour p =1 on a,

lz+ylly = [@n+ya)ally

= tim Y byl < lim Yl dim Y ull = (@)l + @)l
=1 =1 =1

Soit maintenant p > 1. Puisque ||z, 4+ yn|” = |20 + Ynl| |20 + va]P~", on peut écrire

—1 -1
Y llzn + yall” < (Z il |z + ym " ) + (Z 1%l 2 + ynll” ) :
i=1 =1 i=1

D’apres I'inégalité de Holder on obtient

S lleallllzn + gl < <Z||xn+yn||p " ”) et
=1

1
S

S Mgl + 9l < <Z||xn+yn||p " ”) ,
=1

de puisp=p*(p—1) on a

*"“

1
s

Z||xn+yn||p<(n<xn> I, + Il n) ||)<Z||mn+yn||p) ,

=1
il s’ensuit que

1)y + Wn)nll, < @)l + 1 (n),ll, < 00,

et aussi [[(z,), [, = 0 implique que [|z,| = 0 pour tout n € N et donc (z,), = 0. Ce qui
montre que (EP(X )5 -l p) est un espace vectoriel normé.

Montrons que (EP(X), HHp) est complet. Soit (z(™), (ou 2™ = (5&5”))1 € (,(X)) est une
suite de Cauchy dans ¢,(X). Alors pour tout ¢ > 0 il existe ny € N tel que

p
< gP

— Y

m,n > ny = ||3:(”) - (1.2.2)

alors, pour tout + € N on a

o <

10



1.2. Espaces de suites p-sommable

(n)

On en déduit d’abord que pour chaque i fixé, (z; ), est une suite de Cauchy dans 1’espace

de Banach X, donc elle converge vers un certain z; € X, posons x = (z;);. Montrons que
x € ,(X). D’apres (1.2.2) ceci revient a dire que pour tout NV € N, on a

1
p p
<e.

N
m,n > nyg — <Z‘
i=1

En faisant tendre m vers 400 on déduit que

1
) an
n > ng — Z‘xz — X <eg,
i=1
maintenant en faisant N — 400 on obtient
Hx - :13(”)||p < e, pour tout n > ny. (1.2.3)

(2

Alors, £("0) — g = (:Jc(.”‘)) — xz>z € £,(X) et enfin puisque (™) € £,(X) on a

x=am — (z(™) — gy € (,(X),
et d’apres (1.2.3), nous avons ninjlroo:c(”) = x. Donc £,(X) est un espace de Banach. =
Proposition 1.2.3 Si (1 < ¢ <p < o0) alors

l4(X) C 6(X)

et

1@ )nll, < 1(@n),ll, » pour tout (2n), € £y(X),

de plus, Uinclusion I : £y(X) — (X)), I((z,),) = (x,), n'est pas une isométrie.
Preuve. Soit (z,), € {,(X) alors il existe nop € N

|z, || < 1 pour tout n > nyg.

1
((2 ||:Jcn||p)p < 00 = lim,_ ||zn|| = 0. Alors, pour ¢ = 1 donné Iny € N tq tel

n=1
que:n > ng = ||x,|| < 1). Donc pour n > ng on a ||z, ||” < ||z,||*, par conséquent

) k k 9]

S lleal? = tim Sl < tim 3 el = Dl <
k—s 400 k—s+00

n=1 n=1 n=1

n=ng

11



1.2. Espaces de suites p-sommable

ceci implique que
(@), € 6(X) et |[(zn),ll, < (2a),ll, -

Soit (z,,), = (x,,0,0,..) € £,(X) avec z € X,z # 0. Alors si p < oo,

1T (@) ), = 27 lall # (@), = 27 ||,

et si p = o0,
1
11 ((zn) )| oo = [l # [[(20),,ll, = 27 ],

ce qui montre que I n’est pas une isométrie. m
Maintenant on note par co(X) espace de suites (), d’éléménts de X convergeant vers

zéros. i.e.,

co(X) = {(mn)n C X : lim ||| = o} .
Proposition 1.2.4 ¢y(X) est un sous-espace fermé de lo.(X).

Preuve. En effet , soit (2(™),, une suite dans co(X) telle que

lim 2™ =2 € (,(X),

n—--+400
notons que z(™ = (x,(cn))k € ¢o(X) et x = (z1) et montrons que (xy)x € co(X). Soit € > 0,

il existe ng € N tel que

||x(") _xlloo :Suqu,’]E:n) —ka S , pour toutnzno.
k

€
2
De plus il existe ky € N tel que

, pour tout k > k.

Par suite, por tout k > ky on a

ol < [ = + o

Donc . lim zp =0 ce qui donne (zx)r =2 € co(X). m
— 400

12



1.3. Le dual de ¢,(X)

1.3 Le dual de /,(X)

Sia* = (x})r, € £y«(X*) ou p* est 'exposant conjugué de p, alors la formule

Ve () = Y i (@), w = (20)721 € £(X) (1.3.1)

définit une forme . € [(,(X)]".
En effet, en appliquant I'inégalité de Holder, on obtient que v_.(x) est bien défini et

[V (@) < [[(zn)nZa [l (27)7%

p* -

Par conséquent,

e € [G(X)] et ||ty || < |27

,~ pour tout 2% € £ (X7).

Ainsi, I'application linéaire J : £,«(X*) — [(,(X)]" définie par J(z*) = ¢,. est continue,
de norme < 1. Comme ¢(X) est un sous-espace de l(X), les mémes formules définissent

aussi une application linéaire continue J : ¢1(X*) — [co(X)]" de norme < 1.

Théoréme 1.3.1 Soit 1 < p < +oo. Alors ({,(X))* est isomorphisme isometrique a

Uy (X*), o une suite v* = (x}), dans (,(X*) est identifiée o la fonctionnelle linéaire
f donnée par
f(x)= in(mn) pour tout x = (x,), € €, (X). (1.3.2)
n=1

Preuve. On considére 'opérateur linéaire

Ji 6 (XY — (X))
(@) — J((@))a) = F.

13



1.3. Le dual de ¢,(X)

telle que f est la fonctionnelle linéaire comme dans (??). De plus, pour (z;); € £,(X) et

par l'inégalité de Holder, on obtient
()] =
< X [l |

j=1

<
Il

1

NF e
> I
]:

= @l ),

Ainsi, f est bien défini, continue et || f|| < ||(27);

*
Ly

b Par conséquent, J est bien définit,

continu et || /|| < 1. D’autre part, nous définissons 1’application linéaire I par

s (6(X))" — L (X7), I(T) = (T'0 L)y,
ot I est lopérateur linéaire de X dans £,(X) donné par I(x) = (0,...,0,2,0,---), ol
x est la k-éme position dans la suite [ (x). L’application [ est bien définie, linéaire et
continue, avec || I (z)||,, = [|z]| pour tout x € X. Il est claire que T'o [} = z} € X*, pour
tout T € (£,(X))*. On montre que (T o Iy),.; € £p(X*), donc (d’apres (1.1.2)) il suffit de
montrer que

D T o Il

k=1

< oo pour tout (o), C K, [[(a)ll, < 1.

Pour ¢ > 0, il existe 7 € X, ||z < 1, telle que (||T o Ii|| = sup,, cp, |T o Ir(xk)|)
1T ol < 1T o Lyfae)[ + 5 -

Soit (8;), C K avec |B,] =1 et |T o I (zg)| = T o Ix(xy)5, pour tout k € N. Pour chaque

(a), € By,, et par I'inégalité de Holder on obtien

e}

> (|Tofk<xk>r+%) o
kozol 2p*

< YT o L(ag)| Jar| + >0 —F |l
k=1 k=12P"

(car iTo In(zp) o = T((nxn)n) €t i -

k=1 k=12P

|
3 [T Ly(ae) Joul + <§_> (5 m,p)é

k=1
== ZTOIk(l’k)Ozkﬁk
k=1

> T o I g
k=1

IN

+€||(Ozk)k||p ....................... (*)
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1.3. Le dual de ¢,(X)

Puisque
Y Tol(ww)anfy| = |T((axBan)e)l
k=1
< TN [(arBrze)ill,
< TN ()l

nous pouvons conclure que

() < (1T + ) [l ()l -

Donc

<|T| 4+ ¢ < oc.

> IT o I o

k=1

1T o TlDill,e = sup

[ten)izs || By

Ce qui implique que (||T" o 1)), € ¢,. Puisque € > 0 est arbitraire, nous avons (7'o I;), €
Uy (X7), avec [[(T o 1), || . < [|T']| pour tout T" € (£,(X))*. Donc, I est bien définit, continue
et || < 1.

En fin puisque [ o J = idy . (x+) et J oI = id,(x). Par conséquent, £,-(X*) et (£,(X))*

sont isomorphes isométriquement. m
Théoréme 1.3.2 On a l'identification isomorphisme isometrique
(co (X)) = G(X7).
Preuve. Pour tout k£ € N, on considére I'opérateur linéaire
In: X — o (X)), Iy (x) =(0,...,0,2,0,...),
ol x est dans la k-éme position. Il est clair que cet opérateur est linéaire borné et
|1 (z)|| o = ||lz||, pour tout z € X.

Soit 'opérateur linéaire

I': (o (X)) — 6(X%), I(T) = (To L),

15



1.3. Le dual de ¢,(X)

Montrons que I est bien défini c¢’est-a-dire montrons que
(T o I,), € ¢1(X™) pour tout T € (¢o (X)),

donc (d’apres (1.1.1)) il suffit de montrer que

> T o Il

k=1

< o0 pour tout (ag), C K, |[[(ar),ll, <1

Pour tout £k € N, on a T oI, € X*, de plus on a
1T 0 il < TN [[ell = [IT1] -
D’ou, pour tout € > 0, il existe x;, € By, telle que
€
IT 0 Il < IT o Ll + o
Pour chaque (o), C K, [|(ax),|l ., < 1, on peut écrit

< 3 (IT o Li(we)| o] + 55 [ul)

YT o Il g
k=1

k=1
< ST o L)l + 5 lowl
ko:ol k=1

= X T o Ii(zx)| + € || (ar)ll

= (%).

Pour tout k& € N il existe 5, € K, |5,] = 1, telle que

|T @) ]k(l'k)| =To Ik(ﬁk)ﬁk

Alors, on a
(x) = T o Ii(xk)B| + € 1)l o
k=1

< |77 l;fk(ﬁkxk) + e[ ll

< T[N )il + & k)l -
Ce qui conclut que

IT o Lulell, = sup D IT o Iiflaw| < [T +e < oe.
|(O‘k)k||oo§1 k=1

16



1.3. Le dual de ¢,(X)

Cela montre que (||7" o I;||), € ¢1, et bienstr (T o I;), € ¢1(X*), puisque ¢ > 0 est arbitraire,
on a

(D) = (T o I),ll, < Tl pour tout T € (co (X))
Alors I est continue avec une norme ||7]| < 1. D’autre part, on définit un opérateur linéaire
J01(X7) — (e0 (X)),
tel que
J(x") () = Y _wi(an),
k=1

pour tout z* = (), € (1(X*) et = (x1), € co (X). Avec ces notations on obtien

J(2%) (2)] = ,ixzm)
< i [EANEN]

[ee)
< @l 2 il

=y Izl < o0

Puisque = € ¢y (X) est arbitraire on déduit que J est bien défini, continu et ||J|| < 1.

D’autre part 'application I est une bejection et I=! = J car
I'oJ =1idy(x+) et Jol =idqyx):
Ainsi, pour tout z* € ¢,(X"*) on a
[y = [[7 o J(@)[[, < [IJ (=),

d’ou || J(2*)|| = ||z*||, , alors J est une isométrie et par conséquent I : (co (X)) — £1(X*)

est une isométrie. Par conséquent, £1(X*) et (co (X))* sont isomorphes isométriquement.
Exercice 1.3.1 (¢1(X))* = loo(X™) isomorphisme isometrique.
Preuve. On définit les opérateurs I, : X — ¢1(X) par

Ix(z) = (0,...,0,2,0,...), pour tout k € N,

17



1.4. Espaces de suites faiblement p-sommable

ou z est dans la k-eéme position et I : ((1(X))* — loo(X*) par I(T) = (T' o I});-, . Cet

opérateur est bien défini, linéaire et continu avec
IH(T)|lo = sup [T o L[| < T,
keN

pour tout 7" € (¢1(X))*, ce qui entraine que [|/|| < 1. Maintenent on définit 'opérateur
J i loo(X*) — (01(X))* par

I @) = Y ai(y)

J
avec ||J|| < 1. Puisque [J(2")(2)] < [l2*[| [l -

Ou z* = (x*)]oil € loo(X™) et x = (27);2, € (1(X). J est lin¢aire, bien définie et continue,

D’autre part on a

l[oJ= idgl(X*) et Jol = id(co(X))*-
Ainsi, pour tout z* € {o(X*) on a
2"l oo = 1T 0 J(@")]l o < (172 < 12"l

Donc J (et par conséquent I) est une isométrie. Par conséquent, £, (X*) et (¢1 (X)) sont

isomorphes isométriquement. m

Corollaire 1.3.1 511 <p< o0, on a

I @n),, [l, = sup { > @h(zn)

Ham)nza € X5 || ()32

n=1

< 1} . (1.3.3)

—+00
> AnTn
n=1

Proposition 1.3.1 || (z,), ||, = sup {

1 )= [ < 1}.

1.4 Espaces de suites faiblement p-sommable

Définition 1.4.1 (L’espace des suites faiblement p-sommables) Une suite (x,,) (resp.(x;)1<i<n)
dans X est faiblement p-sommables si la suite scalaire (x*(x,)) (resp.(x*(x;)1<i<n) est dans
tp pour tout x* € X*. On note £)(X)(resp.l;; (X)) Uespace des suites (x;) (resp.(r;)1<i<n)

dans X faiblement p-sommables telle que

(X)) = {(zn)n C X 0 ((2%,20))n € £, 2" € X*}.

18



1.4. Espaces de suites faiblement p-sommable

Pour tout x = (), € £;)(X), on pose

H(wn)an,w = H(mn)nHeg(X) = Ssup Z| (x5 2,)[")r  si 1<p<oo

@)l (x) = S sup [(z*; 2)| 81 p =00

* n
Théoréme 1.4.1 L’expression
1

||($n>n|pw: sup Z| ("5 2,) )P

Tr€Bx+

est finie. De plus, ||-||,,., définit une norme sur £;(X).
Preuve. Soit v = (,,), € £;/(X), on peut associe¢ a x 'opérateur
T: X" — 14,
défini par
Z |(z*; 2n)|" < 00 pour tout z* € X* = (2*(,))n € ¢, pour tout z* € X* et donc T est

gi:eln défini et linéaire. Comme X™ et ¢, sont des espaces de Banach, nous pouvons utiliser
le théoréme du graphe fermé pour montrer sa continuité. Il s’agit de montrer que si
Ty —k T*
T(x}) =k n = (n,)n dans £,, alors T'(z*) =n.
Pour tout n > 1, on a

@i (@) = 1| < |7 (@) = mil” = 0,
n=1

donc z}(x,) —, n,, pour tout n > 1.

D’autre part

|2y (2n) — 2% ()] < [l | [l x+ % 0.

(i.e, (z})x converge vers * € X*, alors pour tout n € N la suite (z}(z,))r est converge vers
2" ().
Il en resulte que z*(x,) = 1, pour tout n > 1. D’ou T(z*) = (z*(x,))n = (n,,)n = 1. Par
conséquent 1" est de graphe fermé et donc borné, en d’autre terme

1

Gl —sup{zu @b x*eBX*}:nTnmo

neN

‘t
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1.4. Espaces de suites faiblement p-sommable

qui est ce qui nous voulions. On peut conclure facilement que ||-| pw €St une norme sur

(X). =

Exemple 1.4.1 Soit (e, ), est la base canonique de £y, alors (en)n € £y (Ly) et [|(en)nll,, =
1.

Nous considérons les relations entre les espaces de suites.

Théoréme 1.4.2 Soit 1 < p < +o0. Alors
i) Lo (X) = lo(X),
i) L,(X) C £y (X).

i11) £,(X) = € (X) pour tout 1 < p < oo si et seulement si dim(X) est finie.

Démonstration. iii) Puisque /,(X) C £;’(X), il suffit de montrer que £;'(X) C £,(X).
On suppose que dim X = m, alors X est isomorphe & K™ muni de la norme |-|| . Soit

(Zn), € LY(X), T, = (25,...,7]}) et m; désigne la i-éme projection de K™ dans K, on a

[(@n),ll, = (i HwnH”m>
() -G8

n=1 j=1

|=

3=
==

if“ﬂ (n) > —<i sup Z\so ) )

S lel<1 £
)’I’Lprw'

I
S M
3

Théoréme 1.4.3 (£)(X), | - ||,) est un espace de Banach.

Démonstration. ())(X) est complet. Sip =00 on a le(X) = L5 (X) , il est donc que
Y (X) est un Banach. Pour 1 <p < oco. Ici, nous utilisons un raisonnement direct; un peu
plus tard (voir Proposition 1.3), nous allons indique une fagon différante). Soit (z*); on
2" = (2f )nen € €¥(X), une suite de Cauchy. Pour toute > 0,3N € N tg: Yk, k' > N on a :

> ‘(x*,:vi - <:cxf§>‘p < & V" € By-. (1.4.1)

neN
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1.4. Espaces de suites faiblement p-sommable

Pour tout x* € Bx~.chaque terme de cette série est dominée par €P,donc pour tout n € N,

‘ :sup{)<xﬁ,x*>—< ﬁl,m*>

Ce qui montre que la suite (x¥),en est une suite de Cauchy dans X, comme X est complet ,

k k'
Ty — Ty

Zl‘*GBx*}SE.

elle est donc convergente vers une limite x, ,¢ca nous permet d’associer a chaque composante
une limite, donc la suite (z¥)renconverge vers une limite qui est v = (x,),. Il reste de vérifier

que x € £)(X).D’aprés (1.4.1) et soit k'tend vers Uinfinie. Alors, quand k' > N on a

(Z }<l’*,l’n - x2>|p)% < €,VZU* € BX*

donc x — a2 et x appartient a (X)) =

|
Lemme 1.4.1 Soient (z,), € £ (X) et (an), € Ly (K). Alors, la série ) anz, est con-
n=1

vergente dans X.

Preuve. Pour k € N, d’aprés le théoréeme de Hahn-Banach et 'inégalité de Holderon a

k
E Oy

n=m+1 X
k
= Sup E Oén¢ (xn)
T*EBx* n=m-+1
Bl 1
k q* k q
p* * q
< D0 o sup [ Y (I (=)
n=m-+1 I*EBX* n=m-+1
n
Maintenant en prenant la limite lorsque k, m — 0o, on obtient que ( E Ty €St une suite
i=1
+o0
de Cauchy sequence dans X, qui est un espace Banach. Par conséquent, la série E Qny,
n=1

est convergente dans X. m

Proposition 1.4.1 (TD) Soientt X un espace de Banach et 1 < p < oo. Alors
1) £3(X) = L(Ly, X) isomorphisme isometrique pour 1 < p < +o00.
2) 0¥ (X) = L(co,X) isomorphisme isometrique pour p = 1.
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1.5. Espaces de suites fortement p-sommables

Proposition 1.4.2 On a

e M —— (i’f|y<y;;>|p)p, pour tout (y3), € C2(V*)

yeBy \n=1

1.5 Espaces de suites fortement p-sommables

Définition 1.5.1 Soit 1 < p < 0. On dit que (x,).—, C X est une suite Cohen fortement
p-sommables si la série an (zn) est convergente pour tout (x}),, € ;. (X*). Lespace

n=1
des suites Cohen fortement p-sommables sera noté £, (X).

Théoréme 1.5.1 L’espace £, (X) est un espace normé et la norme est donnée par

+oo
H(%)nzl“@ = sup{ Zfﬁ (@n)| :]] (@)1 |lpr < 1} . (norme-coh)
n=1
Preuve. Soit (7,),, € £, (X). Montrons que || - ||, est fini.

On peut considérer la suite (z,),~, comme une forme lineaire f € [£,+ ,(X*)]" définit par

[l o(X™) =K f(( Zm Tn)

On définit (f,,),~, la suite des formes lineaire dans £\ (X™*) par

= ai ).

Il est facile de remarquer que toutes les f,, sont continues, et par définition de f, et f, on
a fn converge vers f pour tout les points de £.(X*), et comme (. (X™*) est complet; on

applique le théoréeme de Banach Steinhaus, on obtient: f est continue et || (z,),—; ||pm=

sup 3,5 0 (2a)| =] S < o0, m

H(x:b)zolep*,w_
+o0

Proposition 1.5.1 Soit (z,,),~, C X. La série Y 7 (x,) est convergente pour tout (x )n>1 €
n=1

+o00
Ly (X¥) si et seulement si la série ) |z (z,)| est convergente aussi pour tout (z},),-, €

n=1
E;‘L(X*).

Dans ce cas
p*,wg 1}

@)zl ) = sup {Z 27 ()] 21| (27)nz
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1.5. Espaces de suites fortement p-sommables

Preuve. La premiére inégalité (<) dans (?7?) est évidente. Pour I'inégalité inverse,pour
tout (), € Biu (+), on peut choisir une suite scalaire (An)n, avec |A,| = 1, por tout n tel
que

Par conséquent, nous obtenons

et puisque ||(z}),, il s’ensuit que

e = (W)

prw?
+oo 400
Sup Z |27, (2n)] = sup Z Uy, (Tn)
[eadallye oSt n=t [ e
+oo
< sup > 4, ()
@l o<1 =1

Proposition 1.5.2 (¢, (X), ||| ) est un espace de Banach.

Preuve. D’aprés le Théoréme 77 ||-||<p> est une norme. Donc, il suffit de montrer que
¢, (X) est un sous-espace vectoriel complet.

Soit (x,,)72, une suite de Cauchy dans ¢, (X) telle que x,, = (2,,,;); :
Ve > 0,3ng € N,Vn,m > ng :|| &, — 2 ||(n< €
d’aprés la Proposition 1.5.1 on a

l2n = &m [[p<Il #n = 2m )< €

o0

donc (x,)$%; est une suite de Cauchy dans l'espace de Banach [, (X). On pose

lim z, =z, et x = (x;)

n—=aoQ0

oo
=1

on a

<e€

+o00
fo (Tni — Tm,i)

=1

| 2p — 2 H<p>: sup
(xj)fi1€Blp*,w(X)
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1.5. Espaces de suites fortement p-sommables

pour m — 0o, cela donne

sup
(@)Z1€Be. 0

<€

+oo
fo (xn,i — ;)
i=1

Ce qui implique que || z,, — ||, < €, alors

I [l )

+o0
. { SSat (2,)
=1

< sup

(@)52 llp* w<1

i=

< e+ |

Tn ||(P>

()2

+o00
= sup { doat (v — ) + 2 (wi0)
+o0o

p*,wé 1}

@2y s 1}
+o00
o} (T — )| + sup 77 (Tn5)
1 ()92 llp* <1 |i=1

donc, z = (x;)7%, € £, (X), alors, lim x, =z dans ¢, (X), d’ou ¢, (X) est complet. m

n—--—+00

Exercice 1.5.1 Soit 1 < p < +o00, Montrer que

1) 6, (X) C b, (X)C e (X) et

(0 )ns

peo I N@n)Zall, I )nZ gy,

pour tout (z,)7" € £, (X) et 1 < p < +oc.

l)eeall = )2l

Preuve. 1) On a: £, (X) C £ (X) et ||(zn)nll

0,(X).

po < I@n)iall, pour tout (wn);2, €

D’autre part, soit (z,,),; € £, (X), d’aprés (1.3.3) et comme By, (x) C By, (x) on a

1(zn)na ll,

“+o00 » %
(z el )
n=1

o0
sup xk(z,)
(552)5?:163217* (x) In=1
+oo
sup ()
(@7)521€Be ., (x) In=1
I (l"n)zo:l | »)
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1.6. Les énoncés d’exercices

alors, £, (X) C £, (X) et [[(zn)524], <

(@) s (p)

2) Pour p = 1, p* = o0, soit (z,),—, € {1 (X), d’apres (1.3.3) on a

I(zn)azally

= 2 ol

n—=

= sup
(@3,)521€By oo (x)

= sup Z Ty ()

(@) 1€ Bl o (x) In=

= ||(xn)n:1||<1)

1.6 Les énoncés d’exercices

Exercice 1

[e.e]
Soit (Z,)nen une suite d’éléments de X telle que Y. [|z,]|” < 400 (1 < p < o) (ie.,

(Tn)nen € £p(X)). Montrer que:
a-si 1 <p <q< oo, alors £,(X

[(@n)nenlly < l(zn)nenll, , pour tout (zn)nen € £,(X).

b- U'inclusion ¢ : €,(X) — £,(X

Exercice 2

); 1((Zn)nen) =

(Zn)nen n'est pas une isométrie.

Soit X un espace de Banach réel et 1 < p < oo. Soit (x,),en une suite d’éléments de X

telle que Z |1 (,)[” < 400 pour toute ¢ € X* (i.e., (¥5)nen € £ (X)).

a- En utlhsant le théoréme du graphe fermé, montrer que I’aplication linéaire

est continue.

b- En déduire que [|(z,)nenll,,.,

= swp (5 ()] < +ox.
YEB



1.6. Les énoncés d’exercices

Exercice 3

i) Soit X un espace de Banach réel et 1 < p < oo. Montrer que
a- (,(X) C £)(X).

b- loo(X) = £5,(X) et [[(zn)nll o = (@n)nll o -

ii) Soit X = ¢y l'espace des suites réelles qui convergente vers 0. Cet espace est muni de sa
norme usuelle ||.||_, . On consideére les suites (e, ), ou e, = (0,...0, \1/_/ ,-.,0,...). Montrer
que n—ieme

a) Pour tout n € N, |le,|| , =1 et e, € c.

b) (en)n ¢ bi(co).

c) (en)n € €Y (co).

iii) En déduire que 1"inclusion (2.a) est stricte.
Exercice 4

Soit 1 < p < co. On considére 'opérateur

T @ Ly, X) — £2(X)

U — (u(en))n

ol (e,)n est la base canonique de ¢,-. Montrer que
a) (en)n € € (lpr) et |[(en)nenl,,, = 1.
b) T est linéaire et bien défini.
c) la série ) ayu(e,) est convergente pour tout (ay,), € £y (K).
=
a) 1)) = .
e) T est surjective
f) En déduire que L(£,-, X) et £,,,(X) sont isomorphe isométrique et (£(X)

2 [l,0) €5t un

espace de Banach.
Exercice 5

Soit (7). € £;(X*). Montrer que

3=

1@l = sup (3 ({7, 2) )7

rz€Bx n=1
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1.6. Les énoncés d’exercices

Exercice 6
Soit T' € L(X,Y). On peut associeé a T' les opérateurs linéires

TP 4(X) — 4,(Y)
(@)n > TP((z0)n) = (T(za))n
et

TP 09(X) — 0(Y)
@)+ TP((z,)0) = (T(za))n

TP

Montrer que 77 et TP* sont continus et ‘ f”’wH =7

Exercice 7

1) Soient X un espace de Banach et 1 < p < co. On définit les opérateurs [, : X — £, (X)
par

Ii(x) = (0,...,0,2,0,...), pour tout k € N,

ou x est dans la k-éme position. Montrer que I est bien défini, linéaire et continu et
[ 11(z) |y = [|z]| pour tout k € N.
2) Soit T' € L(X,Y). On peut associe¢ & T' I'opérateur linéire

T® (X)) — £, (Y)
(Tn)n +— fp<<xn)n> = (T(xn))n

Montrer que T® est continu et Hf@ =7 .
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Chapitre 2

Idéal d’opérateurs linéaires

2.1 Définition et propréités

Définition 2.1.1 (Opérateur linéaire de rang fini). Soit T € L(X,Y). On dit que Test de
rang fini st dim (T (X)) < oco. L’espace des opérateurs de rang fini sera noté Ly (X,Y).

Exemple 2.1.1 Soit T € L(X,Y).

1) L'opérateur nulle (T : X — Y,z +—— 0) est de rang fini.

2) Si dim (X) = m, alorsT est de rang fini. En effet dim(7T" (X)) < dim (X) = m.
3) SiY =K, alors T est de rang fini.

0
En effet, T (X) = {0y .81 T # 0 alors il existe vg € X tels que T (xy) # 0. Posons
K

2= Ty Done T(z)=1et T (\z) =)\ (z) =\ pour tout X € K.

VA eK,yeXtg:A=T(y)).

Proposition 2.1.1 Un opérateurT € L (X,Y) est de rang fini si et seulment si, est somme

fini d’opérateurs de la forme

ouzr*e X etyeY.
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2.1. Définition et propréités

L’application x*(-)y est continue de norme ||y|| ||z*|| car

lz*(Jyll = sup [[z* (z)yl|

rEBx

=yl sup |2~ (z)]

r€Bx

=yl ==l

Définition 2.1.2 (Idéal linéaire) ?? Un idéal d’opérateur linéaire I est un classe d’opérateurs

tels que: pour tout X etY Banach, on a

1) Z(X,Y) est un sous-espace vectoriel de L(X,Y).
2) L£;(X,Y)CI(X,Y)

3) Propriété d’ideal: si T € Z(X,Y),ue L(E,X) etve L(Y,F), ona

voToueI(EF)
De plus, si ||||; : T — R satisfait
i) (Z(X,Y),|ll;) est un espace normé (Banach)
ii) ||[Idx : K — KA — Idg (X)) = A|; =1
i) flvoToully <[l [Tz [[ull-
Alors, (Z(X,Y),||.]l7) s’appelle idéal de Banach des opérateurs linéaires.

Remarque 2.1.1 (Z =L, ||-||) (avec la norme usuelle des opérateurs) est un idéal normé.
En effet

(a) L(X,Y) est un sous-espace de L(X,Y)

(b) [ {dx|| = sup [Idg(X)| = sup |[A\| = 1.

[AI<1 IAl<1
(c) Soitue LIE,X), TeZ(X,Y) etve LY, F) pour tout x € X on a

IN

[(voT ou)(z)] [T o u(z)]]

A

[l T[] f[w(2)]

< lHIT g el ]l



2.1. Définition et propréités

Dou |[voToully < |[v|[|IT||7|u| - Et alors (Z,||-||) est un idéal normé.

Définition 2.1.3 i) Un idéal linéaire T est dit fermé si Z(X,Y') est fermé dans ’espace des
opérateurs linéaires continus L(X,Y) pour tout espaces de Banach X etY.

it) Un idéal linéaire T est dit injectif s’il vérifie la propriété d’injectivité
ioTeI(X,Z) = TeIZ(X,)Y),
ou1:Y — Z est une isométrie injective. De plus on a
lioT|lz =TI,
1.€., l'idéal ne dépend pas de l’espace d’arrivé.
Proposition 2.1.2 Soit T un idéal normé. Alors ||T'|| < ||T||; pour tout T € .
Preuve. Soient 7' € Z (X,Y),p € Y* et x € X. On définit
R:K—X:R(\) =X

ona [|R] = |lz| et

poToR=(poT)(x)idk (2.1.1)
En effet, pour tout A € K ona
(poT)(x)idg (A) = ApoT) ()

comme

(poToR)(A) = (poT)(Ar) =A(poT)(x)

il en résulte que po T o R = (poT) (z)idx
De (2.1.1) on a

(o) (x)] = [(woT)()lllidxlz = l[(¢oT)(z)idx|
= llpoToRlz <ol Tl Rl
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2.1. Définition et propréités

par le théoreme de Hahn-Banach on a

1T (z)]| = sup [(T'(x),¢)| = sup [(poT) ()
(PEBy* L,OEBy*
< sup ol |17l IR = [Tl ll=]
@EByx
D’ou
17 <117l
u
Remarque 2.1.2 a) Si z* € X*, alors ||z*| = ||z*||;. Comme x* est de rang fini, alors
el et
™| < [le*ll = [lidw o 27|z < llidxllg [l2™]] = [l (2.1.2)

b) l=*(yllz = llz*|| . ly|| pour tout x* € X* et y € Y. En effet

[zl Ayl = llz* Oyl < e (yllz

= Gk (-)y) o idx o 27|
< lidx )yl llidellz - ll2*]]
1yl - =l

N

Drow [|lz*(ylly = [l="|l - llyll -

Proposition 2.1.3 La classe Ly (des opérateurs de rang fini) est le plus petit idéal d’opérateur
et L est le plus grand.

2.1.1 L’idéal des opérateurs approximables

Comme Ly est un idéal normé n’est pas fermé, on peut définit la classe des opérateurs

suivante.

Définition 2.1.4 Soient X et Y deux espaces normés. L’opérateur T € L(X,Y) est dit

approzimable s’il existe une suite (1,,)5>; dans L;(X,Y) converge vers T dans L(X,Y), i.e.

lim [T, —T| =0

—+400
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2.1. Définition et propréités

On note par A(X,Y) lespace de tout les opérateurs approximables de X dans Y. i.e.,

AX,)Y) = L (X,Y).

Proposition 2.1.4 A est un idéal de Banach avec la norme usuelle des opérateurs.

2.1.2 1Idéal des opérateurs compacts

Définition 2.1.5 Soient X et Y deux espaces normés. L’opérateur linéaire T : X — Y

est dit compact si T(Bx) est compact dans Y.
On note K(X,Y) Uespace des opérateurs compacts de X dans Y.

Proposition 2.1.5 K est un idéal de Banach des opérateurs linéaires.

2.1.3 Idéal des opérateurs complétement continus

Définition 2.1.6 Un opérateur linéaire borné T € L(X,Y) est dit complétement continu
s’il transforme une suite convergeant faiblement dans X vers x en une suite convergeant en

norme vers T'(z) dans Y i.e.

V(2,)%, C X 2y — 2 = T(x,) — T(x)
On écrit T € CC(X,Y).
Proposition 2.1.6 La classe CC est un idéal d’opérateurs linéaires.

Preuve. Il est clair que T'=0 € CC(X,Y).
Soient Ty, Ty € CC(X,Y), a € K et (7,)°2, une suite de X tel que x,, — x € X. Alors

(Ty + aT)(xy) = Th(xn) + aTa(x,) — Ti(z) + oTs(z) = (11 + oT)(x).

Donc (17 4+ oT3) € CC(X,Y).
Maintenant montrons que CC(X,Y') contient L(X,Y"). Soient ¢ € X*, y € Y et (2,,)22, C

X tel que x,, — z. Par la définition de convergence faible on a ¢(z,) — ¢(x). Alors,

(e()y)(wn) = w(xn)y — 0(2)y = (¢(-)y)(z).
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2.1. Définition et propréités

Ceci prouver que ¢(-)y € CC(X,Y). Enfinona L¢(X,Y) C CC(X,Y).
Pour la propriété d’idéal, soient v € L(F,X), T € CC(X,Y), ue LY, F) et (z,)2, C E
tel que x,, — x. Comme v est continu, nous avons v(x,) — v(x). Comme T € CC(X,Y)

nous avons

T(v(xn)) — T(v(x)).
En fin par continuité de u on a
u(T(v(zn))) — u(T(v(x))).
Doty uoT ov € CC(E,F). m
Proposition 2.1.7 L’%déal CC est fermé.

Preuve. Soient (7,,)5%°, C CC(X,Y) tel que lirg |7, — T|| = 0 et montrons que

n=1
T € CC(X,Y). Soit (7;)32, C X avec z; s r € X. Comme chaque 7}, est complétement

continu, pour tout n on a

lim |75, (2;) = T()[| = 0

j—too

Par la Proposition 0.3.1, il existe M > 0 tel que
Vi:llzill < M et ||z|| <liminf|z;]| < M.
J

Pour € > 0, il existe ng € N tel que

£

T, —T| <
IToe =TI < 57

Comme T, € CC(X,Y), nous avons lim T, (z;) = T,,(z), et donc il existe j, € N tel

j—too

que

Vi 2 Jo: | Tng(25) = Too ()| <

Wl M

Alors pour tout j > jo on a

|T(z;) = T@)[| = [T(x;) = Too(x5) + Tng(x5) + Tio(z) — Tyo(z) — T(2)||
< T (@5) = Tog (@) + ([T (25) = T ()] + [T (z) — T'() ]
< N = TN - Mlzill + 5+ 1T = TN - [
< M4+ 5M=¢

cesi donne lim T'(x;) =T(z), et donc T € CC(X,Y). m

Jj—+00
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2.2. L’idéal des opérateurs p-sommants

2.2 L’idéal des opérateurs p-sommants

Définition 2.2.1 Soient X,Y deux Banach et T € L(X,Y). On dit que T est p-sommant
(pour 1 < p < 00) si,

3C >0, telle que Vn € N,V (z;)7_, C X

n » n : (2.2.1)
(S Ir @) < csmen,. (£ 1w0r)
On note
I, (X,Y)={T: X =Y linéaires p-sommants}
et

7, (T') = inf {C vérifiant (2.2.1)}

Remarque 2.2.1 Pour tout T € 11, (X, Y), l'inégalité (2.2.1) équivalente

p

1
n P n
DT @) <mp(T) sup | D [wi, O | pour tout ()i, C X
i=1 €€Bx+ \ =1
Exemple 2.2.1 Soit K un compact et i une probabilité sur K. L’ injection canonique
Jp: C(K) = Ly(p, K),
est p-sommante et de norme éqgale a 1.

Proposition 2.2.1 Soit T € I, (X,Y) et X; un sous espace de X. Alors, la restriction de

T a M, est p-sommante.

Proposition 2.2.2 1. ||T|| < 7, (T) pour tout T € I, (X,Y).
2. (IL, (X,Y),m, () est un espace normé
3. Lp(X,Y)CIL,(X,Y)
4. mp (idg) =1, ovidg : K — K donnée par idg (a) = a.

5. Propriété d’ideal. Soientv e L(E,X), T €ll,(X,Y) etwe L(Y,F). AlorswoT o
vell, (E,F) et
mp (wo T ow) < |lwl|m, (T) [[o] -
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2.2. L’idéal des opérateurs p-sommants

6. (IL, (X,Y),m,(-)) est un idéal de Banach.

Preuve. 1) Soit T € I, (X,Y) , alors Vn € N,V (z;);_, C X

1=

(Z ”Tm)up) <, (T) sup (Z |<xi,£>|f’) p

pour n =1, on a
1T (2)|| < 7 (T) sup [(p,z)] =, (T) |||

Donc

1T} = sup [|T(2)]| < m, (T)

=<1
2- I, (X,Y) est un espace de Banach.
i) (I, (X,Y),m, (.)) est un sous vectoriel norme.

a) Soient 7,5 € I, (X,Y) et A € K, on a

[N

P

(Z (T + 5) (SCz)Hp> = (Z T (z;) + S (%)Hp> ’
= <Z "T<wi>|\p>p + (Z nsm)up)p

< m(T) ||(‘Ti)1§i§an7w + 7, (5) H(xi)lgigan,w
< (mp (1) +m, (9)) || (Ii)gigan,w :
DouT+ S e1Il, (X,Y) et
T (T +.5) < (T) +mp (5). (2.2.2)

De plus

P

(Z IO <xi>up> C= (Z I <wi>up>
< A7, (T) H(wi)lgign”p,w-
Doa AT € I1, (X,Y) et

7, (\T) < |\, (T) (2.2.3)
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2.2. L’idéal des opérateurs p-sommants

D’apres (2.2.2) et (2.2.3), I, (X, Y') est un sous espace vectoriel de £ (X,Y).

D’autre part

m(T) = m (%AT)
1
< W?Tp (AT)
Donc
A7, (T) < 7, (AT) (2.2.4)

De (2.2.3) et (2.2.4) donne 7, (A\T') = |\| 7, (T) .
b) m, (T') = 0. D’apres (?7) on a

17 < m(T)=0=|T] =0

— T =0

De (a) et (b), I, (X,Y") est espace vectoriel normé.
ii) I, (X, Y") est complet. Soit (7},)nen une suite de Cauchy dans IT,(X,Y"). D’apres (77),
on a

1T = Tonll < 70 (T = Ton).-

Donc (T,,)nen est une suite de Cauchy dans £(X,Y). Alors converge vers une limite

T € L(X,Y). Soit ¢ > 0,
dng € N,Vn,m > ng : mp(T,, — 1)) < e.

Soient | € N,.(z3)t_, C X on a

I ;
(z ||<Tn—Tm><xk>||p) < T~ To) @0t
k=1
< el

Vn,m > ng et pour m tend vers a l'infini on trouve

(Z (T - T><xk>up> < ell@iall -
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2.2. L’idéal des opérateurs p-sommants

Ce qui implique que, Vn > ng, (T, — 1) € IL,(X,Y) et (17, — T) < ¢, finalement
T=(T-T,)+7T, €L(X,Y).

Alors (I1,(X,Y); m,(.)) est un espace de Banach.

3) Soit T'e€ L (X,Y). Comme Ly (X,Y) est un sous espace vectoriel, alors il suffit de

montrer que 'opérateur de rang 1 de la forme 7" = z* (-) y ot z* € X* et y € Y, est dans

I, (X,Y).
(Z HT(a:i)np) - (Z = <xi>y||p)p = Iy (Z o <xi>|p>p

= ] (Z *

hSAl

*

T

T

P
p>
i=1

< [yl ="l sup (ZW )

PYEBxx*

D=

= Nyl ="l @) cica],

DouT elIl,(X,Y) et m, (T) < |ly| ||[z*|| . D’autre part

17N = Tyl < mp (T) < [yl 2"l

Donc 7, (T') = |Jyl| [|=*]] -
4) Tp (ZdK) = 1. Soit ($z> -1 € lw (K)7 comine gp,w (K) = fp (K) et H(:Ei)lgignnpw -

||($i)1§z‘§an on a

-

(Z Hz‘dwi)np)pz (pr)p: sup. (Zw )

Donc 7, (idy) = 1.
5) Propriété d’ideal, soient v € L(E,X),T € I, (X,Y) et w € L(Y,F). Pour tout

(%)i.y C Eona
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2.3. Théoréme de dimmantion de Pietsch

(i“onom(%)p); ) (lew )
<l (ZHT up)

< lwllm, (T) [|(v

S =

(2i) 1<z<n||

=l mp (T) [[9((z) ),

< lwlfmp (T) ol 1120z I, -

DovtwoTovell,(E, F)etm,(woT ov) < |wl|m,(T)|v].
Finalement (II, (X,Y),7,(:)) est un idéal de Banach. m

Proposition 2.2.3 (Ezercice TD) Soit 1 < p,q < oo telle que p < q, alors
I, (X,Y) C I, (X,Y),

et my (1) < m, (T) pour tout T € I, (X,Y) .

2.3 Théoréme de dimmantion de Pietsch

Théoréme 2.3.1 (Théoreme de Dimmantion de Pietsch). Soit X etY deux espaces
de Banach. Soit T € L(X,Y) et K un ensemble compact, K = (Bx«,0 (X*, X)) alors
T est p-sommants (1 < p < o0) si et seulement s’il exist une probabilité p sur K est une

constante C' tel que :

HTKxﬂ|§(7(/;Hx¢3Pdu(@>p,1murumtx€4X (2.3.1)

Démonstration. <) Soit z1, ...z, € X, alors

HT@WSC(L“%@VWQO;
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2.3. Théoréme de dimmantion de Pietsch

pour tout 1 <7 < n. Donc

> IT @l

N
Q
i)
/~
—
B
o
=
2
=
o

IA
Q
m'ﬁ
m
=
x5
N
[]=
)
m
—
\_/
VR
T
.
=
™
N—

D’ou

P

1
(Z ||T<:ci>||> <0 s (Z\ )
i=1
=) Pour M C X fini (par exemple M = {xlxn} C X), on définit
g = Yzi..zn}: K —R

€ = 9O =2 IT @I -3l )

Soient
Q - {gec SIS }
et P = {feC(K ).f()>O,VgeK}

les ensembles P et () sont convexe de plus P est ouverte. Comme 7T est p-sommant. Alors
3¢, € K telle que g (§,) < 0 anssi PNQ = &. Par le théoréme da H-B (la forme géometrique)
JaeR,he C(K) = M(K) tel que

h(g) <a<h(f),Vfe PV¥geq.
D’apres le théoreme de Riezz il existe une mesure p sur K tel que
/ gdp < a < / fdu,Vf € P¥Yg € Q (2.3.2)
K K

Comme 0 € () alors a > 0,u > 0 et (0 <a< fk fdu) . On suppose que o > 0 comme P

contient les constant positive o, on aurait

a < / adp = ap(K).
K
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2.4. Les énoncés d’exercices

On peut suppose que p est une probabilité. Si non on prend \ = ﬁ ce ci ne change pas

(2.3.2). Contradiction, danc &« = 0. On a z € M. On prend M = {z}. On a alors

g9(&) =T ()" = " [(z, )

et
[ 9©@du© = [ 1T @I - i@ or s <o
D’ou R
I (@) SCUK|<93,£>\pdu]p
||

2.4 Les énoncés d’exercices

Exercice 2.4.1 Montrer que: (Z,||-||;) est un idéal de Banach si et seulement si

(1) Idx € Z(K,K) et || Idk|; =1

(2) Siue L(E,X), TeZ(X,Y), ve LIY,F), alorsvoT ou € I(E,F) et |[voT oul; <
[0l (17| [l

(3) Si (T,), C Z(X,Y) avec Z”Tn”z < 00, alors T := ZT” € I(X)Y) et |T|; <

> ITul
n=1

Preuve. Premiérement supposons que (Z, ||-||;) est un idéal de Banach. D’apres la Défi-

n=1 n=1

nition ??, il suffit de montrer la condition (3). La série Y>> | T,, est absolument convergente
dans l’espace de Banach Z(X,Y") alors elle est convergente et T' € Z(X,Y). La continuité

de la norme dans un espace normé donne
o0 n
Sn| = md
n=1 " j=1 T
n o)
< 1) T, = Y I,
j=1 n=1

Réciproquement, on suppose que les conditions (1), (2) et (3) sont satisfait. Soit X et YV

n

T

j=1

1Tl =

= lim
n

7 A

deux espaces de Banach. Il est clair que si 7' =0 de X dans Y et v = 0 de K dans Y et
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2.4. Les énoncés d’exercices

pe X" ona
T=wvoldgoyp

et 'hypothese (2) donne 7' = 0 € Z(X,Y) et ||0]|; = 0. L’hypothese (3) affirmé que si
T, T, € I(X,Y) alors

T+T e I(X,)Y) et [Ty + Ty < [|Thllz + [|T2]l;

(pour ceci on considére dans (3) la suite (7},),, C Z(X,Y) avec T,, = 0 pour tout n > 3).

Soit maintenant 7' € Z(X,Y") et A € K. Il est clair que l'opérateur linéaire
T\:Y —Y, T\(y) =My,
est continu avec || Ty|| = |\|. La condition (2) donne
AN =TyoT € Z(X,Y)

et
ATz = [[Txo Tllz < Tl Tl = Al Tl

D’autre part pour A # 0 on a

1
Tl = ||=AT
171z = |

1
<

< 57 ATz
AT

ce qui donne ||AT'||; > |A|||T]|;. Alors
ATz = ATl

Pour A = 0 l'égalité est évidente. Soit 7' € Z(X,Y) tel que ||T||; = 0. Supposons que
T # 0, alors il existe z € X, © # 0 tel que T'(z) # 0 (on peut choisir = avec ||z| = 1).
Par le Théoréme de Hahn-Banach il existe une fonctionnelle ¢ € F* tel que ¢(T'(z)) = 1.

L’application linéaire définie par
S:K— E, S(\) = Az,
est de rang fini, alors S € Z(X,Y'). D’autre part pour toute A € K on a

poT oSN =e(T(SWN)) = e(T(Ar)) = Ap(T(x)) = A = Ldg(}).
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2.4. Les énoncés d’exercices

Donc la condition (2) implique que poT'oS = Idx € Z(X,Y) et [[Idk|l; < |l¢ll - [|T]l7- |S] =
0. Alors ||/dk||; = 0, ce qui contredit la condition (1), donc T" = 0. Alors nous avons montré
que Z(X,Y') est un sous espace vectoriel de £(X,Y") et que [|-||; est une norme sur espace
vectoriel Z(X,Y'). Maintenant nous montrons que Z(X,Y’) contient les opérateurs linéaires

de rang fini. Soit p € X* et y € Y, l'opérateur linéaire
Sy, K— F, S,(\) = Ay,
est clairement continu. D’autre part pour tout x € E on a

Sy o ldg o p(z) = Sy(p(z)) = p(x)y = (¢(")y)(x)

alors nous avons conclu que ¢(-)y = S, o Idg o ¢. Par les conditions (1) et (2) on a
o)y € Z(X,Y). Soit maintenant 7" € F(X,Y’), comme Z(X,Y) est un espace vectoriel on

a

7= 6w e T(X,Y)

i=1
En fin, le Théoréme 0.2.1 (avec la condition (3)) assurer que (Z(X,Y),||-||;) est de Banach.

Exercice 2.4.2 Montrer que l'idéal L n’est pas de Banach avec la norme usuelle des opéra-

teurs.

Preuve. Il suffit de trouver deux espaces de Banach X et Y et montrons que £ (X, Yp)
n’est pas fermé dans £(Xy, Yp).
On consideére les espaces de Banach X, = ¢y muni de la norme sup, et 'espace Yy = ¢; muni

de la norme ||-||;. Soit (e,)%; la base canonique de I'espace /1, i.e.

e, =(0,...,0, 1 ,0,..), pour touti>1

(ordre %)

On définit application 1" : ¢g — ¢; par

T(OWE) = D 3es ()i €

7j=1
j=1

Cette application est bien définie car pour tout suite (A;)%2, € co on a

=N
Zz—

o0

>

j=1

o0

1 [ee]
Ml Y )3 ]|, < oo
j=1

| /\

1T =




2.4. Les énoncés d’exercices

Il est facile de prouver que T est linéaire. Aussi, par I'inégalité précédente, il est immédiat
de voir que T" est continue avec norme < 1.
Maintenant on définit une suite (7,),, des opérateurs linéaires T, : ¢c — ¢; par

n

o0 Aj oS
Tn«)‘j)j:l) = YA ()‘J')j:l € Co
i=1

On remarque que Im(7},) est inclue dans le sous espace engendré par {ej,...,e,} ce qui
implique que

dim(Im(7},)) < oo
et donc T,, € L(co, ¢1) pour tout n > 1.

En outre, nous avons

o] Aj
IT=T = suwp  |(T=T)\)2) = suwp || Y e
()‘j)?il GBCO ()\j)?il GBCO j=n+1
>\.
(’\j)?ileBCO j=n+1 Jj=n+1
Donc,
: . =1 .1
0< lim ||T—7,] < lim — = lim — =0,
n—-o0 n—oo | 2] n—oo 2”
j=n+1

ce qui donne T;,, — T dans L(cg, ¢1) muni de la norme usuelle des opérateurs.

D’autre part notons que T'(27¢;) = e;. Alors
e; € Im(T"), pour tout j € N.

Ceci signifier que I'espace Im(T") contient une infinité de vecteurs e; linéairement indépen-

dants, alors la dimension de Im(7") est infinie, d’ou 7" ¢ L¢(co, ¢1). Finalement on obtient

(Th)nz € Ly(cos b)
T, — T dans L(co, ¢1)
T ¢ Ly(co, l1)

D’ou L(co, ¢1) n’est pas fermé dans L(cg, (1) avec la norme usuel des opérateurs. m

Exercice 2.4.3 Soient X,Y deur Banach, 1 < p,q < oo etT € L(X,Y). On dit que T

est (p, q)-sommante s’il existe un nombre C' > 0 telle que pour toute (x;);_, C X on ait
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2.4. Les énoncés d’exercices

["inégalité
n » n ¢
(Z HT(:ci)Hp) < C sup (Z |<xi,x*)lq> (2.4.1)
i=1 I*eBx* i=1
On note
IL,,(X,Y)={T: X — Y linéaires (p, g)-sommantes}
et

Tpq (1) = inf {C vérifiant I'inégalité (2.4.1)} .

Montrer que:

1) (Il , (X,Y), 7,4 (+)) est un espace de Banach.

)
2) Sip<qlh,(X,Y)={0}.
3) (IL,, (X, ) Tpq (+)) est un idéal de Banach.
4) 11, (X,Y) cII,, (X,Y) pour tout ¢ < r < p.

Exercice 2.4.4 Soit T € L (FE, F). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes:

1. T est (p, q)-sommant.
2. T est (p; q)-sommant si (T (z,)),, € £, (F') chaque fois que (z,), € ' (E).

3. L’application induite 7T : 0y (E) — £, (F) donnée par f((mn)n) = (T (x,)), est une

application linéaire bien définie et continue.
4. Tl existe une constante C' > 0 telle que

L’infimum des constantes C' pour lesquelles les inégalités ci-dessus sont vérifiantes (=
Hf”) est une norme (notée 7, q)(+)) pour I, , (£, F) et sous cette norme, II, , (E, F)

est complét.
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Chapitre 3

Idéaux multilinéaire et méthodes de

construction

3.1 Applications multilinéaires continues
Soient m € N et X, ..., X,,,Y des espaces normés.

Définition 3.1.1 Une application T : X1 X ... x X,,, — Y est dite opérateur ou application

multilinéaire (ou m-linéaire) si
T(x',...,ax? + By, ..,am) =aT (2, ... 27, ..., a™) + BT (2, ..., 97, ..., x™)

pour tout 1 <j<metaly € X; 0, € KK=RouC),5iY =K, T estdit

forme multilinéaire.

On note L(X7, ..., X;; V) 'ensemble des opérateurs multilinéaires de X; x ... x X, dans
Y

Définissons les opérations linéaires suivantes:

(T + Ty) (a:l, ,Jtm) =T (a:l, ,xm) + T (xl, ,xm)
(aT) (.CL‘l,...,(Em) = aoT (a:l,...,ajm)

ce qui donne & L(Xq, ..., X;;Y) une structure d’espace vectoriel .
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3.1. Applications multilinéaires continues

Proposition 3.1.1 (multilinéaire borné) Soit T € L (Xy, ..., X;n,Y) munissons X1 x -+ X

X,, de la norme

lzll = [[(z", e 2™) |

= max HZL‘]H
1<j<m J

les proprietes suivant sont équivalentes:

(1) T est continue

(2) T est continue au point (0, ...,0)

3) |IT (z,...,2™)| est borné sur le produit des boules unite ||z']| < 1,...,[|Jz™| < 1.
(4) IM eRT tqV (z4,...,2™) € Xy x -+ x X,

|7 («,...,a™) || < M|t ... =™

Notation 3.1.1 Lorsque les espaces X; et Y sont des espaces normés. On munit ’espace

[1 X, de la topologie d’espaces vectoriel produit et on note L (X7, ..., X,n;Y) Uensemble de
j=1

m
tous les applications m-lineaire continues de [| X; dansY, on a evidemment L (X1, ..., X3 Y) =
j=1

L(Xy, ..., Xm;Y)N (H Xj; Y) est donc est un sous espace vectoriel de chacun de ces espaces
j=1

Si X;=..=X,=X onnote L(X™Y).
Si Y =Kalors £(Xq,.... X;; K) = L(Xq,..., X;n) -
Si m=1letY =Kalors £(X;K)=L(X)= X*le dual topologique de X.

Exemple 3.1.1 Soit E = C([0,1]) l’espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] dans

R, muni de la norme

o]l = / 2 (1)) dt.

T une application dans L (*E) définit par

1

T(x,y>=/x<t>y<t>dt

0

46



3.1. Applications multilinéaires continues

L’application T" est séparément continue mais n’est pas continue. En effet, comme [0, 1]

est compact pour chaque = € F, existe C, < oo telle que

sup |z (t)| = Cp < 0
[t<1]

Par conséquent,

je<1]

1
T ()| < /|x e < suplo (o)) [ Iy (o]
0
= sup |z ()] [yl = Ca [yl
[t<1]
Ainsi, T est continue dans la deuxiéme variables, de meme maniére , il en résulte que

T est continue dans la premiére variable.

Pour prouver que T n’est pas continue, on considérons la suites suivantes

3
n—nt,si0<t<
Ty (t) = _ <
0 Slmétél

Nous avons

L
||xn||—/|n—n3t<dt [-nya=
2n
0

ou il suit que (x,, z,) — (0, 0). Mais B(z,, z,) ne converge pas vers B(0,0) = 0 parce

que

Wl

B(zp, x,) / n —ndt =
0

Par conséquent, T" n’est pas continue.

Théoréme 3.1.1 Soient X1, ..., X,, des espaces de Banach etY un espace vectoriel normé.
L’application T € L(X7, ..., X;n,Y) est continue si et seulment si T est continue pour chaque

variable.

Corollaire 3.1.1 Si E, ..., Em et de dimension finie, alors tous T € L(E1, ..., En; F) est

continue.
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3.2. Théorémes fondamentaux

3.2 Théorémes fondamentaux

Théoréme 3.2.1 (Théoréme du graphe fermé pour les applications multilinéaire)
Soient F1,...,E,, et F des espace de Banach et A : E; X ... X E,, — F une application

m-linéaire de graphe fermé alors A est continue.

Preuve. Soient x; € E;,1 = 1,...,m fixient ,on montrer que A, . . ,,): E1 — F de
graphe fermé. Soit (y,),.; une suite dans E; comme y, — y dans Ey et Ay, ) (Yn) —

z € F. Comme y,, —y € E; on a

1Yy 2, - ) = (4,22, s wm) | = [(gn = 9),0,..., 0)]

= |lyn =l

est aussi

Im (yn, %o, ..., Tm) = (Y, %2, ..., Tm) € By X ... x E,,

comme A (Y, T2, ..., Tm) = Awg,.zm) Un) — 2 € F.Ona ((Yn, T2, ..., ) s A (Yns To, - - . ,xm))zo:lest
une suite de graphe A converge vers ((y, s, ..., %n),2). Comme le graphe de A est fermé
alors

2=AY, T2, .., Tm) = Awg,om) (Y)

donc comme Ay, . ,,,) est un graphe ferme, alors par théoréme graphe fermeé A, . ., .) est

continue. De méme, A, 2y 2)s - - - A@r,.zm_r) SODE continues. Alors A est continue . m

Théoréme 3.2.2 (Théoréme uniforment continue pour les applications multil-
inéaires) Soient E);,j = 1,...,m espaces de Banach, F espace vectoriel normé et {1T;},.;,

une famille des applications m-linéaire continues de E1 X ... x E,, dans F. Si

sup [|T; (21, ... xm)|| < oo V(x1, ..., 2m) € By X ... X Eyy,. (3.2.1)
iel

Alors
sup || Ti|| < oo
il

Preuve. Pour chaque n € N, on pose

A, = {(xl,xm) €Ey X ...xX Ey; sup||T; (z1, ..., 2m)|| <n}

el
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3.2. Théorémes fondamentaux

Il est facile de voir que chaque A,, est fermé, de (3.2.1) on a
Elx...xEm:UAn
n=1

D’apres le théoréme de Baire, il existe un entier positif ng tels que int (A,,) # ¢
(a1,...,am) € int (A,,) et r > 0 tels que la boule ouverte B g, «. xg,, ((a1,...,ay);7)
dans A,,. Ainsi,

1T (o, ) < 0

pour tout i € I et tous (21, ...,%m) € Br,x..xn,, ((a1,...,ay) ;7). Alors
T; (1, .oy zm)]] < 2™y (3.2.2)
pour tout i € I et tous (x1,...,%m) € B g,x. xg, (0;7). Donc
2™n,
sup | T3] < —-
iel r
(]

Le corollaire suivant est une version naturelle du théoréme de Banach-Steinhaus pour le

cas des applications multilinéaires.

Corollaire 3.2.1 (Théoréme de Banach-Steinhaus pour des applications multil-
inéaires) Soient Ei,...,E, des espaces de Banach et F un espace vectoriel normé et
(An)y2y CL(Eyx...x Ey; F) tels que pour tous x; € Ej, la suite (Ap (%1, ..., %m)) -, est
convergent. Si

Ay, ...y xy) = lim Ay, (21,..., %) -

n—oo

Alors Ac L( By X ... x Ep; F).

Preuve. Il est claire que A est m-linéaire.Comme (A, (@1, ..., Zn)),. est convergente.
Donc

sup [|[An (1., 2m)|| <00 V(x1,...,2,) € By X ... X E,,

D’apres le théoreme 77, il existe un nombre réel C' > 0 tels que

sup || An|| < C.
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3.3. Idéaux des opérateurs multilinéaires

Ainsi,
[An (21, -z < ARl ]l | < Cllaall. . flzm]]

quand n — oo on obtient
[A ()| < Cllaall - flzml]l -

Donc A est continue. m

3.3 Idéaux des opérateurs multilinéaires

Opérateur de rang fini
Soient Xy, ..., X, et Y des espaces normés, T € L(Xy,...,X;n;Y) est de rang fini, s’il
eriste n € N | gogj) eXjetyeYi=1,..,n ,j=1..,mtel que:

n

T(x1, .y Tpp) = Z gpz(.l) (1) ...wgm) (Tm) Yi-

=1

L’espace des opérateurs multilineaire de rang fini sera noté Ls(Xq, ..., Xm;Y).
Remarque 3.3.1 L;(X;,...,X,,;Y) est un sous espace vectoriel de L(X7, ..., X} Y).

Définition 3.3.1 (idéal des opérateurs multilinéaires). Un idéal multilinéaire M est une
classe d’opérateurs multilinéaires continues tels que pour tout m € N, Xy,..., X, et Y des

espace de Banach

On a:

(1) M(Xy,...,X;n;Y) est un sous espace de L( X1, ..., X, Y) qui contient Ly

(2) Propriété didéal: si T € M(Xq,....,Xm;Y) ju; € L(Ej; X;) pour  j = 1,...,m et
veLY;F) alorsvoT o (uy,...,up) € M(EL, ..., Ey; F)

De plus, si ||.||\, : M — R satisfait
(1) M(Xq, ..., X3 Y), ||| og) est un espace normé (Banach)

(2) |A" K" = K; A" (21,0, T) = T1.- T || 0 = 1.
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3.3. Idéaux des opérateurs multilinéaires

3) SiT e M(Xy,...., X3 Y) ;U; € L(Ej; Xj) pour j=1,...m etve L(Y;F)
[v 0T 0 (uy, o ttm) || g < NOINT N g Teal] - Nl
Alors (M ||.|| ) s appelle idéal normé (de Banach) des opérateurs multilinéaires.
Exemple 3.3.1 L£(X;,...,X,,;Y) et Ly sont des idéauz des applications multilinéaires.
Proposition 3.3.1 Soit (M, ||.||,,) un idéal normé des applications multilinéaires, on a :
IT|| <||T||p  pour tout T € M.

Preuve. Soient 7 € M (Xy,... X,;Y), o €Y et z; € X;, j=1,....m
On définit:

Rj . K —>Xj

A — R;i(A\) = Az

alors
[R5l = {|;l
@ o To (RL""7 Rm) ()\1, ceay )\m) = @O T (R1 ()\1) g eeey Rm ()\m))

= SOOT(Al-Tlv 7)\mxm)

= oA T (21,000 T))

= >\1/\m((p o} T) (I‘l, ,ZEm)
Comme

'L.de K™ — K
(ALy oy Am) — A1 Ay

alors

poT o(Ry....Rn) = (poT)(x1,..., Tm) idgm (3.3.1)
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3.3. Idéaux des opérateurs multilinéaires

de (3.3.1) on a:

(o T) (@)l = N0 T) (@1, )l il
= ”(SOOT) (xla-"axm>ideHM
= |lpoTo(Ry,...., Rn)| oy

Il 1T, Rl - [

N

D’aprés le théoreme de Hahn-Banach:

1T (21, s zm)l| = sup [[(00T) (1, ... xm)|
lell<1
< sup [l@l[ T, 1B ([ B

llell<1

1T p Bl [ R

N

N

1T g e ]l

Donc

1T = sup [T (21, ..., zm) || < [T g

llzjll<1

Proposition 3.3.2 Soit M un idéal normé des applications multilinéaires, pour ¢; € X7,

yeY etT=p,()0,, ) y=0,® .0,y € L(X1,...Xn;Y) on a:

1T ae = 1711 = Nyl llonll - llspm

Preuve. Comme T (x1, ..., Zy) = @1 (1) ..o, (Tm) y, 00 &

1T (21, s xm)ll = Nlor (21) -0 (@) 9
= e (@1) oy (@) llyl

= i (@)] g @m)] ]l

sup [T (z1, s x| = pall - l@ml 1yl

llzjll<1

donc

T[] =yl lleall - e
ona: T =voidgm (p1,....0,),00v € LK Y),v(a)=ay, T € M et idgm € M. Alors
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3.4. Les opérateurs m-linéaires (py, ..., pm)-dominés

1T, < vl ladsem | o llnll - lemll < Nyl - llemll -

Donc

171w < T

D’autre part d aprés la proposition 3.3.1 on a :
1T < |71,

D’ou

1T e = 10 = [yl llonll - Nl

3.4 Les opérateurs m-linéaires (py, ..., p,,)-dominés

Définition 3.4.1 (opérateur m-linéaire (pi, ..., pm)-dominé) Soient 1 < p < oo , 0 <

Plys-oey Pm < 00 avEC % = pil + ...+ pL.Soit T € L(X1,....Xn;Y) un opérateur m-linéaire

borné .On dit que T est (p1, ..., pm)-dominés s’il existe une constante C' telle que
pour tous xg, wad € X; (1<j<m)ona

(3.4.1)

) Z) 1<i<n

OH H 1<i<n

La classe des opérateurs m-linéaires (p, ..., pm)-dominés de Xy, ..., X,, dans Y ,notée

Ed(plr--:pm) (X17 sery Xm; Y) 5 et on note

1T apy... ppy = Inf{C vérifiant Uinégalite (3.4.1)}
Proposition 3.4.1 (Théoréme d’inclusion) Soient p; < ps ,t; <s; 1<j<m alors
»Cd(tl,...,tm) (Xl, ey X Y) - £d(51,...,sm) (Xh ey X Y)

Proposition 3.4.2 (ﬁd(p ) (X, X YY), ||'Hd(p1,..,,pm)> est un idéal de Banach .

1y:-sPm
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3.4. Les opérateurs m-linéaires (py, ..., pm)-dominés

3.4.1 Théoréme de domination

On présente maintenant le théoreme de domination.Avant ceci, on donne le lemme de kay
fan

lemme de Ky Fan

Lemme 3.4.1 Soient E un espace véctorielvectoriel topologique séparé,C une partie convezre
compacte de E. Soit M un ensemble du fonctins définit sur C' a valeurs dans [—00; +00]

vérifiant les propriétés suivantes:

a. Tout f € M est convexe et semi-continue inférieurement.
b. Si g € conv (M),il existe f € M telle que g (z) < f (x),Vz € C.
c. Il existe r € R telle que pour toute f € M prend une valeur < r.

Alors il existe xy € C telle que f (xg) <r,V f € M .

Théoréme 3.4.1 (théoréme de Domiation de Pietsch) Soient 0 < p,p1,...,pm < 00 ,avec

% = le + ...+ 1%’ un opérateur T : X1, ..., X;, = Y est (p1, ..., pm)-dominé si et seulement
s’il eviste C > 0, et des mesures de probabilités de radon p; € C (BX;) (1 <7 <m) telle

que pour toute (z',....2™) € X1 X ... x X,

1

Pj

7 ) < CTT | [ 1)l dus () 3.2
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3.4. Les opérateurs m-linéaires (py, ..., pm)-dominés

Preuve. (<)Pour tout 1 <i <non a

ZHT L)l < oy 2|11 /} (@re)]” du; ()
(St ) < ||| [ Kol )

IN IN
Q Q
— —
e e Y
3
—~
5
>~
S
T
5
&

IA
Q
s

. p;€Bxx
7=1 ] =1 Byx
J
m
J
= CH H(a: )l<7,<n
=1

.....

(=>)On supposson que T" est (p1, ..., P )-dominé
On considére C' I'ensemble des probabilités de Radon p; sur C' (B X;) .Soit M un en-
semble des fontions

définies sur C' a valeur dans R de la forme :

n

Pt = A ST (k) - v >0 L / (ol o) diy (05) b (3:43)

i=1 j=1 pj

(a) Soit f € M,est continue alors est semi continue infireurement évident ,on montrer
que f est convexe

Soient = (g, o fhy) 3 A= (A1, ..; A) €6 v €10, 1]
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3.4. Les opérateurs m-linéaires (py, ..., pm)-dominés

flopy + (1 =a) Ap, ooy appy, + (1 — @) An)
{IT( L) = C”Z f (2t o) d (ap; + (1= a) ) (soj)}

( J
%WW%ww%ﬂV—@m?%EAJ@w%HPW%@ﬂ

I
M=

@
I
—

I

@
I
—

—(1-a) ij; pijBf [(zl 0] dX; (¢;)

g%ﬂWT@bwﬂMV—MW;i;W@&%NWWA%)

Il

@
Il
i

S-S T (e (o)

\

ai{iTubwwwp Z%fKﬁwﬁ”@A%%+

(1 - Oé)gll {,% 1T (s )" = C”é p%.Bf [C Ry (%)}
=af(p)+1-a)f(})

Donc f est convexe.

(b)I1 suffit de voir que M est convexe. Soient f, g dans M telles que

1 i /j pj
e
JBX*

J

k
o ) = 35 L ()| iy ()
=1

N I R R RO
1 - = 1 1 pj
( Oé)g(lj“la Jlu’m) ZZI _Cpr] f ‘< 1—@ Pj zj7(pj> d/JJ] (()0])
(af + (L= a)g) (g o) = D _S = ||T (af, o2 |[P =P — / [l o[ du; ()
-1 | P j=1 pJBX%ﬂ
avec n = ki + ko
; a?ig) sil<i<k
:CZ' = 1y,
(1—a)r z,;? st k1+1<i <n
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3.4. Les opérateurs m-linéaires (py, ..., pm)-dominés

(¢) Montrons que r = 0 vérifie la condition (c).Soient ¢} € B X

1

n B (o N
sup( |<~‘v§>%>\]> =(Z\<xz,¢g>v)
o1 \

J

. . ’ 0 O
Solent 0.0, ..., 00 les mesures de Dirac portées par ¢y, ..., ¢,

n

(1<j<m)
1

1 m 1 : y
f(%?w--a%%) = Z‘HT(le’-'-’xi )HP_CPZ_,/ |<x§a90j>‘p o ()
i P j=1 pJBXik
n 1 . m n 1 ‘ 7-
= 2 T (e = ey e
im1 P j=1 i=1 DI
"1 1 P
S S (CREOTENED SR Tl
i=1 g=1 "7
1 Lor i i
< DTG e = e T EDI, L <0
i—1 P P !

D’apres le lemme de Ky Fan, il existe (4, ..., it,,) € C telles que f ((580(1), i (5¢%> <0

pour toute f € M .Si on prend z = (z!, ...,

p

1 | A _
Pl = ST @) =301 [ (Gt
=1 JBX*.‘

™) e Xy x ..X,, ona

1 UL | . .
N s oS L [ o) an,
b 7=1 ijX*

J

Posons pour (1 < j < m)

o= | [ I
B
J

En remplagant le vecteur (x',...,2™) par <

1 m p
EHT (__) < o
p a1 (6799

< (C°?
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90j> ‘pj dp;

21

m’I‘I’L
=, ...,=— | on trouve

a1’ ) m

1 2’ b
o [ (&)l o
jzlpJB J

X*

~ 11 : S
Z;am/‘@]ﬂ%ﬂp dy
j=1 177 Biys

(3.4.4)



3.4. Les opérateurs m-linéaires (py,

ey P )-dominés

Alors

D’ou

pj

I7 (@ o) < CTT | [ Koo} d ()
I=E\ Bys

3.4.2 Théoréme de factorisation

1

Théoréme 3.4.2 (Théoréme de factorisation) Soient 1 < p,pi,...pm < 0O avec - =

p

p% + .+ zﬁ' Alors T € L(X1,....,Xm;Y) est (p1,...,pm)-dominé si seulement il existe

des espaces de Banach G1,...,Gy, , u; € 11, (X};G;) des opérateurs linéaires absoulement

pj—sommants, S € L(G1,...,Gp;Y) un opérateur m-linéaire tels que
T =50 (Upy ..., Up)
de plus

1T agos,....om) = inf{HSH [T (w) T =50(u, um)}

Preuve. (<)Soit (z!,...,2™) € X1 x ... x X,

Nous avons
HT (xl, ,xm) H = HS (u1 (xl) eees Uy (a:m))H

ISITT s (=)

Nous savons que, (1 < j <m),u; € C (BX*)*tel que

IN

Jos G} <7, ) [ V)P s ()

By
J

maintenant nous avons

m

7)< 01T O TT | Il s )

= I=1\ By
J
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3.4. Les opérateurs m-linéaires (py, ..., pm)-dominés

Donc T est (p1, ..., pm)-dominé
et

HTHd(m ..... DPm) < ”S“ Hﬂ-pj (uj) :
j=1

(=)On prend T' € Lygp,....pn) (X1, ..., Xpn; Y') puis de théoréme 3.4.1 il existe des mesures
de probabilités p; € C (BX;> (1 <7< m)

tel que pour tout (z',...,2™) € X; x ... x X,,

Pj
7 < W TT| [ 1607001 s ()
I=H\ Bys
J
Maintenant, nous considérons 'opérateur
uj o X = Ly ()
) = uy (:r:]) = <xj,.>
On remarque que
(.3 = sup || =[] vl e X, 1< <m
P E€EBxx
on a N
2
s @)l = | [ Ko a |
Bxx
J
Notez que u; est absoulement p;— sommants avec m,, (u;) < 1.
Soit 'operateur Sy est défini sur uy (X7) X ... X u, (X,,) par :
So (ul (:L’l) ey Uy (mm)) =T (:1:1, ...,xm)
on montre que Sy est bien définie et continue, alors ona
1
Pj
10 o1 () o N < gy TT | [ 1001
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3.4. Les opérateurs m-linéaires (py, ..., pm)-dominés

n
on fixe j =1 et € > 0..Alors il existe (z3),_, C Xitel que 2! = Y z} et

p1

[ lakenrdn | <+ LI,

||So (u1 (:Ul) ey Uy (:zzm))H =

[\
i
N
=
<

(VAN
=
&
2
o
AT
—~
B
T
AS)
=
~—
S
.
=
=

IA

oo (=4 MU TL | [ 11 i

I=2 \ Bys
J

on peut écrire,le méme resultat de domination, on obtient

150 (1 (2o tim @D < T sy (= + 1T, ) (2 TG 1L,

<11 / (27, 0)[" du
Par inclusion, on trouve

[0 (i1 (&) st G < Tt LT (2 1171,

Comme ceci est vérifie pour tout € > 0, on obtient

1500 ) st ) Tt TG, (3.45)
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3.4. Les opérateurs m-linéaires (py, ..., pm)-dominés

Sp est bien défini pour applications bilinear
S() Uy (Xl) X U9 (XQ) —Y

assume que (z!,2%), (z'1,2'?) € X; x X, satisfie que

(un (1) 2 (%) = (wr (2) e (22))
on suivit ||u; (z7 — 27) Hpj = [Juy (27) — u; (a:/j)Hpj =0avecj=1,2
onaT (z',2%) =T (2,2"?) (et alors Sy est bien définit)
Par I'inégalite (3.4.5) on a

a:l,a:Q) (:c ,x)
()1 () 7 () (1)

|

< (x —aa?) | |7 (e =)
2
S HTHdp1p2 ul (x - ) p1 HU/Z (x ||p2
1 2 2
1T g e (=7 [ (a2 = 22) |
— 0.

Aussi l'inégalite (3.4.5)donne la continute de Sy sur u; (X7) X ... X Uy, (X,) .et admet

une extension unique S & wuy (X1) X... X Uy, (X)) = Gy X ... X Gypzavec

G, = v (X;) = Ly, (uj) 1<j<m

De plus on a

11 = 11Soll < WMl agpy.... p)

Finalement, T' = So(uy, ..., uy,) , ot u; € I, (X;;G5) (1 <5 <m),S € L(Gy,....Gp;Y)
et

HSHH% u5) <7 gy .. pm)

7=1

ce qui termine la démonstration. m
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