
❈❤❛♣✐tr❡ ✶

◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡

✶✳✶ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡t ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ❧♦❣✐q✉❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶ ❯♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♣❤r❛s❡ q✉✐ s♦✐t ✈r❛✐❡ ✭✶✮ ♦✉ ❢❛✉ss❡ ✭✵✮✱ ♠❛✐s ♣❛s ❧❡s
❞❡✉① ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✶ ✭P1✮ ✧❉❛♥s ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ r❡❝t❛♥❣❧❡✱ ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❧✬❤②♣♦té♥✉s❡ ❡st é❣❛❧ à ❧❛ s♦♠♠❡
❞❡s ❝❛rrés ❞❡s ❝♦tés ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞r♦✐t✧ ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✈r❛✐❡✳

✭P2✮ ✧3× 2 = 9✧ ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢❛✉ss❡✳

✭P3✮ ✧♣♦✉r t♦✉t x ∈ R✱ ♦♥ ❛ x2 ≥ 0✧ ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✈r❛✐❡✳

❙♦✐❡♥t P ❡t Q ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦♥str✉✐t❡s à
♣❛rt✐r ❞❡ P ❡t ❞❡ Q✳

▲❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ▲❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ P ♥♦té❡ P ❡t s❡ ❧✐t ✭♥♦♥ P ✮ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

P P
✶ ✵
✵ ✶

▲❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥

▲❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s P ❡t Q ♥♦té❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r P ∧ Q ❡t s❡ ❧✐t ✭P
❡t Q✮ ❡st ✈r❛✐❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s P ❡t Q s♦♥t ✈r❛✐❡s✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✈ér✐té ❞❡ P ∧Q ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ P ❡t ❞❡ Q

P Q P ∧Q
✶ ✶ ✶
✶ ✵ ✵
✵ ✶ ✵
✵ ✵ ✵

▲❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥

▲❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s P ❡t Q ♥♦té❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r P ∨ Q ❡t s❡ ❧✐t ✭P
♦✉ Q✮ ❡st ✈r❛✐❡ s✐ ❧✬✉♥❡ ✭❛✉ ♠♦✐♥s✮ ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s P ♦✉ Q ❡st ✈r❛✐❡✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✈ér✐té ❞❡ P ∨Q ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ P ❡t ❞❡ Q

P Q P ∨Q
✶ ✶ ✶
✶ ✵ ✶
✵ ✶ ✶
✵ ✵ ✵

✺



▲✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ▲❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ✧⇒✧ ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡

✭P ∨Q✮ ❡st ♥♦té❡ ✭P ⇒ Q✮

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✈ér✐té ❞❡ P ⇒ Q ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ P ❡t ❞❡ Q

P Q P ⇒ Q
✶ ✶ ✶
✶ ✵ ✵
✵ ✶ ✶
✵ ✵ ✶

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶ ❙♦✐❡♥t P ❡t Q ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ P ⇒ Q✱ P ❡st ❛♣♣❡❧é❡
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❡t Q ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳

▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡

▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

✭P ⇒ Q✮ ❡t ✭Q ⇒ P ✮ ❡st ♥♦té❡ ✭P ⇔ Q✮

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✈ér✐té ❞❡ P ⇔ Q ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ P ❡t ❞❡ Q

P Q P ⇔ Q
✶ ✶ ✶
✶ ✵ ✵
✵ ✶ ✵
✵ ✵ ✶

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶ ❙♦✐❡♥t P,Q,R tr♦✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✭✶✮ P ⇔ P ■♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❀

✭✷✮ (P ∨Q) ⇔ (P ∧Q) ▲❡s ❧♦✐s ❞❡ ❉❡ ▼♦r❣❛♥ ❀

✭✸✮ (P ∧Q) ⇔ (P ∨Q) ❀

✭✹✮ (P ∨ P ) ⇔ P ❀

✭✺✮ (P ∧ P ) ⇔ P ■❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ❀

✭✻✮ (P ∨ (Q ∨R)) ⇔ ((P ∨Q) ∨R) ❀

✭✼✮ (P ∧ (Q ∧R)) ⇔ ((P ∧Q) ∧R) ❆ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❀

✭✽✮ (P ∧ (Q ∨R)) ⇔ ((P ∧Q) ∨ (P ∧R)) ❀

✭✾✮ (P ∨ (Q ∧R)) ⇔ ((P ∨Q) ∧ (P ∨R)) ❉✐str✐❜✉t✐✈✐té ❀

✭✶✵✮ (P ⇒ Q) ⇔ (P ∧Q) ❀

✭✶✶✮ (P ⇒ Q) ⇔ (Q ⇒ P ) ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr❡✉✈❡✿ ❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✶✵✮

P Q Q P ⇒ Q P ⇒ Q P ∧Q (P ⇒ Q) ⇔ (P ∧Q)
✶ ✶ ✵ ✶ ✵ ✵ ✶
✶ ✵ ✶ ✵ ✶ ✶ ✶
✵ ✶ ✵ ✶ ✵ ✵ ✶
✵ ✵ ✶ ✶ ✵ ✵ ✶

✻



✶✳✷ ▲❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs

◗✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❡①✐st❡♥t✐❡❧

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡
∃x ∈ E | P (x)

❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✈r❛✐❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ x ❞❡ E ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ P (x) ❡st ✈r❛✐❡✳
❖♥ ❧✐t ✧ ✐❧ ❡①✐st❡ x ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à E t❡❧ q✉❡ P (x) s♦✐t ✈r❛✐❡ ✧✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✷ ✭✶✮ P1 : ∃x ∈ R | x2 = −1 ❡st ❢❛✉ss❡ ✭❛✉❝✉♥ ré❡❧ ❛✉ ❝❛rré ♥❡ ❞♦♥♥❡r❛ ✉♥
♥♦♠❜r❡ ♥é❣❛t✐❢✮✳

✭✷✮ P2 : ∃x ∈ R | x2 ≤ x ❡st ✈r❛✐❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ x = 1

2
✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ♣r♦♣r✐été✮✳

◗✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ✉♥✐✈❡rs❡❧

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡
∀x ∈ E : P (x)

❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✈r❛✐❡ ❧♦rsq✉❡ P (x) ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts x ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✸ P : ∀x ∈ R : x2 > 0 ❡st ❢❛✉ss❡✳

✶✳✷✳✶ Pr♦♣r✐étés ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs

▲❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs

❙♦✐❡♥t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t P (x) ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✈ér✐té s♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts x ❞❡ E✳ ❆❧♦rs

∀x ∈ E : P (x) ⇔ ∃x ∈ E | P (x)

∃x ∈ E | P (x) ⇔ ∀x ∈ E : P (x)

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✹ ▲❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡ ✧∀x ∈ R : x2 ≥ 0✧ ❡st ✧∃x ∈ R | x2 < 0✧

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✷ ▲✬♦r❞r❡ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❤r❛s❡s
❧♦❣✐q✉❡s

∀x ∈ R : ∃y ∈ R | x+ y > 0 ∃y ∈ R | ∀x ∈ R : x+ y > 0

s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛✣r♠❡ ✧P♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ y ✭q✉✐ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞é♣❡♥❞r❡
❞❡ x✮ t❡❧ q✉❡ x+y > 0✧ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ y = |x|+1✮✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✈r❛✐❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡
❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✧■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ y✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ x+ y > 0✧ ❡st ❢❛✉ss❡✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
êtr❡ ❧❡ ♠ê♠❡ y q✉✐ ❝♦♥✈✐❡♥t ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s x✳

✼



✶✳✸ ❚②♣❡s ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts

❱♦✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts✳

✶✳✸✳✶ ❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✧P ⇒ Q✧ ❡st ✈r❛✐❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ P ❡st ✈r❛✐❡ ❡t ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬❛❧♦rs Q
❡st ✈r❛✐❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✺ ❙✐ a, b ∈ Q ❛❧♦rs a+ b ∈ Q✳
a = p

q
♣♦✉r p ∈ Z ❡t q ∈ Z∗✳ ❉❡ ♠ê♠❡ b = p′

q′
♣♦✉r p′ ∈ Z ❡t q′ ∈ Z∗✳ ❉♦♥❝✱

a+ b =
p

q
+

p′

q′
=

pq′ + qp′

qq′

❖r ❧❡ ♥✉♠ér❛t❡✉r pq′+ qp′ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Z ❀ ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r qq′ ❡st ❧✉✐ ✉♥ é❧é♠❡♥t
❞❡ Z∗✳ ❉♦♥❝ a+ b ∈ Q✳

✶✳✸✳✷ ❈❛s ♣❛r ❝❛s

❙✐ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✈ér✐✜❡r ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ P (x) ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s x ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s x ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ A ❞❡ E✱ ♣✉✐s ♣♦✉r ❧❡s x ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s à A✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✻ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ R, |x− 1| ≤ x2 − x+ 1✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉① ❝❛s✳
Pr❡♠✐❡r ❝❛s ✿ x ≥ 1✱ ❛❧♦rs |x− 1| = x− 1✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s x2 − x+ 1− |x− 1| ≥ 0✳
❉❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ✿ x < 1✱ ❛❧♦rs |x− 1| = −(x− 1)✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s x2 − x+ 1− |x− 1| ≥ 0✳
❊t ❞♦♥❝ |x− 1| ≤ x2 − x+ 1✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s |x− 1| ≤ x2 − x+ 1✳

✶✳✸✳✸ ❈♦♥tr❛♣♦sé❡

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ P ⇒ Q ❡st ✈r❛✐❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡t ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ Q ⇒ P ❡st ✈r❛✐❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✼ ❙♦✐t n ∈ N✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ n2 ❡st ♣❛✐r ❛❧♦rs n ❡st ♣❛✐r✳
◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ n ♥✬❡st ♣❛s ♣❛✐r✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉✬❛❧♦rs n2 ♥✬❡st ♣❛s ♣❛✐r✳

❈♦♠♠❡ n ♥✬❡st ♣❛s ♣❛✐r✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣❛✐r ❡t ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ k ∈ N t❡❧ q✉❡ n = 2k + 1✳ ❆❧♦rs
n2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 = 2l + 1 ❛✈❡❝ l = 2k2 + 2k ∈ N✳ ❊t ❞♦♥❝ n2 ❡st ✐♠♣❛✐r✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ s✐ n ❡st ✐♠♣❛✐r ❛❧♦rs n2 ❡st ✐♠♣❛✐r✳ P❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥
❝❡❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✿ s✐ n2 ❡st ♣❛✐r ❛❧♦rs n ❡st ♣❛✐r✳

✶✳✸✳✹ ❆❜s✉r❞❡

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ P ❡st ✈r❛✐❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❝✬❡st s❛ ♥é❣❛t✐♦♥ P q✉✐ ❡st
✈r❛✐❡ ❡t ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢❛✉ss❡✳ ❖♥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ P ❡st ✈r❛✐❡✳

❆✉ss✐✱ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ P ⇒ Q ❡st ✈r❛✐❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ à ❧❛ ❢♦✐s q✉❡ P ❡st ✈r❛✐❡ ❡t q✉❡ Q
❡st ❢❛✉ss❡ ❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐ s✐ P ❡st ✈r❛✐❡ ❛❧♦rs Q ❞♦✐t êtr❡ ✈r❛✐❡ ❡t ❞♦♥❝
P ⇒ Q ❡st ✈r❛✐❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✽ ▼♦♥tr❡r q✉❡ 0 ♥✬❡st ♣❛s r❛❝✐♥❡ ❞❡ A(x) = x4+12x−1✳ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ 0 s♦✐t r❛❝✐♥❡ ❞❡ A✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t ❞♦♥❝ A(0) = 0 ❀ ♦r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥tr❡
q✉❡ A(0) = −1✱ ❞✬♦ù −1 = 0✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✽



❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✾ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡
√
2 ❡st ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉❡
√
2 ∈ Q✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ♥♦♥ ♥✉❧s a ❡t b

t❡❧s q✉❡
√
2 = a

b
❛✈❡❝ pgcd(a, b) = 1 ♦✉ ❡♥❝♦r❡ a2 = 2b2✳ P✉✐sq✉❡ a2 ❡st ♣❛✐r✱ a ❡st ♣❛✐r ❡t a = 2p

♦ù p ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢✳ ❆❧♦rs✱ b2 = 2p2✳ P✉✐sq✉❡ b2 ❡st ♣❛✐r✱ b ❡st ♣❛✐r✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ a

b
♣❛r ✷✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ a, b s♦♥t ♣r❡♠✐❡rs

❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❉✬♦ù✱
√
2 ❡st ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧✳

✶✳✸✳✺ ❈♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡

❙✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ t②♣❡ ✧∀x ∈ E : P (x)✧ ❡st ✈r❛✐❡ ❛❧♦rs ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ x
❞❡ E ✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ P (x) ❡st ✈r❛✐❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❢❛✉ss❡
❛❧♦rs ✐❧ s✉✣t ❞❡ tr♦✉✈❡r x ∈ E t❡❧ q✉❡ P (x) s♦✐t ❢❛✉ss❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✶✵ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❢❛✉ss❡ ✧❚♦✉t ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ ❡st s♦♠♠❡ ❞❡
tr♦✐s ❝❛rrés✧✳

❯♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❡st ✼ ✿ ❧❡s ❝❛rrés ✐♥❢ér✐❡✉rs à ✼ s♦♥t ✵✱ ✶✱ ✹ ♠❛✐s ❛✈❡❝ tr♦✐s ❞❡ ❝❡s ♥♦♠❜r❡s
♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ✼✳

✶✳✸✳✻ ❘é❝✉rr❡♥❝❡

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ P (n)✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ n✱ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t
n ∈ N✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦♥
♣r♦✉✈❡ P (0)✳ P♦✉r ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❤éré❞✐té✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ n > 0 ❞♦♥♥é ❛✈❡❝ P (n) ✈r❛✐❡✱ ❡t ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡
❛❧♦rs q✉❡ P (n + 1) ❛✉ r❛♥❣ s✉✐✈❛♥t ❡st ✈r❛✐❡✳ ❊♥✜♥ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣❛r ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ P (n) ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✶✶ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N, 2n > n✳
P♦✉r n > 0✱ ♥♦t♦♥s P (n) ❝♦♠♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ 2n > n✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡

q✉❡ P (n) ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t n > 0✳
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ P♦✉r n = 0 ♥♦✉s ❛✈♦♥s 20 = 1 > 0✳ ❉♦♥❝ P (0) ❡st ✈r❛✐❡✳
❍éré❞✐té ✿ ❋✐①♦♥s n > 0 ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ P (n) s♦✐t ✈r❛✐❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ P (n+1)

❡st ✈r❛✐❡✳
2n+1 = 2n + 2n > n + 2n ❝❛r ♣❛r P (n) ♥♦✉s s❛✈♦♥s 2n > n✱ ❡t ❝♦♠♠❡ 2n > 1 ♦♥ tr♦✉✈❡

n+ 2n > n+ 1✳ ❉♦♥❝ P (n+ 1) ❡st ✈r❛✐❡✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿ P❛r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ P (n) ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t n > 0✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

2n > n ♣♦✉r t♦✉t n > 0✳

✾


