Chapitre 1

DISTRIBUTIONS

Dans la suite de ce programme on s’intéresse a ’espace dual de 'espace des fonctions
indéfiniment dérivables et a support compact.

1.1 Espace des fonctions test D(R")

Définition 1.1 (Support d’une fonction) Soit ¢ : R — R" (ou C). Le support de
v, noté supp @, est défini par

suppp=A, ot A={xeR":p(z)+#0}.

Définition 1.2 (L’espace D(R"))
D(R™) est l’ensemble des fonctions ¢ : R" — R™ (ou C) de classe C*°(R"™) dont les
supp ¢ sont bornés.

Comme supp ¢ est fermé, donc il est un compact dans R", on dit que D(R"™) est
I’ensemble des fonctions C'*° a support compact.

Remark 1.1 Les assertions suivantes sont faciles a vérifier :

(a) D(R™) est un espace vectoriel.

(b) Si ¢ € D(R"), alors 0;¢ € D(R™), 0?7,64,0 e DR"),..., (j,k=1,...,n), etc.
(c) Sip e DIR")(R") et p € C*°(R"), alors pip € D(R™).

L’exemple suivant est essetiel dans la suite car il montre que D(R™) est non vide

Exemple 1.1 (Exemple fondamental) Dans R", soit
exp (ﬁ) si x| <1,
= T 1.1
o) ={ M. (11)

st on considere la fonction “forte” :

1 s |z < i,
H(x)_{() s7 \x|2%,

on a ¢(r) = H(%) exp (#;‘2) Rappelons que x> =22 + ... +x
Dans R, il suffit de remplacer dans (1.1) la variable |x| par x.
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Définition 1.3 (La convergence dans D(R"))
Une suite des fonctions (on)n dans D(R™) converge vers ¢ € D(R™) lorsque n — +o0,
sion a:
(a) 1l existe un ensemble B borné de R™ tel que supp p, C B.
(b) Pour tout k € N" fizé, la suite (goglk))n converge uniformément vers o). C’est-a-

dire qu’on a

lim sup }gpg")(x) — ¥ (z)] =0 Vk € N

On termine ce paragraphe par une application dans 'espace D(R"™) qui consiste a
montrer qu’on peut écrir une fonction constante f(z) := ¢ comme étant la somme des
fonctions C*°(R™) a support compact.

Théorém 1.1 (Partition de 'unité)
Il existe une suite des fonctions (p;); de D(R™), telle que

D pi(r)=1, VreR" (1.2)
jez
Preuve.  Soit # € D(R"), une fonction positive a support dans la boule |z| < 2 et

telle que 6(z) = 1 pour |z| < 1. Posons

U(x) = 0+ ).

JEZ

Alors ¢(z) > 1, ¢ € C*°(R"). Posons ensuite ¢(x) := Z(?) et ;(z) == ¢(z + j). Alors

les fonctions ¢; sont dans D(R™), elles vérifient aussi 1'égalité (1.2). |

1.2 Espace D'(R")

Voici la définition de l'espace des distributions noté D/(R™). Aussi les distributions

d’ordre fini :

Définition 1.4 (de D'(R")) Toute application linéaire continue sur l’espace D(R™)
est appelée une distribution. Explicitement, si T € D'(R™), on doit écrire et vérifier :
e on écrit ¢ € D(R™) — T'(p) ou en général (T, ), i.e.,

¢ € DIR") = T(p) = (T, ) € C.
e on vérifie Vi, € D(R"), VA € C,
(T, 0+ M) = (T, ) + MT, ).
® on vérifie aussi

(AT, 0) = T, ), VAeC,
<T1 + TZ: (10> = <T1a §0> + <T27 30>7 VTDTQ € D/(Rn)(Rn)

L’espace D'(R™) est lespace dual de D(R™).
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Définition 1.5 Une distribution T est dite d’ordre N, si il existe N € N tel que VK
compact de R™ on a

(T, )] < chu[g!so(”(x)!, (Vo € D(R"), suppy C K),
jSNme

la constante positive ¢ dépende de K.

Il exsite deux types de distributions :

1.2.1 Distributions régulieres

Soit f: R™ — C (ou R), telle que f € L} (R™), c’est-a-dire,

loc

V compact K C R": / |f(z)]dz < +o0.
K

Comme [, f(z)p(x)dz existe (Vo € D(R™)) car ¢ est nulle & extérieur d’un ensemble
borné, alors f définie une distribution, noteé¢ 7Y%, telle que

(Ty, ) = Rnf(ﬁ)w(fﬁ)dfc, Vi € D(R"). (1.3)

Remark 1.2 Soient f et g € Li, (R"), alors

loc

Iy=T,< =g pp
Définition 1.6 (Distribution réguliere)
Toute distribution définie par (1.3) est dite distribution réguliére, c-a-d si f € Li, (R™)
alors Ty est une distribution réquliere.

1.2.2 Distributions singulieres

La distribution de Dirac ¢ (resp. d,) est défini par
(0,0) =(0), Ve e DR"), alorigine,
resp.
(04, 0) = @(a), V¢ € D(R"), aupoint a € R".
Elle représente la charge (ou la masse) a l'origine (resp. au point a) par :
|0 siox#0

6($)_{ 400 si x =0,

resp.

+o0 Ss1 x =a.

5a(x)={ 0 si r#a

Théorem 1.2 La distribution de Dirac n’est pas une distribution réguliere.

Preuve. 1l suffit de raisonner par I'absurde en supposant qu'il existe f € L}, (R"),
telle que & = T, i.e.
Ty, o) = | [fla)p(x)dz =¢(0), (Ve € DR")). (1.4)
Rn

Comme f = 0 p.p sur R" alors (T%, ¢) = 0 pour presque tout ¢ € D(R"). On choisit
¢ € D(R"™) avec ¢(0) = 1 on obtient une contradiction. |
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1.2.3 Exemples

1. La valeur principale : Considérons la distribution pv% définie par :

(Vp%, ¢) = lim @dm, (Vo € D(R)). (1.5)

e—0 ‘mlze €T
En effet, soit ¢ € D(R), telle que suppyp = K C {x € R": || < M}; on peut écrire

p(z) = 0(0) + 2¢(x), ¢ € D(R) avec sup [¢(x)] < esup [¢'(x)],

zeK zeK
donc
1
‘/ de) = ‘(,0(0)/ —dx+/ ?ﬁ(x)dx‘
|z|>€e, zeK z |z|>e,ze K T |z|>€, zeK
|)/ —dm‘ + ’/ dx
e<|lz|<M L e<\x|<M
On a
1 —€ M
Lot ()
e<|lz|<M T -M €
par contre

| / 2)de| < 20 sup [6(@)] < ¢ sup ¢ ().
e<\;v|<M

|z| <M zeK

Ce qui donne
1 /
[(vp—, )] < esup |¢/(2)]. (1.6)

zeK

La formule (1.6) montre que vp: est d’ordre 1.

2. Une inégalité pour des fonctions dans D(R™) : Dans R", il existe ¢ = ¢(n) > 0
telle que

|2

de <c dr, (VYo € D(R")). 1.7
| teta) > [ @l (v DY) (17)
En effet, par intégration par partie par rapport a la composante jeme on a

20— o 2
- |(x)|*dz = —2Re /Rn x]@b(x)a

ZLj

(x)dz, (Vj=1,...,n, Y € D(R")).

Il suffit donc d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwartz.

3. Une distribution dans R" : Soit f(x,y) = —— si—1<z<1,-1<y<1
) W? - — 9 — —

et f(x,y) = 0 sinon. Nous avons par les coordonnées polaires

1 1 V2 2w
/ / [z, y)dzdy = / / drdf = 2v2r
-1J-1 0 0
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ce qui montre que f € L;(R?), donc on définit une distribution sur R? par T;. Il en est
de méme en dimension supérieure, Ty avec f(z) = ﬁ, si|z] <1et f(x) =0 sinon., en
considérons le changement de variables en coordonnées sphérique dans R", c-a-d :

Rnf(x)dx < /x . /0 lt"*l f(tz")dtdo,

! 1
= / / t" tdtdo,y = ~v(n)
|z'|=1 J0 n

est le volume de la sphere unité {z € R" : |z| = 1} de R™.

an/2

ou v(n) = NEETCYE)

1.3 Exercices

1. Dans R"”, tracer la fonction

on() :{ 0 Ly s‘i x ¢la, bl

exps{-t5 — =} si x€la,b

danslescas:b=a=1,b=2a=2.
2. Démontrer que les applications suivantes définissent des distributions (préciser I'ordre) :
(a)
Tp)= [ ele)in, Vo DE)
z|<1

(b)
(T.0) = > ¢*(0), VyeDR").

lo|<N

(c)

el0 xT €

(pf%,g@ :hm{/ﬂze iﬁ’)dxw@}, Yy € D(R).

(d)

<pfg,g0> = lim { /OO gD(ZS)dx - SO(EO) + ¢'(0) log 6}, Vo € D(R).

el0 xz

Indications pour les solutions de 1’exercice 2
(a) La fonction caractéristique sur |z| < 1 est dans LP¢(R"), elle est d’ordre 0.

(b) Nous avons T' = ZMSN(—l)'“'(S(a), de plus
(T, 0) < Y 190 < D 19 ey
<N jal<N

elle est d’ordre < N.
(c) On écrit :

o(x) = ¢(0) + 2¢'(0) + z*¢(z) 1 € D(R), |S|15A)4 ()| < C|S|134 " ()],

ou M est défini par supp ¢ = {z € R : |z| < M}. Un simple calcul donne
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ce qui donne
2
1 )
(pf— o) < e Yl
§=0

(d) La méme fagon que (c).



