
Chapitre 2

Opérations sur les distributions

2.1 Opérations élémentaires

2.1.1 Addition

Si f et g sont deux fonctions localement intégrables, on définit l’addition par

〈Tf + Tg, ϕ〉 =

∫

Rn

(f + g)(x)ϕ(x)dx =

∫

Rn

f(x)ϕ(x)dx+

∫

Rn

g(x)ϕ(x)dx

= 〈Tf , ϕ〉+ 〈Tg, ϕ〉,

d’où la formule
〈Tf + Tg, ϕ〉 = 〈Tf , ϕ〉+ 〈Tg, ϕ〉.

2.1.2 Multiplication

• Si T ∈ D′(Rn) et α ∈ C∞(Rn), le produit αT a un sens et αT ∈ D′(Rn) déninie par :
∀ϕ ∈ D(Rn)

〈αT, ϕ〉 = 〈T, αϕ〉.

Remark 2.1 1. Si f ∈ L1
loc(R

n) alors αTf = Tαf .

2. Si T ∈ D′(Rn) telle que xT = 0 alors T = cteδ.
En effet, ∀ϕ ∈ D(Rn)

〈xT, ϕ〉 = 〈T, xϕ〉 = 0

{

si x 6= 0 ⇒ T = 0,
si x = 0 (T 6= 0),

d’où T peut s’identifier à la distribution de Dirac par une constante.

2.1.3 Translation et homothétie

• On note τaϕ(x) = ϕ(x− a), ∀x ∈ R
n est l’opérateur de translation au point a ∈ R

n.
Si f ∈ L1

loc et ϕ ∈ D(Rn) on a

∫

Rn

f(x− a)ϕ(x)dx =

∫

Rn

f(x)ϕ(x+ a)dx.
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D’où on obtient la formule

〈τaT, ϕ〉 = 〈T, τ−a)ϕ〉, (∀ϕ ∈ D(Rn)).

• De même, hλϕ(x) = ϕ(λx), ∀x ∈ R
n, λ > 0 fixé, est l’opérateur de d’homothétie.

Si f ∈ L1
loc et ϕ ∈ D(Rn) alors

∫

Rn

f(λx)ϕ(x)dx =

∫

Rn

f(x)ϕ
(x

λ

)dx

λn
,

d’où on obient la formule

〈hλT, ϕ〉 =
1

λn
〈T, h 1

λ
ϕ〉, (∀ϕ ∈ D(Rn)).

Exemple 2.1 1. 〈τaδ, ϕ〉 = 〈δ, τ−aϕ〉 = ϕ(a) = 〈δa, ϕ〉.

2. 〈hλδ, ϕ〉 =
1
λn 〈δ, h 1

λ
ϕ〉 = 1

λnϕ(0) =
1
λn 〈δ, ϕ〉.

D’où τaδ = δa et hλδ =
1
λn δ.

2.2 Dérivation

C’est la partie la plus intéréssante dans les opérations sur les distributions.
Si f ∈ L1

loc(R
n) de classe C1(Rn) on a par une intégration par partie à la jème compo-

sante :
∫

Rn

∂jf(x)ϕ(x)dx = −

∫

Rn

f(x)∂jϕ(x)dx, (ϕ ∈ D(Rn)).

D’où on tire la formule suivante (sous forme de définition) :

Définition 2.1 On définit la dérivation dans D′(Rn) par la formule :

〈∂jT, ϕ〉 = −〈T, ∂jϕ〉, (∀ϕ ∈ D(Rn)).

Il découle alors pour un ordre supérieur

〈T (α), ϕ〉 = (−1)|α|〈T, ϕ(α)〉, (∀ϕ ∈ D(Rn)).

Exemple 2.2 Dans R on a 〈δ′, ϕ〉 = −〈δ, ϕ′〉 = −ϕ′(0) pour tout ∀ϕ ∈ D.

2.2.1 Exemples de dérivation

a) δ (masse de Dirac), on a vu déjà que

〈δ′, ϕ〉 = −ϕ′(0), (∀ϕ ∈ D(R)).

b) H (Heaviside)

H(x) =

{

1 si x > 0,
0 si x < 0.

〈H ′, ϕ〉 = −〈H,ϕ′〉 = −

∫ ∞

0

ϕ′(x)dx = ϕ(0), (∀ϕ ∈ D(R)).

D’où H ′ = δ.
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c) log |x| (dans le cas R)

〈(log |x|)′, ϕ〉 = −〈log |x|, ϕ′〉 = −

∫

R

log |x|ϕ′(x)dx

= − lim
ǫ↓0

{(

∫ −ǫ

−∞
+

∫ ∞

ǫ

)

log |x|ϕ′(x)dx
}

.

Nous avons
∫ +∞

ǫ

ϕ′(x) log xdx = −

∫ +∞

ǫ

ϕ(x)

x
dx− ϕ(ǫ) log ǫ

∫ −ǫ

−∞
ϕ′(x) log(−x)dx = −

∫ −ǫ

−∞

ϕ(x)

x
dx+ ϕ(−ǫ) log ǫ.

Comme |ϕ(ǫ) − ϕ(−ǫ)| ≤ 2ǫ supx∈K |ϕ′(x)| (d’après le théorème des accroissements
finis) et que limǫ↓0 ǫ log ǫ = 0, et comme aussi

lim
ǫ↓0

{(

∫ −ǫ

−∞
+

∫ ∞

ǫ

)ϕ(x)

x
dx

}

= pv

∫ +∞

−∞

ϕ(x)

x
dx,

on a alors (log |x|)′ = vp 1
x
.

d) xλ
+, −1 < λ < 0 (i.e., xλ

+ := H(x)xλ), (dans le cas R).

〈(xλ
+)

′, ϕ〉 = −〈xλ
+, ϕ

′〉 = −

∫ +∞

0

xλϕ′(x)dx

= − lim
ǫ↓0

∫ +∞

ǫ

xλd(ϕ(x) + c), avec on choix, c = −1

= lim
ǫ↓0

[

λ

∫ +∞

ǫ

xλ−1
(

ϕ(x)− ϕ(0)
)

dx−
[

xλ
(

ϕ(x)− ϕ(0)
)]+∞

ǫ

]

= λ

∫ +∞

0

xλ−1
(

ϕ(x)− ϕ(0)
)

dx,

d’où on peut définir la dérivée (xλ
+)

′ par cette dernière formule.

e) log(x+ i0), log(−x+ i0)
On sait que log(x+ iǫ) = log |x+ iǫ|+ i arg(x+ iǫ) quand ǫ ↓ 0, on a alors

log(x+ i0) = log |x|+ iπH(−x).

En effet, soit θ = limǫ→0 θǫ où θǫ est définit par θǫ = arg(x+ iǫ)

lim
ǫ→0

arg(x+ iǫ) = πH(−x), car







cos θ = x
|x| =

{

1 si x > 0,
−1 si x < 0.

sin θ = 0,

donc θ = 0 si x > 0 et θ = π si x < 0. D’où
(

log(x+ i0)
)′
= vp

1

x
− iπδ,

de même
(

log(−x+ i0)
)′
= vp

1

x
+ iπδ.
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2.3 La convergence dans D′(Rn)

Définition 2.2 Soit (Tj) une suite d’éléments dans D′(Rn). Soit T ∈ D′(Rn). On dit
que Tj converge vers T dans D′(Rn), si limj→∞〈Tj, ϕ〉 = 〈T, ϕ〉 pour tout ϕ ∈ D(Rn).

On obtient quelques propriétés simples à vérifier :
– Si Tj → T dans D′(Rn) alors ∂kTj → ∂kT dans D′(Rn).
– Si Tj → T dans D′(Rn) et α ∈ C∞(Rn), alors αTj → αT dans D′(Rn).
– Si Tj → T dans D′(Rn) et a ∈ R

n, λ > 0, alors τaTj → τaT et hλTj → hλT dans
D′(Rn).

Exemple 2.3 Soit f ∈ L1(R
n) telle que

∫

Rn f(x)dx = 1. Soit Tj := Tjnf(j·). Calculons
limj→∞ Tj dans D′(Rn). Pour tout ϕ ∈ D(Rn), nous avons

lim
j→∞

∫

Rn

jnf(jx)ϕ(x)dx = lim
j→∞

∫

Rn

f(x)[ϕ(x/j)− ϕ(0)]dx+ ϕ(0)

Nous avons aussi
– limj→∞ f(x)[ϕ(x/j)− ϕ(0)] = 0
– |f(x)[ϕ(x/j)− ϕ(0)]| ≤ 2‖ϕ‖∞|f(x)|, avec ‖ϕ‖∞f ∈ L1(R

n)
en appliquant donc le théorème de la convergence dominée on obtient limj→∞〈Tj, ϕ〉 =
ϕ(0), c-à-d limj→∞ Tj = δ.

De l’Exemple 2.3, on observe que limj→∞ jnf(jx) = δ (dans D′(Rn)) malgré que f est
une fonction intégrable. Nous allons voir maintenant un exemple où la limite au sens
de fonctions n’existe pas, cependant elle existe dans D′(Rn).

Exemple 2.4 Soit fj(x) := sin(jx), x ∈ R. On sait que limj→∞ fj(x) n’existe pas.
Calculons alors cette limite dans D′(Rn). On pose Tj := Tfj . On a sin(jx) ∈ Lloc

1 (R),
puisque | sin(jx)| ≤ 1, donc Tj ∈ D′(Rn), de plus par intégration par partie on a :

∫

R

sin(jx)ϕ(x)dx =

∫

R

cos(jx)

j
ϕ′(x)dx. (2.1)

Nous avons

– limj→∞
cos(jx)

j
ϕ′(x) = 0 puisque

∣

∣

∣

cos(jx)

n
ϕ′(x)

∣

∣

∣
≤

1

j
‖ϕ′‖∞

–
∣

∣

∣

cos(jx)

j
ϕ′(x)

∣

∣

∣
≤ |ϕ′(x)| avec ϕ′ ∈ L1(R).

Par le théorème de la convergence dominée on obtient
∫

R
sin(jx)ϕ(x)dx = 0, c-à-d

limj→∞ Tj = 0 dans D′(Rn). On peut éviter le théorème de la convergence dominée par
le fait que d’après (2.1) on

∣

∣

∣

∫

R

sin(jx)ϕ(x)dx
∣

∣

∣
≤

1

j

∫

R

|ϕ′(x)|dx =
‖ϕ′‖1
j

→ 0 quand j → +∞.



2.4. EXERCICES 13

Exemple 2.5 Soit Tj :=
sin(jx)

x
, x ∈ R. Calculons limj→∞ Tj. On a

sin(jx)

x
∈ Lloc

1 (R)

puisque
∣

∣

∣

sin(jx)

x

∣

∣

∣
≤ j, donc Tj est un élément de D′(Rn). On a (pour 0 < θ < 1) :

∫

R

sin(jx)

x
ϕ(x)dx = ϕ(0)

∫

R

sin(jx)

x
dx+

∫

R

sin(jx)ϕ′(θx)dx

= πϕ(0) +

∫

R

sin(jx)ϕ′(θx)dx.

mais d’après l’Exemple 2.4 on a limj→inf

∫

R
sin(jx)ϕ′(θx)dx = 0. Donc limj→∞ Tj = πδ.

Exemple 2.6 Appliqons l’Exemple 2.3 avec la fonction 1√
π
e−x2

, x ∈ R. Nou savons
alors

– limj→∞ jnf(jx) = 1√
π
limj→∞ jne−j2x2

= 0,

– limj→∞ jnf(jx) = δ dans D′(Rn), puisque limj→∞ Tj = limj→∞ Tjnf(j·) = δ dans
D′(Rn).

2.4 Exercices

1. Dans R. Calculer au sens de distributions

T =
( d

dx
− λ

)

H(x)eλx, S =
( d2

dx2
+ k2

)

H(x)
sin kx

k
, k ∈ N

∗,

où H est la fonction de Heaviside.

2. Même question dans R : T = d
dx
(|x|), T2 =

(

H(x) cosπx
)′
, T3 =

(

H(x) sin πx
)′
.

Indications de solution :

T1 = sgn x,

T2 = H ′(x) cosπx− πH(x) sin πx = δ − πH(x) sin πx,

T3 == H ′(x) sin πx+ πH(x) cosπx = δ sin πx+ πH(x) cosπx = πH(x) cos πx.

3. Même question dans Rn : T = ∂α

∂xαH(x) où H(x) = 1 si xj ≥ 0 et H(x) = 0 si xj < 0
et α = (1, 1, . . . , 1) ∈ N

n, |α| = n.

Indications de solution :

Nous avons

〈
∂α

∂xα
H,ϕ = (−1)n

∫ ∞

0

. . .

∫ ∞

0

∂α

∂xα
ϕ(x)dx.
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Maintenant il suffit d’intégrer comme suit

∫ ∞

0

. . .

∫ ∞

0

∂α

∂xα
ϕ(x)dx = −

∫ ∞

0

. . .

∫ ∞1

0

∂α1

∂xα
ϕ(0, x′)dx′ |α1| = n− 1, x′ = (x2, ..., xn)

= (−1)2
∫ ∞

0

. . .

∫ ∞2

0

∂α2

∂xα
ϕ(0, x′′)dx′′ |α2| = n− 2, x′′ = (x3, ..., xn)

....

= ϕ(0).

Ainsi T = δ.

4. Dans R. Soit f(x) :=

{

ex si x ≥ 0
0 si x < 0.

Démontrer que Tf ∈ D′(R) et Calculer sa

dérivée.
Même question pour Tg avec g(x) = ex

3+x2+x si x ≥ 0, g(x) = 0 si x < 0.
Indications de solution :

Comme
∫ b

a
f(x)dx < ∞ (un calcul simple) on a f ∈ Lloc

1 (R). Donc Tf ∈ D′(R).
Maintenant ∀ϕ ∈ D(R) ona

〈T ′
f , ϕ〉 = −〈Tf , ϕ

′〉 =

∫ ∞

0

exϕ′(x)dx = ϕ(0) +

∫ ∞

−∞
f(x)ϕ(x)dx.

Ainsi T ′
f = δ + Tf .

Pour Tg, on a g = f ◦ h où h(x) := x3 + x2 + x. Alors comme Tg = Tf◦h, on ontient
que T ′

g = h′T ′
f◦h, c-à-d T ′

g = (3x2 + 2x + 1)(δ + Tf◦h), mais (3x2 + 2x + 1)δ = δ, donc
T ′
g = δ + (3x2 + 2x+ 1)Tf◦h.

5. Dans R. (a) En appliquant la formule de Leibniz à la fonction xpϕ(x) où ϕ ∈ D et
p ∈ N, démontrer que

dq

dxq

(

xpϕ(x)
)

|x=0

=

{

0 si p > q,
Cp

q p!ϕ
(q−p)(0) si p ≤ q.

(b) En déduire l’expression exacte de la distribution T = xpδ(q). (Solution. T = 0 si
p > q, T = Cp

q p!δ
(q−p) si p ≤ q).

5. Dans R. Soit Tn = 1
2n
|x|

1

n
−1. (a) Démontrer Tn ∈ D′.

(b) Démontrer que Tn converge vers δ.


