Chapitre 2

Opérations sur les distributions

2.1 Opérations élémentaires

2.1.1 Addition

Si f et g sont deux fonctions localement intégrables, on définit 'addition par

(F+a)@ela)s = [ J@plaiis+ [ ga)pis

n

<Tf+T9790> :/n
= <Tf>90>+<T9790>>

d’ou la formule
(Tr + Ty, 0) = (Tr, ) + (T, ).

2.1.2 Multiplication

e SiT € D'(R") et a« € C°(R™), le produit 7" a un sens et 7" € D'(R™) déninie par :
Vo € D(R™)
(aT,p) = (T, ap).

Remark 2.1 1. Si f € L} (R") alors oy = T,;.

loc

2. Si T € D'(R) telle que 2T = 0 alors T = €5
En effet, YV € D(R")

r=mag=o {3 2295T =0

d’ou T' peut s’identifier a la distribution de Dirac par une constante.

2.1.3 Translation et homothétie

e On note 7,0(z) = p(xr — a), Vo € R™ est I'opérateur de translation au point a € R™.
Si felLl etypeDR") ona

. f(z —a)p(x)dx = . f(@)p(z + a)dz.

9
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D’ou on obtient la formule

(T 0) = (I, 7-a)p), (Vo € D(R")).
e De méme, hyp(z) = p(Ax), Vo € R™, XA > 0 fixé, est I'opérateur de d’homothétie.
Si f €L}, etpe DR alors

loc

Foa)p()s = [ f@o(5) 5

Rn
d’ou on obient la formule

(T, ) = 5= {T, hyo), (Vi € DRY))

Exemple 2.1 1. (7.0,¢) = (6, 7-a) = p(a) = (0o, ¥)-
2. (b, 9) = 30, hap) = 3:0(0) = 353, ).

Dot 7,0 = 0, et hyd = /\%5.

2.2 Dérivation

C’est la partie la plus intéréssante dans les opérations sur les distributions.

Si f € L}, (R™) de classe C'(R") on a par une intégration par partie & la jéme compo-

sante :
| as@ptais—— [ o, (e D)
D’ou on tire la formule suivante (sous forme de définition) :
Définition 2.1 On définit la dérivation dans D'(R™) par la formule :
(O;T, ) = =(T,0;), (Vo € D(R")).
1l découle alors pour un ordre supérieur
(T, 0) = (=D)I*UT, @), (v € DR")).
Exemple 2.2 Dans R on a (&, ¢) = —(3,¢') = —¢'(0) pour tout Yo € D.

2.2.1 Exemples de dérivation

a) 0 (masse de Dirac), on a vu déja que

(",0) = =#'(0), (V¢ € D(R)).
b) H (Heaviside)

si x<0.

Dou H' =.
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c¢) log|z| (dans le cas R)

((log [2])', ¢) = —(log |z}, &) = — / log 2y (z)da
= —lgfgl{</_:+/€m> log|x\c,0’(x)d:1:}.

+00 +oo
/ ¢'(x) log zdx = —/ @dx —p(e)loge

Nous avons

T

| @ = - [ 8ar s p-ooge

o0 —0o0

Comme |p(e) — p(—¢€)| < 2esup,ex |¢'(z)| (d’apres le théoreme des accroissements
finis) et que lim,o €loge = 0, et comme aussi

([ o+ [ )P} e [P

on a alors (log |z])’ = vpi.

d) 22, -1 <A <0 (Le., 23 := H(z)z), (dans le cas R).

(@), 0) = —(), o) = — / " 2 (0)de

—+00

= — leifgl 2’ d(¢(x) 4+ ¢), avec on choix, ¢ = —1
+o0
—tim A [ pla) = 9(0)de = [ (ple) = 9(0)],]

+oo
3 [ ) - p)de,
0
d’olt on peut définir la dérivée (2% )" par cette derniere formule.
e) log(x + i0), log(—xz + i0)
On sait que log(z + i€) = log |z + ie| +iarg(z + ie) quand € | 0, on a alors
log(x +10) = log |z| +irH(—x).
En effet, soit § = lim._, 0, ou 0, est définit par 6, = arg(z + ie)

cosf — & — 1 s1 >0,
limarg(x + i) = nH(—x), car Skl =1 stz <O,
e—0 .

sinf = 0,

donc0=0siz>0etf=nsiz<0.Dou
1
(log(z +1i0))" = vp— — in?,
T

de méme .
(log(—z + iO))/ = vp— +imé.
x
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2.3 La convergence dans D'(R")

Définition 2.2 Soit (T}) une suite d’éléments dans D'(R™). Soit T € D'(R"). On dit
que T; converge vers T dans D'(R™), si lim; (T}, ¢) = (T, ) pour tout p € D(R™).

On obtient quelques propriétés simples a vérifier :

— SiT; — T dans D'(R™) alors 0,T; — 0,1 dans D'(R™).

~ SiT; — T dans D'(R") et a € C*(R"), alors aT; — o1 dans D'(R"™).

- SiT; — T dans D'(R") et a € R", A > 0, alors 7,7; — 7,17 et h\T; — h\T dans
D'(R™).

Exemple 2.3 Soit f € L1(R") telle que [5, f(x)dx = 1. Soit Tj := Tjny(;. Calculons
lim; o T} dans D'(R™). Pour tout ¢ € D(R™), nous avons

lim [ j"f(jz)e(x)dr = lim [ f(z)[p(x/) — ¢(0)]dz + ©(0)

J—=0 Jpn J—= Jpn

Nous avons aussi
—limy o0 f(2)[0(2/7) — (0)] =0
~[f@)[e(z/5) — (O] < 2[lellscl f(z)], avee [[olloof € Li(R™)

en appliquant donc le théoréme de la convergence dominée on obtient lim;_,o (1}, ) =
©(0), c-a-d lim;_,o T; = 0. |

De I’Exemple 2.3, on observe que lim;_,, j"f(jz) = ¢ (dans D'(R")) malgré que f est
une fonction intégrable. Nous allons voir maintenant un exemple ou la limite au sens
de fonctions n’existe pas, cependant elle existe dans D'(R™).

Exemple 2.4 Soit f;(x) = sin(jz), z € R. On sait que lim;_, f;(x) n’existe pas.
Calculons alors cette limite dans D'(R™). On pose T; := Ty,. On a sin(jz) € L(R),
puisque |sin(jz)| <1, donc T; € D'(R™), de plus par intégration par partie on a :

/Rsin(ja:)w(x)d$:/RCOSE—,jx)go'(x)dx. (2.1)

Nous avons
cos(jx)

‘ , cos(jx 1
—1imy o0 ¢'(x) = 0 puisque ‘#@’(SE‘)) < ;HSDIHOO
B COSE]JJ)SO/(x) < |SDI(Q3)| avec <,0, c Ll(R).

Par le théoréme de la convergence dominée on obtient [, sin(jz)e(x)dz = 0, c-d-d
lim;_,o T; = 0 dans D'(R™). On peut éviter le théoréme de la convergence dominée par
le fait que d’apres (2.1) on

1 /
‘/sin(j:z:) gp(x)dx‘ < —,/ |’ (z)|dx = ||('0||1 — 0 quand j — +4o0.
R J Jr J
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sin(jx) sin(jac) LlOC(R)

X

Exemple 2.5 SoitT; :=

,x € R. Calculons lim;_,o, Tj. On a

puisque sin(j) ’ < j, donc T; est un élément de D'(R™). On a (pour 0 <6 <1) :
sin(jz) sin(jz) PR
o(x)dz = ¢(0) dz + [ sin(jz)¢'(0x)dz
R 7T R 7T R
=mp(0) + / sin(jz)¢' (0x)dz.
R
mais d’aprées ’Exemple 2.4 on a lim;_,;u¢ fR sin(jz)¢’ (0z)dz = 0. Donc lim;_,o T; = 70.

2

Exemple 2.6 Appliqons I’Exemple 2.3 avec la fonction \/%76 , ¢ € R. Nou savons

alors

~limy e j7 f(j7) = 2 limy o e = 0,

= limj 0 7" f(jz) = 6 dans D'(R"), puisque lim; oo T; = limj_,o0 Tjnypj) = 0 dans
D'(RY).

[ |

2.4 Exercices
1. Dans R. Calculer au sens de distributions

d d? sin kx

T:(——A)H re S:(— k2>H . keN,

dz (x)e a2 TR HE = <
ou H est la fonction de Heaviside.
2. Méme question dans R : T = L (|z[), Ty = (H(z) coswx),, T; = (H(x) sinmc)/.
Indications de solution :
Ty =sgnx,
Ty = H'(x) cosme — mH (z)sinme = 6 — nH(x) sinmz,
T3 == H'(x)sinmz + nH(x) cosme = dsinme + wH(x) cosme = wH (x) cos . |

3. Méme question dans R" : T = 2= H(z) ou H(z) = 1siz; > 0et H(z) =0siz; <0
et o= (1,1,...,1) e N"| |a| = n.
Indications de solution :

< 889; / / oz

Nous avons
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Maintenant il suffit d’intégrer comme suit

00 0 Ha 00 o1 o
e _ d —_ — L / d / _ o 1 / _ .
/0 /0 ox® (w)dx /o /0 axQW(Oax) o =n—1,2" = (29, ..., 2,)

o0 002 aag
= (—1)2/ / %go(O,x”)dx" o] =n —2,2" = (a3, ..., 2,,)
0 0

= ¢(0).
Ainsi T' = 4. [
4. Dans R. Soit f(z) := { 8 ji i ;8 Démontrer que Ty € D'(R) et Calculer sa

dérivée.

Méme question pour T, avec g(x) = e* t**+% si 2 > 0, g(z) = 0 si z < 0.
Indications de solution :

Comme fabf(x)dx < oo (un calcul simple) on a f € LP(R). Donc T; € D'(R).
Maintenant V¢ € D(R) ona

(T} o) = (T}, ) = / " ! ()dr = (0) + / " f@)p(a)de.

Ainsi T} = 0 + T}.

Pour T,, on a g = foh ot h(z) := 23 4+ 22 + x. Alors comme T, = T}, on ontient
que T; = h'?;}oh, c-a-d T) = (32® + 22 + 1)(0 + Tyon), mais (32° + 2z 4 1)d = 4, donc
T, =0+ (32° + 22 + 1)Top. [ |

5. Dans R. (a) En appliquant la formule de Leibniz a la fonction zP¢(z) ou ¢ € D et
p € N, démontrer que

da 0 si p>gq
- P ey ’
dzd (w gO(x))lxzo { C’é’p!gp(q_p)(()) si p<g.

(b) En déduire l'expression exacte de la distribution 7' = 276(@. (Solution. T' = 0 si
p>q, T =CPplgta—) sip < q).

5. Dans R. Soit T, = %\xﬁfl. (a) Démontrer T,, € D'
(b) Démontrer que T,, converge vers .



