1.3. DISTRIBUTIONS MODULO LES POLYNOMES 9

1.3 Distributions modulo les polynomes

1.3.1 L’espace S,,(R")

Nous introduisons les notations suivantes : On désigne par

o P.(R™) pour tous les polynomes sur R”,

e P, (R"™) pour tous les polynomes sur R" de degré < m (ou < m — 1) avec m € N*|
o Pi(R") :={c} et Py(R") := {0}.

Il est clair que my < my = Py, (R™) C P, (R™).

Exemple 1.2 Voici quelques exemples dans Py(R?) : fi(z,y) = = + 2y?, fo(z,y) =
1 — 2zy — 3a3.

Remarque 1.2 Comme pour « € N" on a |a| = a;+...+a, et 2% = 2" x ... x 2%,
alors si 2% € P,,,(R™) on a 9°z® = 0 si |B] = m.

Définition 1.3 On définit l’espace S,,(R™) par les fonctions f € S(R™) orthogonales
a tous polynomes de degré < m, i.e.

Sn(R") = {f € SR"): (2% f) =0, |a] <m};
Uespace S,,,(R™) est muni par les mémes normes de S(R™)

Cu(f):= sup sup(L+[z)"|0°f(2)]  (f € S(R"), M €N).

lo]<M ze€R™
Gace a I'égalité 8“]?: F(—ix™f), cette définition est équivalente a :
feSnR") alors feSR") et / zf(x)de =0, |af <m.

Proposition 1.6 Soit m € N. Alors f € S;,(R") = 0,;f € S+1(R™). En particulier
Vopérateur 0; : S, (R") = 8,11 (R™).

Preuve. Soit a € N” tel que |a| < m. On pose :

— Bi=14aj,a,...,a,). Alors |5] = |a] + 1 <m + 1.

— 019 = f, c’est-a-dire —ix]:*/l\g = f.

1l vient alors 0°g = 90,9 = 0“f. Par conséquent g € S,,;1(R"). [ |

1.3.2 L’espace dual de S,,(R")

En construisant Iespace dual de S,,,(R™), nous obtiendrons un espace plus grand que
'espace des distributions tempérées S’(R").

Définition 1.4 L’espace dual de S,,(R"™), noté S, (R"), est l’ensemble des formes
linéaires continues sur S,,(R™). Plus précisément, on dit que f € S! (R™) si lap-
plication, notée encore f et définie par f : Sp(R™) 2 ¢ — (f,p) € C, est continue.
S! (R™) est appelé lespace de distributions modulos les polynomes de degré < m, on
dit aussi que S. (R™) est l’espace de distributions modulos les polynomes.
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Nous revenons a la relation entre S! (R") et S’(R™), nous avons
SSRY)D...DS, 1 (R") DS, (R") D...DSR"); (1.8)

voir I"Exercice 1.3.2.
Pour m € NU {o0}, dans S (R") on a la relation d’équivalence suivante :

V(f.9) €SR")?: f=ginS,(R") & f—g€Pu(R"),
il découle alors Vf € S'(R") la classe d’équivalence

[flm == {f+p: Vp € Pu(RM}, (1.9)

c’est-a-dire
Sn(R") = {[fln: f €S R} (1.10)

NB. : S’il n’y a pas de confusion, les éléments de S/ (R™) seront notés par f,g, ...
Pour la dérivation on peut avoir ’assertion suivante :

Proposition 1.7 L'opérteur —A envoi Soo(R™) dans lui-méme. Il en est de méme
pour (—A)® avec s € R.

Preuve. Soit f € S (R™). Comme 80‘(|§|2f(£))(0) = 0 pour tout @ € N", on a
—Af € So(R™), voir (1.7). La méme démonstration marche pour (—A)® . |

Remarque 1.3 De la Proposition 1.7, on peut définir (—A)® sur S._(R"™) par
(A f) = ([,(=A)¢), VfESLR"), Vp € Su(R").

Remarque 1.4 De la Proposition 1.7, on peut définir (—A)® sur S, (R"™) par
(=A) o) = (f,(=A)¢), VfESLR), Vo€ Su(R).

Remarque 1.5 De la formule (1.9) et (1.10), on conclut que l'opérateur
T:S(R")/Pn(R") =S (R") définipar T: f+— f|3m(mn)

est un isomorphisme.

Exercices

Exercice 1.3.1 Soit f € &'(R"). Démontrer que f € P,,(R") si 9°f =0si |5 =m
Exercice 1.3.2 Démonter que S(R™) = Sy(R"), et que

SeoR") C...C S (R?) C S(R?) C ... C S(R).
Déduire la formule (1.8).

Exercice 1.3.3 Si ¢ € D(R") telle que 0 ¢ supp f alors F 1y € Sy (R™). Voici un
exemple de telle fonction : Soit la fonction p € D(R") telle que
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L 0<p(é) <1,

2. p(€) = 1si [¢[ <1,
3. p(§) =0si|&] > 3/2, i.e. support de p est dans la boule |£] < 3/2;

pour construire la fonction p, il suffit de poser p(§) = g(|£]) ou g € C*(R) avec le

support dans [0, co[ (n’oublions pas que ||> = & + ... + &2).

On pose v(&) := p(&) — p(2¢), alors on a
1. support de 7 est dans la couronne 1/2 < |¢] < 3/2,
2. y(€)=1si3/4<|¢ <1,

Enfin 771y € Soo(R"), i.e. ¢ = 7.
Exercice 1.3.4 Dans 'Exemple 1.3.3, et a partir de la fonction

o(z) = e T2 s lz] <1
0 si x| > 1,

construire explicitement les fonctions p et 7.
1- Vérifier qu’on a des fonctions dans S, (R).
2- Tester les fonctions o/, p’, ...

Exercice 1.3.5 Soit m € N. Démonter que ¢ € S(R") = 0"¢ € S,,(R"). N’oublions
pas que & := (§1,..., &) et 07" f(§) == O f(£).

Exercice 1.3.6 Dans S'(R"), démontrer que z = il*/(27)*§(®). En déduire que

V(f.9) € SR : f=ginSL(R") & suppf—g={0}
Exercice 1.3.7 En utilisant la Remarque 1.4, démontrer dans S’_(R") 1'égalité
(A) = (=8 o (-A)".
Faire une comparaison avec la dérivation usuelle.
Exercice 1.3.8 Pour s € R on définit 'opérateur de Riesz par Z, := (—A)~%/2.

1. Démontrer que

~

LIE) = [€]°F(€),  (Vf € Sx(R™)).

2. Démontrer que
(Z.fo ) = ([, Zy), VfESLR"), Vo € Su(R").

3. En utilisant la Remarque 1.4, démontrer dans S/_(R") I'égalité Z;, s, = Zs, 0 Zs,.
Faire une comparaison avec la dérivation usuelle.
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1.4 Décomposition de Littlewood-Paley

Dans tout ce qui suit, nous allons utiliser les deux fonctions p et v définies dans
’'Exemple 1.3. Sij € Z et g : R — C on désigne par g; la fonction g;(z) := 27"g(27x),
c’est-a-dire g;(£) = g(277¢); is A > 0 on désigne aussi par gy la fonction gy(z) :=
Ag(A71e), clest-a-dire G\ (£) = G(AE).

1.4.1 Préparation

On commence par une relation de convolution entre les fonctions dans S(R™) et Sy (R™).

Théoreme 1.3 (i) Pour tout N € N, il existe ¢ > 0 et M € N telle que l'inégalité

[0 % f(@)] < 27 Currnaa(9)Cr () (L + ) =Y (1.11)

est satisfaite Vr € R", Vf € S(R™), Vi € Soo(R™) et Vj € N.

(ii) Pour tout N € N, il existe ¢ > 0 et M € N telle que linégalité

[ % f(@)] < 27 Curpnra () (F) (L + ) =Y (1.12)
est satisfaite Vx € R", Vf € S (R"), Vip € S(R") et Vj € Z~.

Preuve. Preuve de (i). Soit f € S(R™) et N € Ny. Par la formule de Taylor avec
reste intégral appliquée a la fonction y — f(x —y) en z, on a

PAY:
fa—y = 3 S po

|Bl<N+1

+H(N+1) )

|B|l=N+1

(_B_y‘)ﬁ/1 Q=N fPD(x —ty)dt.  (1.13)

En remplagant cette formule dans ¢, * f(x) et en tenant compte du fait que 0 ¢ supp @,
ie.

[ 0oty =3 0) =0 (v eN), (114
on obtient
() — B PN P
oo fla) = (N+D) 3 L[S a=0" 19 @ -t anae

On continue en posant z := 27y, il vient

BI=N-+1

o @l < a2z 3 f 1 | =Ml 9 = 2tz faea
L
1

< 02 enn(f) / Y (L — 27982]) " Jpl(2)] dt d,
0 Rn

Ve e R" et Vj € Z.
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Nous allons utiliser maintenat 1’inégalité suivate :
1+ 2| < (14 |z —279t2)(1 +|2]),  Vj €Ny, Vtelo1], (1.15)

il découle

|Z|N+1

o F@)] < er 29+ al) e ()i (9) /

R (1 |2)VHne

On pose M := N + L € N et comme

‘ N+1
dz —/ /
/R" (1 + [z])Ntnt2 |z|<1 | |>1

avec f 2|<1 - - - converge, car c’est une fonction continue sur un compact, et

‘Z’N—H Ak ltN+1
dz = d ¢
/ZIEI (1+ [z])NHn+2 /sn Y /1 1+ t)N+n+2

c/ —dt < oo,
1

[0 f(@)] < 277 (14 [2) =N G (f)Carenva () (1.16)

IN

alors on aura

c’est le résultat.

Preuve de (ii). Ecrivons (1.13) avec ¢ a la place de f. Nous avons maintenant, comme
dans (1.14)

| oPsway=#FO 0 =0 e, (117
alors comme aussi dans (1.15), i.e

L+fo] < (14 Jr—tyh)(A+27yl),  Vj<0,vtelo1],

[yl
/ / ‘f 279y (z — ty) ’dtdy
\BI N4170 JR?

1
< e 2YCvir(f) / [y D (@ — ty)| (1 +277]y))"*dt dy,
0 Rn

donc nous avons

;% f () (2)]

IN

on fait comme dans (i) on a

[ % f(@) ()] < 27V (1+ [a) ™ Qs () Carns2 (1)

c’est le résultat. [ |

Dans ce théoréme on peut se limter au cas ou Sy(R™). C'est le résutat suivant :

Corollaire 1.2 La formule (1.11) est valable Vf € S(R"), Vo € Sy(R"). La formule
(1.12) est valable Vf € Sy(R"), V¢ € S(R™).
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Preuve. Il suffit de remarquer que 1'égalité (1.14) est satisfaite pour |5| < N uni-
quement, c’est-a-dire

/n(—y)%(y)dy =g )=0  (V|g| < N).

De méme pour (ii) du Théoreme 1.3, c’est-a-dire dans (1.17) on a B £ ®) 0) =0
(V8] < N). u

Exemple 1.4 1- On prend ¢ = v et ¢ = p dans le Théoreme 1.3.
2- Une application directe du Théoreme 1.3 donne une inégalité intéressante : VN € N
il existe ¢ > 0 et M € N telle que

Iy # F(@)] < e min(2, 2) o (F)(L+ [a]) =M+ (118)

est satisfaite Vo € R", Vf € So(R") et Vj € Z. On peut aussi se limiter & f € Sy (R™)
comme dans le Corolaire 1.2.

1.4.2 Opérateurs de convolution et L,(R")

Nous allons voir des estimations dans L,(R™) ou p € [1, +0o0].

Théoréme 1.4 (i) Pour tout N € N, il existe c >0 et M € N (M > N +n/p) telle
que [inégalité
ls * fllp < €277 Carnsa(9)Car (f) (1.19)
est satisfaite Vo € R", Vf € S(R"), Vp € So(R") et Vj € N.

(ii) Pour tout N € N, il existe ¢ >0 et M € N (M > N +n/p) telle que l’inégalité
;% fllp < €27 Carnsa($)Car () (1.20)
est satisfaite Vx € R", Vf € S (R"), Vip € S(R") et Vj € Z~.

Preuve. Preuve de (i) et (ii). D’apres le Théoreme 1.3, il suffit de calculer

[E——
x = e
e (14 [2])M=Np <t Jja>1

converge, car c¢’est une fonction continue sur un compact, et

avec o<1

1
do = d dt
421 (1 + |z|)(M-Np v /s . r / (1+1) (M N)p

S / —(M—N)p+n— ldt <+OO
1

qui converge si M > N +n/p. & [
Maintenant on considere les applications linéaires

Ti:f—=wixf, Uj:f—=dixf, (Vjez)
avec ¢ € Soo(R™) et ¢ € S(R™).
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Corollaire 1.3 (i) Pour tout N € N, il existe ¢ > 0 telle que l'inégalité

T3 fllp < €277 Cu(f) (1.21)
est satisfaite Vf € S(R™), et Vj € N.

(ii) Pour tout N € N, il existe ¢ > 0 telle que [’inégalité
1T fllp < €27 Cu(f) (1.22)
est satisfaite Vf € Soo(R™) et Vj € Z~.

Preuve. Application directe du Théoreme 1.4. |

Corollaire 1.4 Pour tout N € N, il existe ¢ > 0 telle que linégalité
I3 fll + U fllp < €27 Car(f) (1.23)
est satisfaite Vf € Soo(R"™) et Vj € Z~.

Preuve. En applicant (ii) du Corollaire 1.3 on remarque que dans (1.22) on peut
remplacer U; par T; puisuge Soo(R") C S(R™). |

1.4.3 Partitions de 'unité

Il est claire que F~!'p € S(R") et que F 'y € S,(R™), voir 'Exercice 1.3.3. On
cinsidere les applications linéaires

Qj:f—>7j*f7 Sj:f%pj*fa (VJEZ)

—avec y;(x) := 2" F~1y(2x) et p;(x) = p(277x)
—ou F;(€) = v(277€) et Fp;(€) == p(277€).
Un calcul simple donne
N
> 278 =p(27 V) — p(2MFE) (VM N € 7). (1.24)
j=—M

En faisant tendre N et M vers +oo, et on remarque que

M+1 _ :
m pFTE) =0 st £#£0

lim p(27Y¢) =p(0) =1  si £#0,

N—+o0
il vient alors

Proposition 1.8 Pour tout £ € R™\ {0} on a

o0

> oy =1, (1.25)

j=—o0

partion de ['unité homogene



