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Chapitre 1 : Rappels de mécanique classique

Cinématique d’une particule. Dynamique d’une particule. Travail et énergie. Systemes a N
particules et forces extérieures. Degrés de liberté.

Chapitre 2 : Formalisme de Lagrange Coordonnées généralisées.

Variation fonctionnelle. Le Lagrangien. Coordonnées curvilignes. Contraintes holonomes et non
holonomes. Applications : Particule dans un champ gravitationnel, Particule liée a un ressort,
probleme a deux corps, le potentiel central.

Chapitre 3 : Formalisme de Hamilton Transformation de Legendre. L’Hamiltonien. Variables
canoniques et crochets de Poisson. Moments généralisés. Transformations canoniques. La
méthode de Hamilton-Jacobi. L espace des phases. Variables angle-action et fonction
génératrice. Systemes intégrables. Chapitre 4 : Mouvement d’un solide indéformable Degrés de
liberté¢ d’un solide. Energie cinétique. Axes principaux et tenseur d’inertie. Moment cinétique
d’un solide. Approche vectorielle et équations d’Euler. Approche Lagrangienne et angles
d’Euler. Toupie symétrique.

Chapitre 5 : Mécanique Lagrangienne des milieux continus Le passage a la limite continue.
Théorie classique des champs. Equations d’Euler-Lagrange du champ.

Chapitre 6 : Théoreme de Liouville. Equation de Hamilton-Jacobi



CHAPITRE 1 : Rappels de mécanique classique

1 -1. Cinématique d’une particule

La cinématique est 1’étude du mouvement de la particule ou des systéemes de particules sans la
recherche des causes de ce mouvement. Les causes des mouvements sont “a rechercher dans les
forces, ce sera 1’objet d’’étude de la dynamique.

- La description du mouvement d’une particule met en ceuvre trois vecteurs :
1) Le vecteur position.

i) Le vecteur vitesse.

iii) Le vecteur accelération.

1-1.1. Vecteur position :

Soit un référentiel donné, R, a pour origine un point O, Pour localiser une particule, nous
recherchons sa position relative par rapport “a I’ origine: 7 = OM .

Le vecteur position: 7 varie au cours du mouvement et 1’ensemble des positions successives au
cours du temps de son extremité P forme une courbe appelée trajectoire de la position P.

1-1.2. Systeme de coordonnées cartésiennes.

En utilisant pour le repére d’espace les coordonnées cartésiennes de base orthogonale associée 7,

> 7 - s N N - d d > d > d P =
J, k le vecteur : r se décompose en :7 = x7 +yj + zk .(Dans R, = Ek: 0)

La donnée des fonctions x=f(t), y=g(t), z=h(t) constitue les équations horaires du mouvement,
celle-ci peuvent étre obtenues par intégration des équations du mouvement. L’équation de la
trajectoire s’obtient en éliminant le temps t entre les différentes équations horaires, ce qui n’est
pas toujours en pratique possible.

Déplacement élémentaire : Le vecteur déplacement élémentaire MM’ (M’estpres voisin de M)
s’écrit : MM'= dOM= dxi+ dyj+ dz k



1-1.3. Vecteur vitesse

a) Le vecteur vitesse moyenne : Le vecteur vitesse moyenne d une particule M qui se trouve
a I’instant t; en My et a I’instant t, en Mz dans un repére a origine O, est donnée par:

OMZ - 0M1
v, = —
" -t

b) Vitesse instantanée (vitesse).
Le vecteur vitesse instantanée de la particule en M par rapport a un repére orthonormé
R(O,xyz) est :

d ——,

- — 1- - — —OM
v 1mv,, at
At -0
1-1.4. Vecteur accélération.

La dérivée par rapport au temps du vecteur vitesse ci-dessus donne le vecteur

d d? ——
L3=2"0oM
dt =~ dt

Accélération d, qui s'écrit comme suit:  a

1-1.5. Position, Vitesse et accélération dans un systéeme de coordonnées cylindriques :

Si la trajectoire du point M possede une symétrie axiale de révolution, il est intéressant d’utiliser
les coordonnées cylindriques de ce point (p, ¢, z) définies comme suit: p = Om (mest la
projection de M sur le plan ( XOY ), ¢=angle(OX,0Y) et z est la projection du vecteur position

OM sur ’axe OZ .
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Une nouvelle base orthonormée directe (ép ,€¢, fc) est associée a ce systeme de coordonnées
Qui sont reliées aux vecteurs , J, k

€p =Ccospi+singJ

ep=-sin@il+cospJ

=
=

Quand le point M décrit tout I’espace, les intervalles de variation de p, ¢ et z sont :



0<p<+0;0<@<21;-0<Z<+ow.

Dans la base (&, 80, k) |

1-1.5.1. le vecteur position

OM s’écrit : OM = Om + mM = pé, + zk.
oM = pép + zk .

1-1.5.2. Vecteur vitesse en coordonnees cylindrigues :
- d ~_d — - _ d — d - d 7 d 7
V= EOM—E(pep + Zk) = (Ep) €+ p (Eep) + (EZ) k+ ZEk

Ld . odp_@md_ _ .
Ona: dtp—p,dtk O,dtz z

8,=Cosp i+sin g j - % ep= %(cos<p7+ sin @ J)=¢(=sin ¢ 1 + cosg )= ¢ e,

Donc :%ep =@ €y

Regle générale : La dérivée, par rapport au temps, de vecteur unitaire est donc donnée par
le vecteur e¢ qui est orthogonale a ép multipliée par la vitesse angulaire (¢ = %(p)

V= p §p+ p(p §¢+Zk

3. Vecteur accélération en coordonnées cylindriques :
5= (08 + pp 8ot 2K) = (Sp) 8+ p (8) + (2p) 920+ p (26 ) s+ pg (S80)+

Ona (% (3<p) = % (—sin @1+ cosp 7) = —@(cos @ [ +5inp ))=—¢ &,

Doy SR _Glyoy. by L
wP =P ' TGP =PI =9

a=(p—pp2ep+ (pP+2pp Yes+zk
1-1.5.4. Position, Vitesse et accélération dans un systéme de coordonnées sphérigues: (r.@.0

le vecteur position :Nous rappelons que, le vecteur position s’écrit : OM=re, ; Ou : |0M| =7

relations entres les vecteurs de la base sphérique (ér,€6 ,éq ) et les vecteurs 7, J, k

- .

8. = sinfcosy i+sind sin @ j +cosOk



6= c0sOCOS i+cosB sin ¢ J -sinfk

é
€p=—Sin @ 1+ CoSp |

Vecteur vitesse en coordonnées sphériques :

- d ——2_d d - d -
V=% OM_dt (Ter ) - (dt T) er+T (dt er)

d .
Ona: =r=r,

(@®)=G%)wo o) ae =0 (5#) +0 (55)

(%Er) = cosBcos@T+ cosB sin ¢ ] — sinfk = ée

(% &:)=—sinf sing i +sinf cose j = sinf (~sin ¢ 1 + cosg )= sinfé,
(d g ) 9 - . . 6_)
> |\er)=0e sinbe
dt 6+ (p 4
U =78, +10éq +r¢ sindé,

Vecteur accélération en coordonnées sphérigues :

d P
Ev = —(r €, + 16 éq +r¢ sinde,)

(%7’”) e +7 (;t er) + (ir) 08y + 1 (ié 89+ 16 ( %59)+(;t ) ¢ singé,)+
r(% ip) Sin@ é,+ r¢ ( d sm@) é,% I sinf (d 'é(p)

>
a

5
a

Ona: (%59) (aae é’e) 0+ (%60) i 6 (%é’a) + ¢ (% ea)—— 6 (sinfcosy i+sindsing j

+Sin9E)+ @cosB(—sin @ i + cosg ))=- 6&, + ¢ cosB &,

Etona: (% é(p): — ¢ (cos @ i +sing =—¢é,

On peut écrire €, dans la base (€, €9, €,) comme

€, = (€,.6,) é,+(€,.89 ) Eg+(€,. €, ) €,

Calcul des produits scalaires (€,. €, ), (€,. € ) et (€,. €, )
(€,.€.)=(cos ¢ i+ sing ). (sinfcosg i+sind sin ¢ | +cosOk)=sind

(&, 85 )= (cos ¢ T + sing J).(cosOcose i+cosB sin ¢ | -sinfk)=cosd
(&,. €, )= (cos ¢ i +sing j).(—sin ¢ i + cosp J)=0

(;t e(p> —@(sinBé, + cosbey)



Donc: d = 7€, + 1 (0 80 + ¢sindép) + 1 08y + ey + 10(— 08, + ¢ cosO E,)+i( sinhé,+
r$ sinfeé,+ rp 6cost é,- rg sinfp(sindé, + cosféy)
Donc I’expresssion de 1’accélération en coordonnées sphériques est :

d = (¥ —16% —rp*sin®0)é, + 270+ rf — r¢p? sinfcos)ey+(2r psind + 2rf ¢ cosd +
ry sinb)é,

1-1.5.5. Repére de Frenet

1 est intéressant d’introduire un repaire spécifique appelé triedre de Serret-Frenet (Repere de Frenet), il
permet d’exprimer d’une fagon intrinséque la vitesse et 1’accélération, (C'est-a-dire exprimer ces
grandeurs cinématique indépendamment d’un systéme de coordonnées particulier)., nous avons au point
M:

5B _ 7
v=—-T=v
dt

trajectomre

Le repére de Frenet défini par les vecteurs (f, N, §) et d’origine M; est un outil d'étude du
comportement local des courbes. Il s'agit d'un repére local associé a un point M, décrivant une
courbe (S).

T :Tangente en M(t), orienté dans le sens du mouvement. N :Normale 2 la trajectoire en M(t)
perpendiculaire a T , orienté vers le sens de courbure. B : Binormale =T AN .

5 do> dy =\ dvz dT_dvz  dT ds 5> dsq=
d=—0==—(T)==T+v—=—-T+v= telquev="et 5="T
dt dt dt dt dt dt dt dt

A un instant ¢, au point M de la trajectoire, le vecteur de base T fait un angle a avec la direction

de l'axe des x . A l'instant t + dt , ce vecteur tourne d'un angle da . La dérivée, par rapport au

o . T .=
temps, de ce vecteur unitaire est donc donnée par: e an ,

-

da . ds v |, vds
: = >— = = p0— = — -
Ona ds = pda L oa=pma=— T +

- L, dvz  v:z=
N=a=—T+—N
p dt dt

p

L'expression du vecteur accélération dans la base de Frenet est :


https://fr.wikipedia.org/wiki/Courbe
https://fr.wikipedia.org/wiki/Rep%C3%A8re_(math%C3%A9matiques)

1-2. Dynamique d’une particule :

est une discipline de la mécanique classique qui étudie les corps en mouvement sous l'influence
des actions mécaniques qui leur sont appliquées. Elle combine la statique qui étudie I'équilibre
des corps au repos, et la cinématique qui étudie le mouvement.

1-2.1. Lois de Newton :
1-2.2. La premiere loi de Newton : Principe d’inertie :

Tout corps persévere dans I’état de repos ou I’état de mouvement uniforme en ligne droite dans
lequel il se trouve, @ moins que quelques forces n’agissent sur lui, et ne le contraigne a changer
d’état.

1-2.3. La deuxieme loi de Newton : Principe fondamental de la dynamique :

La notion de quantité de mouvement s'introduit naturellement en dynamique : en fait, la relation
fondamentale de la dynamique exprime le fait que I'action d'une force extérieure sur un systeme
conduit a une variation de sa quantité de mouvement :

1-2.4. La troisieéme loi de Newton : Principe des actions réciproques:
Si un corps A exerce sur un corps B une force ﬁA/B alors B exerce sur A une forceﬁB/A telle que
FA/B = _FB/A

1-2.5. Quantité de mouvement :

la quantité de mouvement p est le produit de la masse m par le vecteur vitesse vd'un corps
matériel supposé ponctuel. Il s'agit donc d'une grandeur vectorielle, définie par :

p=mv
, qui dépend du référentiel d'étude.

1-2.6. Moment cinétique :

Le moment cinétique de M par rapport au point fixe O est:
L, = #AP = mOM AP

1-2.7. Moment dynamigue (moment de la force)

Moment dynamique du point M par rapport au point fixe O, dans un repéere R, est par définition:
o = rAF = OMAF

7


https://fr.wikipedia.org/wiki/Discipline_(sp%C3%A9cialit%C3%A9)
https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_newtonienne
https://fr.wikipedia.org/wiki/Action_m%C3%A9canique
https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_statique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Cin%C3%A9matique

1-2.8. Theéoreme du moment cinétique.

Le théoreme du moment cinétique énonce alors que : la dérivée par rapport au temps du moment
cinétique par rapport a un point (O) égale au moment de la force appliquée sur ce point (O):

Démonstration :

L, = 7P = mOMAp

df/o_d(% . _(d9> - (d %)
= rap) = (7| A+ 7l

d - > > - d = dz > o> > - > o =
—7=7, p=mv et(— )— 2= mBAV + PAF  onsait que $A0 = 0
at at at

dL/O —

e~ " /°

1-3. Travail et éneraqie :
1-3.1. Puissance et travail d'une force :

La puissance instantanée (P) d'un point matériel M est le produit scalaire de la résultante des
forces F qui agissent sur M par la vitesse v de ce point:

P= Z F.?
L’unité de la puissance est ‘Watt>> (1 Watt=1 kg m? s %)

Le travail élémentaire fourni par un point matériel se déplacant d'une quantité finie dOM , est
donné par,

AW =Zﬁ.dW

> doM L > dOM
Comme v = . on peut écrire diW = ZF'T

dt =Y F.0dt=Pdt
Energie cinétique:

L'énergie cinétique d'une particule M de masse m et de vecteur vitesse ¥ est le scalaire £ défini
par:

Théoreme:

Le travail de la résultante, ) F de toutes les forces (conservatives et non conservatives)
appliquées a un point matériel M, dans un référentiel quelcongue R, entre la position initiale A et
la position finale B, est égale a la variation de son énergie cinétique entre A et B


https://fr.wikipedia.org/wiki/Kilogramme
https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A8tre
https://fr.wikipedia.org/wiki/Seconde_(temps)

Démonstration: W= [ F.dr

(#2) dt

. > dav — ar 5 t, dP o 1 t, d
Pui s F=ma=m— etdr=—dt=vdt > W = m—. == —
uisque md =m_ et —dt = vdt ftl . vdt sztl =

L2y =2%5
dt(v)_zdtv
1. 1.

W= Emvz(tz) - Emvz(tl) = AE,

Ou v(t,) et ¥(t,) représentent les vitesse de la particule de masse m aux instants t, et t;
respectivement

1-4. Svysteme a N particules :

Forces intérieures et forces extérieures : les forces intérieures sont celles qui sont exercées par
des objets intérieurs au systéeme ; les forces extérieures sont celles qui sont exercees par des
objets extérieurs au systeme.

chaque force intérieure ﬁmt (exercée sur un objet A par un objet B, tous deux appartenant au
systeme) est equilibrée par une force intérieure opposee (exercée par l'objet A sur l'objet B). La

résultante des forces intérieures est donc nulle :); F;,; = 0

Quantité de mouvement totale de N particules :

La quantité de mouvement totale de ces N particules s’écrit :p = X, m;V;

et la masse totale M = ), m;

centre de masse d’un systeme a N particule de masse m,, m,, ..., my de vecteurs
[ - ] =
71,7, .., Tyest défini par le vecteur 7, comme :

F _ m1771+m2772+ ...+mN?'N _ Zimi?i _Zimi?i
= = =

mi+my+ .. 4Amy Yim; M

La quantité de mouvement de ces N particules s’écrit :p = X; p; = Limv; = Lymy ' =
d . e dar N N ;
ME% = Md—rtc = M7,, D, est la vitesse du centre de masse.

autrement dit la quantité de mouvement totale du systeme est égale a la quantité de mouvement
de son centre de masse C de vitesse v, affectée de la masse totale.

Systéeme a N particules et forces extérieures :

Théoréme : un systéeme de N particule se comporte comme un point matériel de masse totale M
localisé dans le centre de masse soumis a une force extérieure égale a la somme des forces
extérieures s’exercant sur chacune des particules.

Démonstration :



- d?v

. - -
— l—
Pi = My —5 =X Fij + Fiext

. d*7; S .
DFi= ) i = 0,0, Fut ) P
i i j i

i
dz#; d?

2i 2 Fij = 0 et X Fiexr = Fexeet Ximy ' = = Xiym;7; = M

d2 Zimi?i dz
at?

- —
ez m - Mygfe=Mac

Ou d, est I’accélération du centre de masse

Ce resultat est connu sous le nom de théoreme de la résultante cinétique ou encore théoréme du
centre d'inertie: il montre que pour un systéme matériel I'action des forces extérieures conduit a
une variation de la quantité de mouvement du centre de masse du systéme.

Moment Cinétigue d’un Systéme a N particules au point O

Z _ - - - -
Jo = riAp; = m;riAv;
i

i

Est défini par

Introduisons les coordonnées barycentriques par rapport au centre de masse :
N —_— — B —
= OML =0C + CMl
A - e
Tel que : OC =1, est le vecteur associée au centre de masse ¢

_— —
CM;=r'; est le vecteur associée au point M dans le repere de centre de masse

>
r=1.+715

Et

B = ¥ + v

=L, = Ximy(7 + 17)A( + 1)

=% m; (Fond,) + Tymfe AV + 5 mr b, + omr i av

Ona: X m;(Fnv)=X; m; T, )=(FA0,) Xy m; = M(F ) (1)

2 2 =7 miv=2A0 = 0 2
DiMT AV = ToA Y MV =T A Y MV =1 A0 = (2)

. — _d
puisque )., m;v'; = =

2imri v = (Bimir')Av, = 047 =0 (3)

10


https://fr.wikipedia.org/wiki/Forces_int%C3%A9rieures_et_forces_ext%C3%A9rieures

L/o = M(FC/"_}C) + z miT’i/\v’i
i

Donc

Le moment cinétique par rapport au point o est égal a la somme du moment cinétique de centre
de masse par rapport au point o et le moment cinétique par rapport au centre de masse (moment

cinétique propre du systeme).

Energie Cinétique d’un_Systéme a N particules :

L’énergie totale cinétique est la somme des énergie scinétiques des N particules :

1 2
EC =Z§ml 14
i

Ona:v; =v,+ v}

1 =2 1 2 1 —, 2 — 2@ 1
Ec =Xiom (¥ +v7) =Xiom Ve A Xism v+ Ximy U vV Rsmy +

1 2

=2 = 1, 52 1 -
Yiom Vi + Ve Xym v = MU + X omy v

—

Puisque : v..>; m; v'; = ¥,.0=0

L’¢énergie totale cinétique est la somme de I’énergie cinétique du centre de masse et de I’énergie

des particules par rapport au centre de masse :

1-5.  Degrés de libertés :

Pour définir la position de N particules dans I'espace, il est nécessaire de spécifier N vecteurs
position, donc 3N coordonnées. Le nombre de coordonnées indépendantes devant étre spéecifiées
pour définir de maniere unique la position d'un tel systeme est appelé le nombre de degrés de

liberté du systeme. Ici, ce nombre vaut 3N.

Exemples : une particule pouvant se déplacer dans une direction possede un (1°) degré de

liberté.

Une particule est libre de se déplacer dans un espace a deux dimensions, elle posséde deux (2°)

degrés de liberté.

Une particule est libre de se déplacer dans un espace a trois dimensions, elle possede trois (3°)

degrés de liberté.
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