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Soit X un ensemble non vide, P(X) représente ’ensemble des parties de X.

1 Préliminaires

Définition 1. La fonction indicatrice x4 de la fonction A est la fonction de X dans {0,1}, définit

comme suivant:
1 :z€ A

VJJEX:XA(x):{O o A

Exercice 1. Représenter graphiquement Z X[n4o0[-

n>0

Définition 2. Soit (u,)nen une suite des éléments de R. On définit la limite supérieure limu,, et la
limite inférieure lim u,, de la suite (uy)neny comme suivant:

limwu, = lim supwu, = inf supu, limu, = lim inf u, = sup inf u,
P—=+00 n>p PEN >y p—>+oon>p peN n>p

On a: limu, < lim w,.

_1)n
Exercice 2. Soit (u,)nen une suite réelle définie par: u, = 2 + (=1) ,n € N*.
n

Trouver: limu,, lim u,,.

2 Tribus

Soit A une collection non vide des parties de X.

Définition 3. On dit que A est une tribu (c— algébre) sur X si et seulement si:
i) D e A,

ii) Pour toute A € A, on a A° € A.

iii) Pour toute famille dénombrable {A;}ic; de A, on a: UAi c A

iel
Définition 4. Toute couple (X, A), ou A est une tribu sur X, est appelée espace mesurable. Les
éléments de A sont appelés des ensembles mesurables.

Remarque 1. Soit C une collection des parties de X. Alors, il existe une tribu minimale A(C),
contient C. Cette tribu est appelée la tribu engendrée par C.
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Exercice 3. Soit X = {a,b,c,d}, et soit C ={0,{a},{c,d}{b,c,d}, X}.
Quels sont les éléments de A(C), la tribu engendrée par C?

Définition 5. Soit (X, 7) un espace topologique. On appelle tribu borélienne sur X par rapport a T,
et on le note par B.(X) la tribu engendrée par .
Les éléments de celle tribu sont appelé les ensembles boréliens.

Remarque 2. On désigne par Bg la tribu borélienne engendrée par la topologie usuelle de R.

Exercice 4. Soit X = {a,b, c,d}, muni de la topologie T = {0, {a}, {b}, {c}{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}, X}.
(i) Trouver la tribu Borélienne B,(X) basée sur la topologie T.

(ii) Ewiste - il des sous ensembles de X n’appartient pas a B(X).

Exercice 5. Démontrer que les ensembles suivants sont des boréliens de R?:

i) La diagonale A = {(x,z),z € R}.

ii) E={(r,y) eR?: 22 +y* =1,z ¢ Q}.

3 Mesure

Définition 6. Soit (X, A) un espace mesurable, et soit la fonction p: A — R. On dit que p et une
mesure positive si et seulement si:

i) VAe A: u(A) >0,
i) p(0) =0,

iii) pour toute suite {A,}22 | des éléments disjoints deux & deux de A, on a: u (U An> = Z w(Ay).
n=1

(cette propriété est appelée la propriété de o— additivité). i
(X, A, i) est appelée un espace mesuré.

Remarque 3. Soit (X, A, 1) un espace mesuré.

i) Si pu(A) < oo, on dit que p est une mesure finie.

if) Si pu(X) =1, on dit que pu est une mesure de probabilités.

ii) Sil existe une recouvrement dénombrable { A, }nen des éléments de A tel que u(A,) fini pour tout
n € N, on dit que p est une mesure o— fini.

Exercice 6. On se donne un espace mesurable (X, A), et on note par 0, la mesure de Dirac au point
x € X. Soit x1,x9,...xN des élément distincts de X, et p1,ps,...pn des nombres réels positifs. On

note:
w o A = [0,400]

N
A =) pibs,(A)
=1

Montrer que i est une mesure sur X.



4 Fonctions mesurables

Soit X, Y deux ensembles non vides, A une tribu sur X, B une tribu sur Y, et f : X — Y une
application.

Définition 7. Soit G une partie de P(X). L’image réciproque de G par Uapplication f est I’ensemble
sutvant:

UG ={AecP(X),3BcG: A= fYB)}.

Proposition 1. Soit B une tribu sur Y. Alors, A = f~Y(B), est une tribu sur X, dite la tribu de
l’image réciproque de B par l'application f.

Définition 8. On dit que f : (X, A) — (Y,B) est mesurable si et seulement si f~1(B) C A.
On désigne par M((X, A), (Y, B)) l’ensemble des applications mesurables de (X, A) dans Y, B).

Définition 9. On munit (X, A) d’une mesure positive pi. On dit que deuz fonctions f et g de (X, A)
dans (Y, B) sont u— équivalentes si f = g presque par tout, et on écrit f = g(mod ) ou f = g u—ppt

Exercice 7. Décrire les fonctions mesurables de (X, A) dans R ou A = {0, X}.

Théoreme 1. Soit f une application de (X, A) dans (R, B(R)). Alors: les assertions suivantes sont
équivalentes:

~

. feL(XA),

 VYaeR: fY([—o0,dq|

2 00, af) € A
8. VaeR: f7[—o0,d]) € A,
4. Ya eR: f(Ja,+oc]) € A
5. YaeR: f1([a,+ox]) € A
Corollaire 1. La fonction indicatrice d’une partie mesurable est une fonction mesurable.

Exercice 8. On munit R de la tribu borélienne Bg. Soit k > 0, et T} la fonction définit par:
1
VteR: Tk(ﬂf) = §<|t + k| — ’t — k|)

1. Représenter graphiquement Tj,.
2. Ty est elle fonction mesurable?

3. Soit (X, A) un espace mesurable, et f une fonction mesurable de (X, A) dans (R, Bg). Montrer
que la fonction Ty, o f est une fonction mesurable

5 Types de convergence

On munit (X,.A) d’une mesure positive p, et soit {f,} une suite des fonctions de (X, A, ) dans
(R, Br, \). Notons par d(a, A) la distance usuelle entre a € R et 'ensemble A C R

Définition 10. On dit que la suite {f,} converge u — ppt simplement, s’il existe N C X, p—
négligeable telle que f, converge simplement vers f dans N€.

Définition 11. On dit que la suite {f,} converge u — ppt uniformément, s’il existe N C X, pu—
négligeable telle que f, converge uniformément vers f dans N€.



Définition 12. On dit que la suite {f,} est convergente par la mesure ju, et on écrit f, = f si et
seulement si

¥e> 00 lim u(fe € X :|f(e) = f@)] = ) =0

Définition 13. On dit que la suite {f,} converge vers f presque uniformément (et on écrit f, —>
fu—p.u.) si pour tout € > 0, il existe une partie mesurable A telle que u(A.) < e, et {f.} converge
uniformément vers f sur AS.

La figure ci-dessu est extraire de
C. Bourdarias: Intégration et application. Université Chambry Annecy de savoie, 2000.

convergence uniforme ——— convergence simple ————  convergence (t—PPt

(*] |si p(X)< o0

convergence ,U-—P-ll- > convergence
€11 Iesure

(*) : pour une suite extraite

Exercice 9. : Etudier la convergence par mesure de la suite (f,), a la fonction nulle, ou

6 Fonctions intégrables

On munit R de la tribu borélienne, et soit (X, A, ) un espace mesuré. Toutes les fonctions sont des
fonctions de X dans R.

Définition 14. On dit qu’une fonction f de (X, A, n) dans (R, Br, \) est une fonction simple (étagée)
si l'ensemble f(X) est une ensemble fini.

Définition 15. Soit p une fonction simple, positive, définie sur X comme suivant:

Y= Z Qi X A,
=1

ou {A;}, C A est une partition de X, et {a;}!_, est une suite réelle. L’intégrale de la fonction ¢
sur ’ensemble X par rapport a la mesure p est le nombre positif achevé:

/X pdp = Z@W(Az') (1)

Remarque 4. Sachant que 0.00 =0, on a / wdp =0 si ¢ =0 ppt sur X.
b'e



Définition 16. Soit f une fonction positive, mesurable, définie sur X, et soit Fy l'ensemble des
fonctions simples ¢, satisfaites: 0 < ¢ < f. L’intégrale de la fonction f sur l’ensemble X par rapport
a la mesure p est le nombre positif achevé:

/deuzsup{/Xsodu,sOfo}- (2)

Définition 17. Soit f une fonction mesurable sur X, on pose: / fdu :/ frdu —/ fdu (siil
X X X
est définit).

Définition 18. Soit f une fonction mesurable sur X. On dit que f est Lebesque intégrable si f est

mesurable et / |fldu < +o00. On désigne par LY(X, u) Uespace des fonctions Lebesque intégrables
X

sur (X, A, p).

Exercice 10. Soit p €]0,+oco[. On munit R de la mesure de Lebesque A, et soit f la fonction définit
par:
VreR: f(.?f) = |$‘_p.X},1,1[.

Calculer / fdA.
R

7 Théoremes de convergence

Théoréme 2. [convergence monotone de Beppo Levi| : Soit {f,}5°, une suite croissante des
fonctions mesurables, positives, bornées p— ppt sur X. Alors, lim f,(z) = f(z) existe partout,
n—-+00

positive, mesurable, et on a:
[ fin= g [ fudp=sup [ fdu
X n—+00 X n X

Théoreme 3. [Lemme de Fatou] : Soit {f,}°°, une suite des fonctions mesurables sur X. Sup-
posons qu’il existe une fonction intégrable g telle que g < f,,, pour tout n. Alors:

/ lim f,dp < h_m/ fndp
X X

Théoréme 4. [Convergence dominée de Lebesgue] : Soit {f,}32, une suite des fonctions
intégrables sur X. Supposons que:

1. {fn}>2, converge u— ppt vers une fonction f.

2. Il existe une fonction intégrable g telle que |f,| < gp ppt pour tout n.

Alors: f est intégrable et f, Lﬁu) f ( ce qui donne lir+n / fudp :/ fdu).

Théoreme 5. [continuité sous signe d’intégrale: Soit f(x,t) une fonction définie sur X x]a, b|.
Supposons que la fonction f(.,t) est mesurable pour tout t €la,b|, et on pose:

G(t) = /X £ t)dpu(z).

Soit ty €]a,b[, on suppose que:



1. La fonction f(x,t) est continue au point ty, et p— ppt sur X.

2. Il existe une fonction intégrable g telle que pour tout t au voisinage de ty on a: F(x,t) < g(x) p—
ppt sur X.

Alors, la fonction G est continue au point ty).

Théoréme 6. [dérivabilité sous signe d’intégrale] : Soit F(x,t) une fonction définie sur
X x]a,b[. Supposons que la fonction F(.,t) est intégrable pour tout t €la, b, et on pose:

G(t):/XF(x,t)d,u(x).

Soit ty €la, b[, on suppose que:

oF
1. E(I’to) existe p— ppt sur X.

2. 1l existe une fonction intégrable g telle que pour toutt au voisinage de ty on a:

t—t,
g(x) p— ppt sur X.

F
Alors: —(z, ) existe est intégrable et on a:

ot
dG or
{E}t:to —/Xg(w,to)du(x)

Exercice 11. Soit la suite des fonctions {f,}22,, définie sur RT comme suivant: f,(x) =e™* .
1. Montrer que la suite {f,}°2,, converge vers une fonction f.

2. Est -ce- qu’on peut appliquer théoréme de Beppo Levi au suite {f,}>2,, sur I =10,1].

3. Calculer lim /fn.
n—+oo [r
4. Est -ce- qu’on peut appliquer théoréme de Beppo Levi au suite {f,}5°, sur J =|1,+o0|.

5. Est -ce- qu’on peut appliquer théoréme de Lebesgue au suite {f,}5°,, sur R*.

6. Calculer lim fn-
n—+00 [pt

Exercice 12. Soit {f,}>2, la suite des fonctions définie sur I = [0,1] comme suivante: f,(x) =
2nre "

1. Montrer que {f,}5°, est converge simplement vers une fonction f que l’on déterminera.

2. Est -ce- que ette convergence est uniforme?

3. Montrer que lim /fndx#/fdx
n—-+oo I I

4. Peut-on appliquer le lemme de Fatou a cette suite?

5. Peut-on appliquer le théoreme de convergence dominée de Lebesgue a cette suite?

F(z,t) — F(x,to) <



8 Solutions des exercices

0 : z<n

Solution 1. Soit n € N et soit x € R. On a: X[ 4o0/(®) = { 1 w>n

Donc: Vo <0 : Xp4oo[(x) =0, i.e Vo <0 : Zx[n,Jroo[(x) =0.
n>0
Maintenant soit x > 0, on sais que x < [x] + 1. Donc: Vn > [x] + 1 : X 1oo(z) = 0,
[z]

i.eVr >0: Zx[n,jLoo[(x) = Zl =1+ [z].
n=0

n>0
|
|
|
[
|
Solution 2. On sais que
limu, = lim supu, = inf sup u, limu, = lim inf u, = sup inf u,
p——+o00 n>p peN n>p p——+oon>p peEN n>p
Soit (v,), (wp),, deuz suites réelles telles que: Up = SUp Uy, wy, = igf U,
n>p nzp
Alors:
2+t L 4 242
v = su PR —_— ... — R
2 P o 2k 1 n 2%’

- 9 _ 92 U U -

= inf{2+4+ —,2— = 2— —
2K nH2+ o 2%+1 } 2t 1

= inf{2 — 2 = 2- )
ot = A2 = 5 2 o) % + 1
Donc: L

limu, = lim v, =2 limu, = lim w, =2
p—>+00 p—r+o00

Solution 3. X = {a,b,¢,d}, C ={0,{a},{c,d}{b,c,d}, X}.
Soient A, B € C, alors:

*Ac B € {0,{a},{a,b}{b,c,d}, X}.

*AU B € {0,{a},{c,d},{a,c,d}, {b,c,d}, X}.

*ANB e {0,{a},{c,d}, {b,c,d}, X}.

*AcuU Bc € {0,{a},{a,b},{b,c,d}, X}.

*A N B e {0,{a},{b}, X}.

*A°UB e {0,{a},{a,b},{c,d},{a,c,d}, {b,c,d}, X}.

*A°N B e {0,{a},{b},{c,d},{b,c,d}, X}.

Alors: A(C) = {0,{a}, {b},{a,b},{c,d},{a,c,d}, {b,c,d}, X}.



Solution 4. X = {a,b,c,d}, muni de la topologie T = {0, {a}, {b},{c}, {a,b},{a,c}, {b,c},{a,b,c}, X}.

(1) Sia € T alors A° € F ={0,{d},{a,d},{b,d},{c,d},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d}, X}.
En remarquant que T U F = P(X). Donc: B.(X) = P(X).
(ii) Puisque B.(X) = P(X), il n'existe pas des sous ensembles de X n’appartient pas a B,(X).
Solution 5. Montrons que les ensembles suivants sont des boréliens de R?:
i) La diagonale A = {(x,z),z € R}.
Soit la fonction f de R? dans R, définie par f(z,y) =x —y.
[ est continue, A = f~1({0}), i.e image réciproque d’un fermé.
Donc: A est fermé, donc borélien.
il) E={(z,y) eR?: 2 +y* =1,z ¢ Q}.
Soit la fonction g de R* dans R, définie par g(x,y) = 2% + y°.
[ est continue, E = g~ '({1}) N (Q° x R),
i.e image réciproque d’un g~ ({1}) fermé, donc borélien.
Q= U{r}, union dénombrable des fermés, donc borélien. Alors; Q° x R est borélien.

reQ
Donc, E = g7 '({1}) N (Q° x R) est borélien.

Solution 6. (X,.A) espace mesurable, 0, la mesure de Dirac au point x € X, x1,xs,...xy des
élément distincts de X, et p1,po,...pn des nombres réels positifs.

w o A = [0,400]
N
A =) pibs,(A)
=1

i) Il este clair que p est positive.

ii) On aVi:0,,(0) =0, donc p(0) = 0.

n=1

N

iii) Soit (A,) 2 une suite des éléments disjoints de A, alors pu(A,) Zpiémi(/ln).
i=1

Soit iy € 1,2,--- N, ng € N. Si x;, € Ay, alors x;, & A, pour tout n # ny.

N
Done: p(A,) = Z p;. Alors:

i=lx;EAn

u(UAn> = D opda(d) = > 3 m
= ZM(An) = ZM(An)

(En remarquant qu’il existe une infinité des éléments de (A,)12 tels que u(A,) = 0 puisque
{xla Loy :UN} est ﬁnZ)

Alors: 1 est une mesure sur X .

Solution 7. A= {0, X}, f fonction de (X, A) dans (R, Bg).

[ est mesurable si et seulement siVB € Bg : f~(B) =X ou f~'(B) = 0.

Si f est une fonction constante telle que f = a € R on a f~'(a) = X et a est borilien. Donc: les
fonction constants sont mesurables.

Supposons maintenant que f n’est pas mesurable, et soit b € R tel que a € Imf. Alors f=1(b) # 0
puisque f n'est pas constante, il existe v € X tel que f(x) # b. Donc: f~1(b) # X.

Alors, f n’est pas mesurable.

Les fonctions mesurables sont seulement les fonctions constantes.
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Solution 8. By la tribu borélienne, (X, A) un espace mesurable, k > 0, et T}, la fonction définit par:
1
VieR: T(x) = §(|t—|— k| — |t — kl).

1. Représentation graphique de Tj,.

2. Ty est continue, donc mesurable.

3. Puisque f est mesurable de (X, A) dans (R, Br), et T} est mesurable de (R, Bg) dans (R, Br),
alors: la fonction Ty o f est une fonction mesurable de (X, A) dans (R, Bg).

2z
luti . =— > 0).
Solution 9. f,(z) T 2 (x >0) ;
Soit € > 0, posons A. ={z € X : |fu.(x) — f(z)| > e}. Soit x € A., alors: T x2 5 =€
n’x
Done, ncx? —2x +e <0, A'=1-—n22?
1 n o
Pour n assez grand (i.en > =) on a A, = 0, i.e A(A.) = 0" =3 0.
£
Donc: (fn)n converge par mesure a la fonction nulle.
Solution 10. p €0, +oo[,Vo € R: f(x) = |z| ™. xj—11[.
/fd)\—/ || pd:c—?/ x Pdx. Alors:
2, €]0,1]
/fd/\: 1—p = PR
R +oo  : pel,+oof
Solution 11. f,(z) =e™", 2 > 0.
1. xel=101]
1 0<z<l1
{fn}22,, converge vers la fonction f, définie par: f(x) = % r =1,
0 x> 1.
2. Soitn € N, on a: Jot1(@) _ exp(z™ — 2"1).
; n n+1 . fn+1(x) . ; 00 4 ;
Puisque 2™ — 2" > 0, on a: 7.() < 1. Donc: la suite { f,}5°, est décroissante.
W (z

On peut alors appliquer théoréme de Beppo Levi au suite { f,}2, sur I =10, 1].
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3.

On a:

i) fn—> 0,ppt sur I,
i) f,<1,Vrel,

iii) /1 =1< +o00, i.e 1 € L'(I).
I

d’apres théoreme de convergence dominée de Lebesque:

Jm f= fren

J =|1, +00].

Soit n € N, on a: f;:za(j)

{fn}22, est positive, décroissante, mesurable. Donc: on peut appliquer théoréme de Beppo Levi
au suite { fn}22,, sur J.

= exp(z"tt —2™) > 1.

On a:
i) fu— f.ppt sur RY,
< = <1
11) fn =~ g, ou g([L’) { e % - r>1. ’

1
iii) g=1+4-<+o0, i.e g € L}(RT).
R+ €

On peut alors appliquer théoréme de Lebesque au suite { f,}22,, sur RT.

1
lim fn:/ f:/dajzl.
n—=+o0 Jp+ R+ 0

Solution 12. I = [0, 1], fu(z) = 2nze ™",

1.

{fn}se, converge simplement vers f = 0.

1 n o0 .
On a: sup|f, — f| = V2nexp (—5) =4 4 00, Done: la convergence n'est pas uniforme.
lim /fndx = lim (1—e™)=1£0= /fdx.
n—-+o0o I n——+o0o I

{fn}5o, est une suite des fonctions mesurables telle que f, > g = 0.
Donc: on appliquer le lemme de Fatou a la suite { f,}22 ;.

sup | fn] — 400, on ne peut pas trouver une fonction intégrable g telle que f, < g. Donc: on
ne peut pas appliquer le théoreme de convergence dominée de Lebesque a cette suite {f,}°2 ;.
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