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Notations

Notation Page
K (K,+,e) est un corps commutatitif si (K, +), EI
(K— {0k} ,e) sont des groupes abéliens, ou Ok est

I’element neutre de (K, +) et e est distributive sur +

E un K—espace vectoriel est un groupe additif (£, @) muni E
d’une loi externe ® sur un corps K appelé scalaire
R™ I’espace euclidien R X --- x R muni de la norme eucli- E
—
m fois %
dienne [|(2:); <jcpm || = < 3 xf) s (Ti)1<icm €R™
1<i<m
dy

o La fonction vectorielle y (a:) € & admet une dérivée en E

z =9 € K, si le rapport = (y (¥) — y (20)) tend vers
un vecteur limite lorsque x tend vers xg.

% est appellée notation de Leibniz

y' () est appellée notation de Lagrange

:&(l’) est appellée notation d’Isaac Newton

D,y est appellée notation d’Euler

y®) () On note % par y*) (z), tel que y* ) (z) = (y*® (x)), EI
M Matrice M = (aw)1<,<m a m lignes et n colonnes @
1<j<n
la Matrive Dérivée (Jacobien) de Y = (yi)rfgi < est
Ayi
DY ((I)gign) = <agj>1§ign,
<j<n
L Transformée de Laplace |E|

F(p)=LI[fl(p) = [y f(z)ePda
L[f=pL[f]— f(0)

L[f"=pLIf]=pf(0) = f(0)
LIfM] =pL[f] - épn " fED(0)
L{fs £ wdu] = L2() )
L1 Transformée inverse de Laplace |§|
fz) =L F (p)] = 55 f];.foo e’ F' (p) dp
0 dérivée partlelle axlajgfz = Jyw = Ojyixf @

(o) = 3 G (F (@) B (a)



0.1. INTRODUCTION

0.1 Introduction

Le calcul infinitésimal (différentiel) a tout naturellement conduit les scientifiques a énoncer certaines
lois de la physique en termes de relations entre, d'une part, des variables dépendantes d’une autre
variable indépendante (en général le temps) et, d’autre part, leurs dérivées : il s’agit 1a d’équations
différentielles ordinaires (en abrégé, EDO). L'un des précurseurs dans ce domaine fut Isaac Newton
(1642-1727). Dés lors, de nombreux modeéles de la physique ont étés énoncés par 'intermédiaire d’EDO
(dont, au XVIle siécle, les équations d’Euler-Lagrange pour les sytémes mécaniques). Nous donnons
ci-dessous une liste non exhaustive de modeles par des EDO tirés de divers domaines des sciences :

Biologie, Chimie, Electricité, Electronique, Electrotechnique, Mécanique....

Définition 0.1. [08]
Soit, £ un espace vectoriel de dimension m € N. La forme la plus générale d’une équation différentielle

ordinaire (en abrégé "EDO) est

dy d*y
F — ...,— | =0, k>1 1

('x? y’ dl” ) dl’k ) — ) ( )
telleque y: I CR — £, et FF: R x EM1 — £ est une fonction suffisamment réguliére. L’ordre de
I’EDO est 'entier k correspondant & la dérivée d’ordre le plus élevé dans et se dégré est la puissance

correspondant a la dérivée d’ordre le plus élevé.

Remarque 0.1. i) Si £ = R, alors est dite EDO scalaire
ii) Si & = R™, m > 2, alors est dite EDO vectorielle. On parle alors de systéme différentiel.
iii) Le théoreme de la fonction implicite garantit que I'EDO peut se mettre (localement) sous

forme explicite normale (résolue).

Py A
dﬂ?k - x7y7 dxw"a dl’k I

a condition que det (Jp) # 0, ou Jp est la matrice jacobienne de F' c-a-d la matrice constituée des

éléments

OF;

dkyj
8@?)

iv) Dans le cas ou la matrice Jacobienne est partout singuliere, '"EDO sous forme implicite est dite

Equation Différentielle Algébrique (EDA).

Qij = 7(iaj)€{1a"-m}2'

Exemple 0.1. [0§]




0.1. INTRODUCTION

L’EDO (Forme implicite)
(1-2*)y +ay+1=0,

xy+1
x?—1
On trouve des solutions sur chacun des trois intervalles mais la seule solution C'! (continue, dérivable

admet pour forme résolue : 3’ = sur |—oo, —1[ ou |—1,1] ou |1, 4o00].

et de dérivée continue) est y = —z sur |—oo, +00] .

Définition 0.2. Soit 'EDO scalaire

F(Z’,y,y/,...,y(n)> =0,

une fonction v : I C R — R est appellée solution ou courbe intégrale de F', si u est n fois
différentiables sur I, et

F(x,u,u',...,u(")) =0, Ve el.

eme

Une soution générale du n®™° ordre est une solution contenant n variables arbitraitres,

corréspandantes a n constantes d’intégration.

Une solution particuliére est dérivée de la solution générale en remplacant les constantes

par des valeurs particliéres, souvent choisies par rapport aux conditions initiales ou conditions

aux bornes.

Une solution singuliére est une solution qui ne peut étre dérivée de la solution générale.

La constréction d’une équation différeti¢lle (élimination des constantes) étant donné une

fammille de courbes, en éliminant les constantes.

Exemple 0.2. 1) montrer que y (x) = ¢ cos (z) est une solution de I’equation y” 4y = 0 telle que c est

une constante.

2) trouver I'equation différetielle de solution générale y = ¢ sin x.

3) Former 'equation différetielle de solution générale y = C (x — 02)2

Solution : 1) on a y” (x) = —csin (z), alors 4" (z) + y (x) = —csin (z) + ¢ sinx =0

2) En dérivant I’équation, on a ¢y’ = ccos (r) en dévisant % = cotx

3) En dérivant deux fois y = C (z — 02)2 ,onay =2C (xr—Cy)ety” =2C;,ona % =207 =1/,
W _ e,

1

donc on obtient I’équation cherchée =2y




CHAPITRE 1

Résultats fondamentaux,Equations diférentielles du premier ordre

1.1 Existence et unicité des solutions pour les Problémes de

Cauchy

[1.1 Existence et unicité des solutions pour les Probléemes de Cauchy|

[1.1.1 ~ Probléme de Cauchy]

[1.1.2  Solutions du Probléme de Cauchy|
[1.1.4  Solutions globaleg|

[1.1.5 Régularité des solutions|
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1.1. EXISTENCE ET UNICITE DES SOLUTIONS POUR LES PROBLEMES DE CAUCHY

Dans cette section on va étudier 'existence et 1'unicité des solutions des EDO en présentant le

probléme de Cauchy et des conditions nécessaires et suffisantes pour 'existence des solutions globales.

1.1.1  Probléme de Cauchy

Définition 1.1. [06]

) ] ) ) Rx& — &
Soit £, un espace vectoriel , et soit la fonction f :

(z,y) +— f(z,9)

R — &
Résoudre un Probléme de Cauchy, c’est trouver toutes les fonctions y : , telle que
z — y(z)

dy ;o
=Y = f(z,y)

y (o) = Y

,ouxg ER, yg€E& (1.1)

1.1.2 Solutions du Probléme de Cauchy

Soient &€ =R™, I C R, I C R, U un ouvert de R x R™, f: U — R™, une application continue
Définition 1.2. [06]

Une solution de (|1.1)) est une fonction dérivable y : I C R — R™, telle que :

1. Ve eI, (z,y(x)) € U.

2. Vx € Ia yl(‘r) = f(l’,y(ﬁ)), To € Ia (xﬂvy()) cU

1.1.3 Solutions maximales

Définition 1.3. [10]

Soient y : [ — R™, 3 : I — R™ des solutions de |}
On dit que 7 est un prolongement de y si I C I et Yz € I, j (z) = y ().
On dit qu'une solution y : I — R™ est maximale si, y n’admete pas de prolongement 7 : I — R™ avec

ICI.
Théoréme 1.1. [1()

Toute solution y se prolonge en une solution mazimale § (pas nécessairement unique).

14



1.2. THEOREMES D’EXISTENCE ET UNICITE

1.1.4 Solutions globales

Soit I'ouvert U, de la forme U = J x U’ ou J est un intervallede R et U’ un ouvert de R™.

Définition 1.4. [10]

Une solution globale est une solution définie sur l'intervalle J tout entier.
Remarque 1.1. Toute solution globale est maximale, mais la réciproque est fausse

Exemple 1.1. [10]

Soit ¢’ = y? sur U = R x R. Cherchons les solutions de cette équation, nous avons la solution globale
y(z) =0.
: : Y s o 1 —1
Si y ne s’annule pas, alors = = 1, d’ou par intégration ——— =z + ¢ = y () = .
y(x) x+c

Y2
Cette formule définit deux solutions, définies respectivement sur | — oo, —¢[ et | — ¢, +00].

Ces solutions sont maximales, mais pas globales. En fait y (z) = 0 est la seule solution globale.

1.1.5 Reégularité des solutions
Définition 1.5. [05]

Une fonction est dite de classe C¥, si elle admet des dérivées partielles continues jusqu’a l’ordre k.

Théoréme 1.2. [05]

Si f:UCRxXR™ =R est une fonction de classe C*, alors toute solution de est de classe C**1,

1.2 Théorémes d’existence et unicité

Lemme 1.1. [10)/
On dit que y : I — R™ est une solution du probléeme de Cauchy st et seulement si

1. y est continue pour tout x € I, (z,y (z)) € U.

2. Pour tout x € I, on a

y () :?/0+/xf(t,y(t))dt.

o
Définition 1.6. [10]

On dit que f est localement lipschitzienne en y, si pour tout (xo,y0) € U, il existe un cylindre
C =[rg— z,20 + 2] X B (yo,70) C U et une constante k = k (x,y9) > 0, tel que f soit k— lipschitzienne
en y sur C.

V(a:,yl) ) (xayQ) €, Hf(xayl) —f (%yz)H <k Hyl - yQH .

15



1.2. THEOREMES D’EXISTENCE ET UNICITE

Remarque 1.2. [03]

0
Pour que f soit localement Lipchitzienne par rapport a y il suffit que —f existe et soit continue

Théoréme 1.3.

0y
12

St f est localement lipchitzienne par rapport a vy, alors le probléme de Cauchy admet une solution

unique.

Preuve

On va donner la preuve, pour m = 1, et on peut ainsi facilement la generaliser au cas général.

Si f € C([a,b]) et si f vérifie la condition (dite de Lipschitz),

Vz € [a,b], Vy € C(la,b]), Vz € C([a,b]), AL > 0; [f (2, y(x)) — f(z, 2(z))| < Lly(z) — ()],

alors, le Probléeme de Cauchy admet une solution et une seule sur [a, b] (et ceci pour tout y, € R).

Existence (itérations de Picard)

On définit la suite de fonctions (yx) telle que

Yo (ZE) =Y
Yks1(x) =y, + ff f (it yp(t))dt.

Par définition, yx € C*°([a, b]). Ainsi,

Vz € [a,b], yri1(x) — y(z / F(tye(t) — f(t, yr—1(t))dt.

Ou, f vérifie une condition de Lipschitz, d’ot

Vo € [a,b], |y (@) — ye(2)] < L/ 1Yk (t) — yr—1(t)|dt < Ll|yx — ye-1lloo]z — al.

Puis, par récurrence,

Vi € [&7 b}a ‘ykJrl(x) —yk(-T)’ < LkHyl - yoHOO

b —al*
Kl

| — af®
Kl

< LMy — 4y l]oo

Ensuite, comme (k + 7)! > Eklil,

!b—a!

b—a
o € 0.t (o) — wula)] < L y0||ooZLZ

16



1.2. THEOREMES D’EXISTENCE ET UNICITE

p—1
. i [b—al’ _
Ou, E Ll% < eklb=al donc

=0

b —al*

VY € [a,b], [ypsp(z) — yp(z)| < LF v - Yo looe™ P71,

Il s’ensuit que (yx) est de Cauchy dans C*([a,b]), donc (yx) converge uniformément vers y de
C>([a, b]). De plus, la limite y satisfait Vz € [a,b], y(z) =y, + [ f(t, y(t))dt.
Unicité

Si le probleme de Cauchy admet une solution y, cette solution vérifie que

Vo € [a,b], y(z) =y, + / CF ().

Supposons qu’il existe deux solutions y et z & ce méme probléme de Cauchy. donc

Vo € [a,b), y(x) = y, + [ f(t,y(t)dt et Vo € [a,b],2(x) = y, + [ f(t,2(t))dt, nous obtenons
facilement,

Va € [a,b], y(x) — z(x) = [T f(t,y(t)) — f(t, 2(¢))dt. Ou f vérifie une condition de Lipschitz, d’ou

Va € [a,b], [y(x) — 2(2)| < L [ y(t) — 2(t)]dt < Llly — 2||c|z — al,

ol ||w|oo = SUPgefa|w(2)],pour w € C([a, b]). Ainsi, par récurrence,

|z —al"

Vi € [a,8], [y(z) = 2(2)] < Llly = #lloet—

En faisant tendre n vers l'infini, on obtient Vz € [a,b], |y(x) — z(x)| < 0, puis y = z.

Exemple 1.2. [05]

Soit le probléeme de Cauchy :

yl = f($7y> o fR — R (12)

y (o) = %o (z,y) — y5

3
2

Les solutions générales de () sont : y (z) = € [2 (x — ¢)]? , e = £1 et la fonction identiquement nulle.

1°"cas : yo # 0

La fonction f est alors de classe C'! sur un voisinage de (¢, o) et le Théoréme de Cauchy nous assure

Iexistence et I'unicité d’une solution sur un voisinage de (xg, yo) .

17



1.2. THEOREMES D’EXISTENCE ET UNICITE

En effet la résolution du Probléme de Cauchy fixe la valeur de € en fonction du signe de yy. Mais si
I’on cherche une solution définie sur R, on trouve une infinité de fonctions par raccordement des

différentes courbes en 19 = 0

2°M¢ cas : yp =0

La fonction f n’est pas dérivable sur un voisinage de yg et le Théoreme de Cauchy ne s’applique pas.

On peut trouver trois fonctions solutions :

yi(z) = 0
ya(r) = [3(z—20)]? 3
ys(z) = — [% (x — xo)} 2,

1.2.1 Condition suffisante d’existence des solutions globales

Théoréme 1.4. [10]

Soit f : U — R™ wune application continue sur un ouvert produit U = J x R™, ou J C R est un
intervalle ouvert. On suppose qu’il existe une fonction continue k : J — R telle que, pour tout x € J
fizé , Uapplication y — f (x,y) soit lipschitzienne de rapport k (y) sur R. Alors toute solution mazximale

de Uéquation y' = f (z,y) est globale (i.e., définie sur J tout entier).

Exemple 1.3. [10]

Soit I'’equation suivante :

Y =ava?+y?=f(z,y) (1.3)

On montre que toute solution maximale de (|1.3) est globale.
On a f (z,y) definie sur R x R = R?,
et Yy € R, y» € R,Vr € R,

zy/2? 4yt — xy /2% + 3
\/x2+y?—\/x2+y§

‘f($,y1) _f(xayQ)‘ =

= ||

18



1.2. THEOREMES D’EXISTENCE ET UNICITE

| < Va4t
lya| < /22 + 3

[y1 + 42 <1
Va2 + i + 2+ y3

= [yr + 9] <[] + 2] < \J22 47 + (Ja2 443 =
donc :

(z* +9f) — (2" + 43)
Va2 +yi + V2 + 3

|f(x7y1)_f(x7y2)| = |l‘|

(y1 +v2) (11 — y2)
Vat + i+ V2 +y

= |7

= < |zl lyr — el < Q () [yr — 12|,
2

telle que @ (z) = |z|.La fonction @ (z) est continue sur R, donc d’apres Théoréme [L.4] toute solution
maximale de (|1.3) est une solution globale.

19



CHAPITRE 2

Résolution explicite exacte de certaines EDO

2.1 Interprétation géométrique d’une équation différentiellee

PTT Tsodned

[2.1.2  Représentation graphique des solutions|

2.2  Equations a variables séparées|

2.3 Equations homogénes|

[2.3.1 Equations se ramenant a des équations homogenes|
B4 EDO Tinéa Scalaires
241 EDO Linéaires du 1° ordrd

[2.4.2  Equations de Bernoull

[2.4.3  Equations de Riccatti|

2.5 Equations aux différentielles totales (exactes)|

2.5.1 Facteurs integrants|

2.6 Equations de Lagrange et de Clairant|

[2.6.1 Equations de Lagrange|

[2.6.2  Equations de Clairaut)

2.7 Reésolution par les Series de Taylor et les transformées Laplace]

A A . o s e eme

|28] G,; ]t;l

| cond membrel




[2.8.3 Cas ou on peut abaisser ['ordre]
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Dans ce Chapitre on donne une etude qualitative des EDO en présentant d’abord des méthodes
graphiques de résolution, utilisant les isoclines et le champ des vecteurs tangents aux courbes de so-
lutions, aprés on présente les EDO solvables explicitement, telles que les EDO a variables séparables,

homogenes, exactes (Facteurs intégrants) , de Bernoulli, de Lagrange, de Riccatti, de Clairaut...

Enfin on présente les méthodes utilisant les Series de Taylor et les transformations de Laplace

29



2.1. INTERPRETATION GEOMETRIQUE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLEE

2.1 Interprétation géométrique d’une équation différentiellee

Définition 2.1. [06]

Considérons une famille de courbes dépendant d’'un paramétre ¢, d’équation
F(z,y,¢)=0. (2.1)

A chaque valeur de ¢ correspond une courbe de la famille. La fonction F' admettant des dérivées partielles
par rapport & x et & y. Dérivons par rapport a x I’équation sachant que y est aussi une fonction de

x. On obtient
oF N orF dy
oxr Oy dv
L’élimination du parameétre ¢ entre les équations [2.1] et [2.2] conduit & une relation

0 (2.2)

R(z,y,y) = 0.

C’est une équation différentielle du premier ordre qui est I’équation différentielle de la famille
de courbes donnée par 2.1} Etant donnée une famille de courbes dépendant d’un parameétre,
toutes ces courbes sont des courbes intégrales d’'une méme équation différentielle sous les hy-
potheéses précédentes. Réciptoquement la résolution d’une équation différentielle du premier

ordre fournit une famille de courbes dépendant d’un paramétre.

Remarque 2.1. [00]

d’une maniére générale les coubes (C') définies par I’équation comportant n paramétres
F(z,y,A\,2,...,\,) =0 (2.3)
vérifient une équation différentielle du n®™® ordre
G (x, v,y Y ,y(”)) =0,

obtenue en éliminant les n parameétres A{, Ao, ..., A\, entre ’équation ci dessus et les n équations

obtenues en la dérivant n fois par rapport a t.

2.1.1 isoclines

Définition 2.2. [06]

on appelle isocline de pente m pour la famille des courbes solutions de I’équation

20



2.1. INTERPRETATION GEOMETRIQUE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLEE

v =f(zy)

La linge (L) croiseé en chacun de ses points par une courbe intégrale de pente égale a m.
Les isoclines permettent de définir I’allure des courbes intégrales dans le plan.
Elle sont définies par 1’équation f (x,y) = m, ol m est un parameétre.
L’isocline de pente zéro est le lieu des points de pente nulle ,qui contient

les points extrémums des courbes solutions (Voir Figure 3.1 et Figure 3.2)

2.1.2 Représentation graphique des solutions

Résoudre une équation différentielle y' = f(x,y), c’est déterminer explicitement (y = ¢ (z,¢)) ou
implicitement (® (z,y,c) =0), une famille de courbes ayant leur tangentes données et résoudre un
probleme ' = f (z,y), y (xo) = yo, c’est déterminer celle de ces courbes qui passe par un point donné.

On peut donc visualiser le probléme en tracant le champ de vecteurs associé a I’équation

Exemple 2.1. [02]

L’EDO ¢ = _ peut se résoudre par séparation des variables :
dy y
1. ==-=;
d x’
2. /lydy:—/:cdx;
2 2
3. % = —% + C donne

2?2 +y? =2C =r2
y )

®y)

A

figure 3.3

La solution y (x) se situe donc sur un cercle de rayon r.

Exemple 2.2.

a —_
Résolvons 'EDO ¢ = % Cette équation est homogene, puisque 2y = , Ya #0.
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2.1. INTERPRETATION GEOMETRIQUE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLEE

On pose donc u (z) =y (x) /x, c-a-d. y(x) = x.u(z) et on obtient

— Les courbes (1+u <$)2) x=C,

ou C' est une constante réelle non nulle;

9 9 ) @&
- Les cowrbes (z - §)° +y(2)* = & W
(famille de cercles qui passent par 1'origine :

et qui sont tangents a 1’axe des y.) figure 3.4

Définition 2.3. [02]
Si on dessine en tout point (z,y) du domaine de définition de la onction f(z,y) un petit segment de

pente f(z,y), on obtient le champ de directions de 'EDO ¢ = f(z, )

Proposition 2.1. [02/
Soit f une solution de l'équation différentielle y' = f(x,y). Alors le graphe de f est tangent en chacun

de ses points (z,y) au vecteur V.

Théoréme 2.1. [07]

Dans un point (z,y) on a une solution courbe d’une equation différentielle de la forme Z—z = f(z,y).
La courbe a une tangente f(x,y). On represente la solution sous forme de graphe par le champs des
vecteurs donnant des segments tangents le graphe de f(x,y) auzx points (x,y). Le champ des vecteurs

est donné par la fonction vecteur suivante

1 dy
va = dy ) dzy )
) (H(La)” <1,@>||>

qui associe & chaque point (z,y) un vecteur unité de longueur 1 et comme direction sa dérivée.

Exemple 2.3. [02]

Le champ de direction de I’équation différentielle

dy 2 2
_ = — X
dx y
est le vecteur a deux dimension
1 y? — t?
Fz,y) | =

Ul —a2P) /(12 - a2P)

Plusieures solutions courbes sont données par le graphe suivant
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2.2. EQUATIONS A VARIABLES SEPAREES

4
2

4 2N 4] 4
N
4

Figure 3.5

2.2 Equations a variables séparées

Il s’agit d’équation du type :
y' =G (z,y) avec G (z,y) = A(z) B (y).

Dans ce cas

Il faut ensuite intégrer chaque membre

/%:/A(x)dx.

/

y f—
1+9y2 1422

Exemple 2.4. [06]

(1+ 2%y =1+ yavec 1+ 22 > 0, donc : et en intégrant
arctan (y) = arctan (z) + C,

donc

y = tan (arctan (z) + C)

Exemple 2.5. Intégrer I'équation y' = —y, métons 1’équation sous la forme
x

rant les variables, on a

dy
i

Y

i d’ou en sépa-

X
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2.3. EQUATIONS HOMOGENES

x
— = —— et par conséquant,
T

In|y| = —1In|z| +1InCy,

C
donc y = — ou C' = (). On peut perdre la solution y = 0 quand on dévise par y; mais cette
x

solution est contenue dans I’équation originale pou C' = 0.

2.3 Equations homogeénes

Il s’agit des équations du type :
r_ _ y)
y=f(z.y)=g (x
ou bien sou la forme

P(z,y)dz+ Q (z,y)dy =0

telles que P, ) sont des fonctions homogenes. Sachant que f (z,y) est homogene si f (Az, Ay) = \"f (z,y)
pour A € R* et n € N.
Meéthode de résolution : On effectue un changement des variables y = xu, alors ¢ = u + zu’ =

g (u). On est revenu a une équation a variables séparées :

du dx
gu)—u x
Exemple 2.6. [01]

zy —y+xer =0

Cette équation est sous forme résolue sur |—oo; 0[ou ]0; +00] .
On pose

y=ur =y =u+au =z +e" =0
=
_ -1 _
e du = —dr = e " =In(z|)+C,
x

ou C est une constante

On doit donc avoir In (|z]) + C > 0et u = —In(In(|z|) + C), puis y = —zIn(In(|z]) + C).

Exemple 2.7. trouver la solution générale de 1’équation




2.4. EDO LINEAIRES SCALAIRES

2.3.1 Equations se ramenant a des équations homogénes

Si

. <a1x+b2y+cl)
Y T + by + ¢y )

aq b1
On pose § =
a9 bg

1) Si d # 0, en faisant alors dans I'equation r=u+a,y=7v+ [, ou les paramétres aet 3 sont
déterminées par le systéme d’equations a;a + by 5 4 ¢; = 0, asax 4+ bo 5 + co = 0, on se raméne alors & une
équation différentielle par rapport a les variables u et v.

2) Si § = 0, en faisant dans I'equation a1x + boy + ¢1 = u, on se raméne alors & une équation

différentielle a variables séparables.

Exemple 2.8. Intégrer 'équation (22 —y +4)dy + (x — 2y + 5) dx = 0.

d 2r — 4 2 -1
y_zzr-y+e et 6 = =5 # 0, donc en faisant le changemant z = u+a,y = v+
de  x—2y+5 1 -9

avec et 3 sont déterminées par le systéme d’equations 2a — f+4 = 0, — 23 + 5 = 0, on obtient
dv 2u — v

a=-1,=2doncr=u—1y=v+2 = dr = du,dy = dv = — =
du u— 20

est une équation

homogene par rapport & uet v.

2.4 EDO Linéaires Scalaires

Définition 2.4. [05]

Soit I’équation différentielle scalaire suivante :

F(z,y.y,... ,y(”)) =0. (2.5)

On dit que I'équation ([2.5)) est linéaire, si elle peut s’écrire sous la forme :
ap () y™ () + ap-1 (2) y© D (2) + ..+ ag (2) y© (2) = b () = 0,
ou a;, b; et y: I C R — K, sont des fonctions par rapport & z, tel que K=R ou K =C.

2.4.1 EDO Linéaires du 1 ordre

Théoréme 2.2. [11)

Soit y, (x) une solution particuliére de I’équation non homogéne

Yy (x) =a(@)y () +b(z), (2.6)

1



2.4. EDO LINEAIRES SCALAIRES

y (x) est solution générale de l’équation différentielle précédente si et seulement si l'on a

y () =yp () +yn (x),00 yp (x) est solution de I’équation homogeéne

Yy (x) =a(@)y(z). (2.7)

Preuve

On a g, () + 1, (2) = 0 (2) gy () + b (2) + a(2) g (2) = a (&) (g (2) + pa () + b (2),

et réciproquement, si y (x) =y, () + yx (x) est solution de 'équation (2.6, alors

y (@) =y, () = a(x)y (@) +b(x) —a(@)y, (x) = b(z) = a(z) (y () —yp (),

qui est donc bien une solution de I’équation homogene .

Si on cherche la solution avec pour condition initiale ¢(0) = y (0), ’équation homogeéne corréspoan-
dante est a variables séparables : % = a(x)dzx, et on en déduit que la solution générale de I’équation

homogéne est donnée par :

U, (l‘) = ygefoz a(t)dt

Une fagon élémentaire pour obtenir la solution de I’équation inhomogéne consiste a utiliser la

méthode dite de la variation de la constante. Autrement dit, on cherche la solution sous la forme :

y () = c(z) elo *O%,

En dérivant, on obtient
y/ (1‘) — (x> efox a(t)dt + (I) a (t) efg: a(t)dt

Par ailleurs :

Yy (r)=a(@)y+b(z),

et la fonction © — ¢(z) est déterminée par I’équation différentielle
d(x)="0b(x)e” Jo oyt

avec la condition initiale ¢(0) = yo.

Exemple 2.9. [03]

Soit a résoudre :




2.4. EDO LINEAIRES SCALAIRES

sur |0, +o00[.
1. On résout I’équation homogene, dont la solution générale est donnée par y (z) = c.x.

2. On cherche une solution particuliére sous la forme y (z) = z () z, d’ou :
vz (7) + 2% (2) — w2 (v) = 2% & 2/ (z) = €”
3. On en déduit que z (z) = e* + A, et donc
y(z) = Az + xe”.

Remarque 2.2. Il y a d’autre méthode pour résoudre 'EDO [2.6] comme suitm : on applique la sibstu-
tition

y = uv avec u et v sont des fonctions de z,

donc

y =uv+v'u,

alors ’TEDO prend la forme
(v —a(z)u)v+v'u=>(z). (2.8)

Pour résoudre cette équation, on exige que
(v —a(z)u) =0, (2.9)

en déduit v ensuite de 1’équation [2.8 on trouve v et par conséquent de [2.8 on obtient .

Exemple 2.10.

v =21z (2.10)
X

1
Est une EDO du premier ordre linéaire tqs a (z) = — et b(z) = . On pose y = uv, donc
x

1
2.10| <= <u’ - —u) v+v'u =z,

alors on exige




2.4. EDO LINEAIRES SCALAIRES

En remplaant dans [2.10} on a

Vr=r=v=1=v=a+c

donc

y=w=z(x+c).

2.4.2 Equations de Bernoulli

Il s’agit d’équations de la forme :

v ()=a(@)y(x)+b(x)y* (z), a>0, (2.11)

on peut ecrire I’équation a la forme :

Y (2)y™ (z) = a(zx)y(z) +b(2),

On pose

alors

qui est une équation différentielle ordinaire Linéaire du premier ordre nous savons & résoudre.

Remarque 2.3. 1. Si a = 0 I’équation devient une équation linéaire avec second mombre

Y (z) —a(z)y(z)=b(z), a>0. (2.12)

2. Si a = 1 I’équation devient une équation linéaire sans second mombre

Y (2) (b(x) — a () y (2) = 0. (2.13)

3. On peut utiliser directement le changement y = uv come dans la remarque [2.2]
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2.4. EDO LINEAIRES SCALAIRES

Exemple 2.11. Soit | equation diférentielle

Y+ 2xy = y?e”. (2.14)

On dévise I’équation sur y?, on trouve
y 2y 4+ 2xyt = €. (2.15)
On fait changement de variable z = y~!, donc 2’ = —y~2y/. En remplacant dans on obtient
2 —2xz = —€”. (2.16)

Est une équation linéaire du premier ordre avec secand membre nous savons a résoudre.

2.4.3 Equations de Riccatti

L’Equation de Riccati s’ecrit sous la forme
Y (2) = a(x)y’ () +b(2)y (x) +c(x). (2.17)

Soit y, (z) solution particuliere de (2.17)),
on pose y (z) =y, (x) + z (x)

y () = y,(z)+ 2 ()
= a(2) (g () + 2 (@) + (yp (2) + 2 () b(2) +c(2),

donc

v (@) + 2 (2) = a(x)y, (2) +b(2)y () + c(2) + 2a (2) y, (2) 2 (2) + a (2) 2% (2) + b (2) 2 (2),

d’ou
7 (x) = (2a (2) yp (2) + b (2)) 2 (2) + a(x)2* (2),

est une éqaution de Bernoulli avec o = 2.




2.4. EDO LINEAIRES SCALAIRES

Exemple 2.12. Soit I’équation
207y = (z — 1) (2® — y°) + 22y (2.18)

telle que y, = x est une solution particuliere. Cette équation est de Ricatti se transforme a

I _ (1 —l’)
212

1
y v+ —y+ (x —1) (2.19)

1-— 1
telle que a (x) = ( 5 2x)7 b(z) =—etc(z)=(r—1),alorson posey =y, + 2(x) =2+ 2(x) = ¢y =
X T

1+ 2’ (z) en remplagant dans on a

(@) = (2(1 =), 1) (@) + 12 (),

212 x X
est une équation de Bernoulli nous savons a résoudre.

Proposition 2.2. On peut transformer toute équation différentielle de type de Riccati, o une équation

linéazre.

Démonstration. Soit I’équation de Riccati (R). Apres la connaissance d’une solution particuliere y, de

cette équation, faisant les transformations suivantes : O

— Substituons le changement de variable :

1 2!
y(r) = yp() + @) alors y' =y, (z) — = (2.20)
— On a, alors :
2 1 177
o) = 55 = ate) o) + s | + 00 i) + 5|+ e
— Finalement, (apprés la multiplication par 2%) on trouve :
2+ [2b(2)y,(2) + a(x)]z = —b(x) (2.21)
Ce qui est une équation linéaire.
Exemple 2.13. Soit
Y +3y+y*+2=0 (2.22)




2.4. EDO LINEAIRES SCALAIRES

est de Ricatti et on remarque que y, = —1 est solution particuliere de [2.22] Pour trouver sa solution on

1
fait le changement y(z) = y,(z) + — en trouvant

z(x)

2 —z=1 (2.23)
Est une équation différentielle linéaire du premier ordre solution est
z=Ke*—1, K eR.

Cela nous donne la solution générale de comme suit

Proposition 2.3. Etant donner une equation de de Riccatts de la forme :

, 5 b c
Yy =ay +-y+—,
T T

avec a,b et ¢ sont des constante avec a # 0.Si , de plus, on a : (b+ 1)2 — 4ac > 0, alors cette équation

A\ —(b+1)—1/(b+1)* —dac
admet une solution particuliére y, de la forme y, (x) = — avec A\ = 5 et
x a

Ao =

—(b+1)++/(b+1)* - 4ac
2a '

Remarque 2.4. Il n’est pas toujours facile de trouver une solution particuliére d’'une équation de

Riccatti.

Proposition 2.4. Etant donner une équation de de Riccati de la forme

A
v —g-y=—y+C
i T

ou A; B et C sont des constantes. Alors, cette équation devient une équation a variable séparable par la

substitution de la fonction suivante y = z\/x.

1
Démonstration. On remarque que ¢/’ — 5V = Z\x
x
Donc, on a : 2/\/r = Az? + C
Ce qui est une équation a variable séparable O




2.5. EQUATIONS AUX DIFFERENTIELLES TOTALES (EXACTES)

2.5 Equations aux différentielles totales (exactes)

Il s’agit d’équations de la forme :

oP  0Q
P (z,y)dr + Q (x,y) dy = 0, avec 8_y =2

oF
oy ¢
Y
Dans ce cas il existe une fonction F(z,y) telle que
oF
-~ _p
Ox

L’équation différentielle peut alors se mettre sous la forme :
P(z,y)dr+Q(z,y)dy = dF =0

Soit, F(z,y(z)) = Constante. C’est & partir de cette derniére équation que 'on détermine y(z).
or 0 opP

Remarque 2.5. Si i 8—Q = 0, (ou constante), ’équation est a variables séparées. En effet, e 0

Y Z Y

implique que P ne dépend pas de x mais seulement de y. De méme, () ne dépendra pas de y mais que

de z. L’équation différentielle devient P(z)dz = —Q(y)dy.

Exemple 2.14. [03]
y? — 22 + 2zyy’ = 0= (y? — 2?) dw + 2zydy = 0.

dp
p(z.y) =y* —a? oy~ %Y
=
Q(z,y) =2zy 09 _ 2y
Ox
ce qui implique
oF
a. =D
Ox
0 0
P _ 9Q = dF (z,y), telle que
Jdy O OF
a_y:Qa
F F
donc g_:c =y — 2% et aa—y = 2zy, donc F (z,y) = zy* + ¢ (z).
F
Ona(3——y2—.7:2—y2—|—(b'(x):>¢(m)——%x3+)\tq)\€]R, donc F (z,y) = zy® — 22° + A
T
F F
(y2—x2)dx+2xydy20<:)(Z—jvdx—l—g—ydy:O(:)dF:O(:}F:k;tqkeR,

1 1 1 k'
donc F (z,v) :xy2—§x3+/\:k:>xy2—§x3 :k'y:i\/gxz—i——.
x




2.5. EQUATIONS AUX DIFFERENTIELLES TOTALES (EXACTES)

2.5.1 Facteurs integrants

Soit
P(z,y)de+Q (z,y)dy =0, (2.24)

P 90

et supposons que — —_—.
pPp q y o

Définition 2.5. [03]
On dit que A est un facteur integant de (2.24) sil existe une fonction F' tel que

OF

— =P
Ox
OF
0.
Jy @
Exemple 2.15. [03]
y?— a2 —2zyy =0 =
(2.25)

(y2 - xQ) dx — 2xydy =0

est un facteur integant de ([2.25

on vérifie que A (z,y) = 3

(2% +y?)
op
ple,y) =y~ oy Y
OP , 0Q
= g4 %
90 oy ' Ox
Q(z,y) = —2zy =< = 9y
ox
donc (2.25)) n’est pas différentelle totale.
Soit
I e
AP = (y2+a?)” A
—2xy
/\Q T 242 T Ql
=
OP 2y (P42 — (P — @)y (P +a?) _ 6Py — 2y
Ay (2 +22)* (y? +a2)°
et
0Q1 (P +2Y)" + 22y (y) (P +27)  Gay— 27
Z 0+ ) o )
, 0P 0@y
dot — = —,
y ox




2.6. EQUATIONS DE LAGRANGE ET DE CLAIRANT

1
donc A (x,y) = ———= est un facteure integant de (2.25).
(22 +4?)

2.6 Equations de Lagrange et de Clairant

2.6.1 Equations de Lagrange

Il s’agit d’équations de la forme :

y=a(y)z+b(y) (2.26)

ol a, b sontt des fonctions au moins de classe C*.

Méthode de résolution : On pose y' = p. Cela transforme 1’équation [2.26] en
y=ap)z+bp). (2.27)
En dérivant par rapport a x ’équation [2.27| on obtient :

y=p = a(p)+apd(p)+pb(p)
= a(p)+p (za (p) +b(p));

autrement dit

p—a(p)=p (zd (p) +b(p)).

Il y a deux cas :

i) Si p —a(p) = 0, et ses racines sont py,ps, . .., px, alors
yi=a(pi)x+b(p;) pour 1 <i<k.

Sont des solutions de [2.26
Sip—a(p) # 0= a(p) #p, alors

y=a(p)r+b(p) N dy = a' (p) xdp +a (p)dx + V' (p) dp

/

Yy =p dy = pdx

=

da (p) xdp + a (p) dx + V' (p) dp = pdx

10



2.6. EQUATIONS DE LAGRANGE ET DE CLAIRANT

(@' (p)x+b(p))dp = (p—a(p))dr

de _ _alp) V@
dp p—a(p)  p—alp)

Par suit :
de a(p) _ V()

dp p—alp) p—alp)

Cette équation admet une solution = = g (p, C) . Il en résulte que la solution générale de est de

la forme :
y = a(p)z+b(p),

Cette solution peut se ramener sous forme implicite F' (z,y,C) =0

Exemple 2.16. [0I]

Soit I’équation de Lagrange

=
v+ )
y = 2( = 5 ) (2.28)
donc 5
/ /
2
et
b(y) =3 )
On pose 3’ = p, alors I’équation [2.28] se transforme &
p+ ()’ 1
L T (229)

En dérivant cette derniére par rapport a x, on trouve

p—a(p)=p (zd (p) +b(p)).

11



2.6. EQUATIONS DE LAGRANGE ET DE CLAIRANT

y1=0r—-0=0
i p+p° 141 1 1
Si a(p)=p= 5 =p=pe{0,1,—-1} = o=y l=p-1
y3:_12_1x—%:—m—%.
Sia(p) #p
+ p? 5
y="te =gt ) dy =t [+ 307) o - p)dp
dy = pdzx dy = pdx
ala:_l—l—3]02 2p

— = T — équation paramétrique trés simple a résoudre.
dp p—-p* p—p’

Exemple 2.17. Soit ’équation de Lagrange
y=uxy? +y”.
On pose 3 = p, alors I’équation [2.28| se transforme &
y=p'zr—(p)’, (230)
En dérivant cette derniére par rapport a x, on trouve
p—a(p)=p (2zp+2p),

donc

p—p°=p (zd (p)+b(p)),

=0z —-0=0
Sta(p)=p=pP=p=pef{0,1} =
yp=122—-12=0-1

Sia(p) #p
dx 2xp 2p r+1
an Z‘T_ 2:2 )
dp p—p p—p 1—p
alors
dx _o dp
r+1 "1-p’
par suit :

1
llz+1=In—— +cceR,
(1-p)

12



2.6. EQUATIONS DE LAGRANGE ET DE CLAIRANT

autrement dit :

r+1= K e R,

K
(1-p)*

donc la solution générale de 1'équation [2.30] est la solution de I’équation paramétrique suivante :

Y = za(p)+b(p)=(x+1)p° ) y
K =P :x—i—l
l‘"_l - (1—]))27
il vient
K
r+1= 35
(-5
z+1
ou bien

z+y—202@+1)+1=KK€eR

2.6.2 Equations de Clairaut

Définition 2.6. [01]

On appelle équation de Clairaut toute équation différentielle qui peut se mettre sous la forme :
y=uxy + f(y)

ou f est une application contintiment dérivable sur des intervalles & préciser.

Remarque 2.6. C’est un cas particulier des équations de Lagrange si en prend dans ’équation [2.26

a(y') =1y

2.6.2.1 Meéthode de résolution

On pose 3y’ = t, alors ’équation devient

y=at+f(t)

On la dérive par rapport & x, donc

y =at' +t+t'f(t).

13



2.6. EQUATIONS DE LAGRANGE ET DE CLAIRANT

D’ou
at' + ' f (1) =0="1(z+ f (¢))

1) Sit' =0, alors t = c € R, d’ou
y=cr+ f(c).

2) Siz+ f'(t) =0, et si f’ est inversible, alors

—1
t= () (—a).
Exemple 2.18. [01]
/
On cherche a résoudre y = zy + %, sur |—o0; 0]
On pose 3’ = t, donc I'équation devient
t+ !
=axt+ ——.
Y (11

D’ou

t(t+1)—tt 1
y/_mtl‘i‘t"’%_titl(m#— 2)—()
(t+1) (t+1)

1)Si ¢ =0alorst=ceR,dony=cr+ est une solution générale.

c
1 1
2)Si t+—— =0, alorst = -1
) (t+1)° V—z
=y = / (\/% — 1) dr = —x — 2y/—x est une solution singuliere.

Exemple 2.19. Soit I’équation de Cliraut :

y=xzy —y? et (f(y) =—y"?).

On pose 3’ = t, donc I'équation devient
Yy =axt — £3.

D’ou

y =at +t -3t =t =1 (z—-3t*) =0
Si t*=0alorst=cecR,douy=cr—c}

1
Si (x—3t%) =0, alorst = —+/x
(o a0 .

1 2 3
=y = —/z | dz = x2 est une soilution singuliére de ’équation de Cliraut.
y / ( \/g‘/_ ) 33 g q

14



2.7. RESOLUTION PAR LES SERIES DE TAYLOR ET LES TRANSFORMEES LAPLACE

2.7 Résolution par les Series de Taylor et les transformées
Laplace

11 faut noter que les series de taylor a n dimension d’un vecteur Y (z) est le vecteur

1 (a) + yll(!@) (z—a) + 912(!@ (z — a)2 4 ylg)(!a) (z — a)3 T
ya (a) + 2 1(!“) (x —a) + y22(!“ (z —a)® + yzg(!“) (z —a)* +
Y (@) + y”l(!") (z —a) + y”;!a) (x —a)® + y“g(!“) (x —a)® +

Définition 2.7. [03]

Soit U est un ouvert de C, alors f : U — C est analytique sur U si pour
+o00
Va e U, 3(a,) € C, Ir >0, Vz € D(a,r), f(z2) :Zan(z—a)"
n=0

, C’est-a-dire pour tout dans le disque (ouvert) de centre et de rayon.

Théoréme 2.3. [0])

Soit le systeme autonome a n dimensions des équations différentielles analytiques

et soit la suite recurrente des fonctions analytiques g : R™ — R™ définies par

9 ) =1r)

(2.31)
g (y) = Dg*= (y) f (y).

Alors la fonction définie par

est la solution unique de et ¥n > 1, y™ = g™ (y)

Corollaire 2.1. [0}/
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Soit f une fonction analytique en (a,b), et soit

y = f(z,y)
y(a) =10

alors la seule solution de ce systeme est donnée par la fonction analytique

y(m):bJrzgn(a,b)(x_a)n

n!
n=1
ol g, est définie par
g=1r
ag"  Odg"
= — 4+ —
Jk+1 1 dy

Exemple 2.20. [10]
Soit & resoudre ’EDO autonome non linéaire y' = 32
=y (0) = (y(0))" et y" = () 2yy' = 2¢° = " (0) = 2(y (0))°
y" = (2y%) = 632y = 6y* = ¢ (0) = 6 (y (0))"*
yW = (6y!) = 24y’y = 249° = yD (0) = 24 (y (0))°
= y™ (0) = n! (y (0))""" =

)E) = yO+ o as 20O OEON L GO
= 5O (14 yO) o+ O e+ G O)' e+ G O) et +) = G

Proposition 2.5. [09/
Soit 'EDO Y a;y® (z) = - bul9) (x), alors la solution est y(x) = L7 (Y (p)), tel que
i=0 =0

m m.J . . nJ . .
> bip! > 2 buI(0)p 3T Y ayt Y (0)p7
iz i=1i=1 =1i=1

Y(p)=5—U(p) -~ T + T
> aipt > ap’ > ap’
i=0 i=0 i=0

Preuve
Si les conditions initiales sont données par y(0), ..., 4" *(0) et en appliquant la transformée de Laplace

aux deux membres de I’ equation differentielle, en utilisant les propriétés de linéarité, d’additivité et de
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dérivation, nous obtenons alors la formule suivante :

J

e[S = (S0 - S (S )£ S

j=1 i=1 j=1 i=1
d’ot la solution

Exemple 2.21. [09]

Soit ’EDO
d?y ()
dx? dx

avec les conditions initiales y (0) =1 et ¢(0) =0

= PY (p) +2pY (0) +Y (p) —py (0) =2y (0) = s = Y (1) = rmmprrye + poapd

L1 2 1 2 , 1 p+2 1 1
Ona: o =it pare _5+Fet Peptl — ptl T 1)
:>Y(p>:p+1+(p+1) __+ +m+(p+1)
=y (r) =2e"" —|—:ce””—2+x—|—e +re " =x—2+43e "+ 2zxe "

2.8 Méthodes de résolution des EDO Linéaires du 2™€ ordre

2.8.1 Généralités

Définition 2.8. [03]
Les équations du type

y' (@) +a(@)y (z) +b(x)y(x) = c(z) (2.32)

telles que a, b, ¢ sont des fonctions continues sur un intervalle I C R, sont appelées des équations
différentielles d’ordre deux a coéfficients variables.
Si les fonctions a et b sont constantes 1’équation [2.32) est & coefficients constants.

Si la fonctions ¢ = 0 équation [2.32] est sans second membre ou homogene. Ainsi

y' (@) +a(@)y (z) +b(x)y(x) =0. (2.33)

Théoréme 2.4. [(3F]

Sia(x), b(x) sont des fonctions continues, alors l’équation a au moins une solution et pour tout
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xo € I, l’équation a une unique solution vérifiant :

Définition 2.9. [03]
Soient y1, 3o deux solutions de ([2.33), on dit que y1, yo sont libres si et seulement si

/\1y1+)\2y2:0 :/\1:)\220.

Définition 2.10. [03]
on dit que y;,y, forment un systéme fondamental de (2.33)) si toutes les solutions y de ([2.33) sont une

combinaison linéaire de yi, yo, c-a-d, si y est la solution de (2.33)

Y = My + Ay

Proposition 2.6. Si y; et yo sont solutions de |2.35, alors y1 + yo et A\y; avec \ scalaire sont aussi

solutions.

Définition 2.11. Soit ’équation homogene de type [2.33] et 1, yo deux solutions de cette équation.

X x
On appelle Wronskien de (y1,¥2) la quantité W, ,,(x) = (@) ya(x)

yi(@) ys(x)
Si Wy, 4, # 0, on dit que (y1,y2) est un systéme fondamentale de 1'équation homogene de type [2.33]
Proposition 2.7. Soit xg € I. Si W, ,,(z0) # 0, alors : Yz € I : W,, ,,(z) # 0.

Corollaire 2.2. Soient y; et ya sont solutions de[2.33, alors y; et ya sont linéairement indépandantes

ssiVr € I : W, ,,(z) #0.

Théoréme 2.5. Si y; et y2 sont solutions de[2.33, alors y1 et yo sont linéairement indépandantes,

alors la solution générale de cette équation est y = c1y1 + coys avec ¢y, co € R.

2.8.1.1 EDO Linéaires du deuxiéme ordre a coeflicients constants

Théoréme 2.6. [11/

La solution générale maximale y de [’équation non homogéne

y' +ay +by = f(z), (2.34)
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est la somme d’une solution maximale particuliére vy, de et de solution générale y;, de l’équation

homogéne associée :

Y=1Yp + Yn- (235)

Théoréme 2.7. [05]

Pour résoudre ’équation différentielle homogéne a coefficients constants :
y" (z) + ay (z) + by (x) =0,

les solutions sont sous la forme yn(z) = €™, ce qui conduit o [’équation caractéristique avec trios

cas :
r? +ar+b=0, (2.36)

1. L’équation a 2 racines réelles riet ro, et la solution s’écrit comme suit :
yn () = c1e™® + cpe™".
2. L’équation a 1 racine double r, et la solution s’écrit comme suit :
yn () = €™ (c1 + co) .
3. L’équation a 2 racines compleres conjuguées o + i3, alors :
yn(x) = e**(c1cosfr + casinfr).

Les constantes ¢y et co dépendent du choix des conditions initiales.

Exemple 2.22. [03]

Soit I’équation suivante : y” + 2y’ — 3y = 0, alors I’équation caractéristique est donnée par :

_ 5 _3
r2+2r—3:0:>7"1:fourgzg,doncyh:clezx%—@e 27,

Remarque 2.7.
Pour la recherche de la solution particuliére de (2.34)), voir le sous pargraphe (3.2.4.2.1)).
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2.8.2 Meéthodes de résolution des EDO Linéaires du 2°™¢ ordre avec second

membre
2.8.2.1 Meéthode de variation des canstantes

Soient y1, yodeux solutions de ’équation homogene [2.33] donc la solution de générale de cette équa-
tions est ¥y = c1y1 + coyo. Le principe de cette méthode est de varier les constantes ¢; et ¢y en fonction

de z. i.e.,

y=ci(z)y+ca () y2 ().

En dérivant y, on trouve

Y =ci (@) 4 ()Y + ¢y (@) yo + 2 () ys.

On contraint les fonctions ¢; (z) et ¢ (x) & vérifier que :

¢ (x)y1 + ¢ (z) yo = 0. (2.37)
Donc 3/ a vérifier que
y' = c1(2) Yy + 2 () Yo (2.38)
En dérivant il nous donne
y' =1 (@) y) + e (2) vy + ¢ (@) vy + ¢ (2) v (2.39)

En remplacant ces éxpréssions dan I’équation [2.34] on obtient
c1 () (Y + ayy + byr) + 2 (2) (Y3 + ayh + bye) + ¢y () vy + & () vy = f (2) . (2.40)

On sait que ¢; (z) (v + ayy + byr)+ca2 (x) (v5 + ayy + bay) = 0, car y;, y» sont des solutions de I’équation
homogeéne Alors il reste que

(@) yr + ¢ (2) vy = [ (2). (2.41)

D’ou les équations et nous donnent un systéme linéaire des inconnues ¢} (z), ¢, (x) comme
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suit :
(@)y1 + 5 (x)y2 =0

‘i
@i+ @)y, = f(r).

(2.42)

Ce systéme nous permet de trouver ¢ (z) et ¢ (x). Par intégration, on obtient ¢; (x) et ¢y (x), puis en

les remplagant dans

y=c1(r)y1+ca () o (2.43)

on trouve la solution générale.

Exemple 2.23. Soit a résoudre 1’équation :

y'+y 30y ==z (E)
1)On résout 1’équation homogene
y'+y —30y=0 (H)
son équation caractéristique est
r4+r—1=0,
donc 1 =5 et 7y = —6, alors la solution générale de I’équation homogene [H] est

5 —6x

=c . e + cHe .

Yn 1 <~ 2\,./
Y1 Y2

2) On cherche y, : on utilise la méthode de variation des constante (MVC), par résoudre le systéme

suivant :
() + s (x)ya =0 - ) (z) e + cy (x) e % = 0... (1)
¢ (z)yy + c (z) yh = . 5c (x) €™ — 6ch (x) e % = z... (2)
—5¢) (z) e x (1) + (2), on trouve
—1
cy(x) = Hwew.
En substituant dans (1), on obtient
1
a(x) = ﬁxe’&”
Une simple intégration nous donne
—1 1
e (x) = /erﬁxdx = —%6690 (6x —1),
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et

1 1
o (x) = /ﬁxe_5xdm = —2—756_5’” (5x —1).

Donc y, = ¢1 () € + ¢3 (2) €% = — 7= (5w — 1) — 535 (62 — 1) . Alors
1

1
375 (5x — 1) — — (6z — 1) + K1€°* + Kye .

Yg=Yn+Yp=— 396

Remarque 2.8. Si W, ,, (z) # 0, alors on peut utiliser la méthode de Cramer pour résoudre le systéme

2.42 comme suit :

0 Y2
f(@) s
¢ (o) = L = L5
et
n 0
Sy T@ ] ot @)
aln) = Wy s a Wy e (x)

— y1/f(x) — y2f(x) : -y y :
Donc ¢ (x) = / e dr + K et ¢o (z) = / e dx + K>, alors la solution générale de I’équation
2.34 est

yf (2) yf (2)
yg = Kiy1 + Koys +u1 7 dx + 1 dx.
’ y v N Y1,92 ((E) ”y1,y2 (37)
h TV

Yp
2.8.2.2 Cas particuliers pour trouver y,

La solution particuliére y, de I’équation peut étre trouvée par la méthode des coefficients in-
diterminés dans les cas simples suivants :

1) Si f () =e** P, (z), avec P, () est un polynoéme de degré n.

1-1) Si v n’est pas racine de I’équation caractéristique on pose y, = e**Q, (x), avec @, (x) est
un polynome de degré n a coefficients inditerminés.

1-ii) Si «v est une racine de 1’équation caractéristique on pose y, = z"e*Q,, (), ou k est Pordre
de la racine o (k=1 ou k = 2).

2) Si f (z) = e* (P, (x) cos fx + @y, (z) sin fz) , on distingue deux cas :

2-1) Si 3% n’est pas racine de équation caractéristique(2.36], on pose y, = € (Sy () cos Sz + Ty (2) sin Sz
avec Sy (x) et Ty (z) sont des polynomes de degré N = max (n, m).

2-ii) Si a=£pi est racine de I’équation caractéristique, on pose y, = 2" (Sy (x) cos Bz + T (x) sin Bz,
ou k est ordre de la racine o & i (k = 1 pour les EDO du 2°™¢ ordre).

Dans tous les cas précidents les polynomes peuvent etre déterminés par ’identification.
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Exemple 2.24. Soit I’équation différentielle 3y’ +21'+3y = 322+T7x—2, alors son équation caractéristique
est 124+2r+3 =0, et f(z) = €° (32% + Tz — 2) et on a = 0 n’est pas racine de I’équation caractéristique.
Donc : y, = €** (Az? + Bz + C), par identification on trouve : A=1,B=1,C = —2.

ii) Soit I'équation différentielle 3y — 2y’ + y = we®, équation caractéristique est > — 2r +1 = 0
elle a un racine double r = 1. le second membre est f(x) = xe®, ici @« = 1 et n = 1. Alors
Yp = 22¢” (Az + B). On trouve : A = ¢, B = 0. Donc la solution générale de 'équation donnée est
de la forme y, = (c1 + cax) €” + zade”.

iii) Soit ’équation différentielle v — 2y’ + 2y = [2 cos x + sin x]e”

1 + i est une solution simple de 'équation caractéristique. Donc y, = z[Acosx + Bsinz|e”. On

1
trouve A = —§,B =1.

2.8.2.3 EDO Linéaires du 2°™¢ ordre a coefficients variables

2.8.2.3.1 Recherche d’une solution particuliére
1%¢ étape
Soient deux solutions y;,y, de P'EDO homogene ), alors on pose y» = zy; ce qui
implique

vy =12+ 12 =y =z + y2" + 2y 2.

On remplace dans I’équation ([2.33]), on obtient

12"+ 212" 4+ a(y1z + 1312') + bz = 0,

donc

(y) + ayy +byr) z + 2"y + 2/ (2y1 + ayr) = 0.

Il résulte que

2"y 4 2 (2y1 + ayr) = 0. (2.44)

Pour résoudre I’équation [2.44] il suffit de faire le changement de variable 2’ = u, alors
wyr +u 2y +ayy) =0 (2.45)

(2.45)) est une équation différentielle linéaire du 1°" ordre (trés simple).
2émc

étape

Si (y1,y2) est une base de solutions de I’équation sans second membre, on cherche une solution y sous
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la forme :
y(x) =M (@) y1 (@) + A2 (z) 92 (2)
Y (z) = A1 (@) 1 () + A2 (2) 5 (2) -

En particulier, I'expression de 3 entraine que : ¢’ = Njy1 + My} + Aoy + Aayh = My + Aavh =
Nyt + Nyya = 0. (2.46)

L’introduction des valeurs de y et 3/ dans I’équation différentielle donne une deuxiéme

équation en A}, A, ce qui donne avec la précédente : (Ay1) = Niyy + A1y}, donc

(Mayn)” = (Nyn + My)) = My + ANyt + Ayl + Nyt = Ny + 2090 + Ay

=

(Myr + 20191 + Miy)) + (Ngya + 20505 + Aoy ) + a (Ayy + Aays) + b (Miys + Aayo) = ¢

=

M (Y + ay + buyr) + Aa (Y5 + ayly + bya) + Ny + 200, + Nya + 20504 = ¢

=

Myt + 2Xy1 + Agye + 22Xy, = ¢

(2-46) = (Niy1 + \oy)" = Myr + Nyh + Ay + Ay = 0

=
Nyt + 20y, 4 Moy + 2050 = Noyh + Ayl = ¢
=

Ny + Aays = ¢, (2.47)
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(2.46)), (2.47)), est un systéme différentiel linéaire d’ordre 2 en A}, \;, que ’on résout.

Exemple 2.25. [03]

Soit 'EDO inhomogéne

1‘2y” + $y/ —y = 21,7

associée & ’EDO homogéne
2. 1

Y +xy —y=0. (2.48)

On remarque que y; = z est une solution de 'équation homogene [2.48 alors on pose y, = zy; = xz ce
qui implique

Yy = 2'y1 + 2y,

yy = 22"+ x2".
Donc
22 (22 +22") v (Zy+2y) —22 =0
=
232" + 3227 = 0.
/
Pour résoudre cette derniére équation, on pose 2’ = u = 23w’ +32°u =0 = — = —— = In(u) =
u x
1
—31n(x):>1;—ﬁ—z’ 1 1 1
e g T i = g TV TN AR = @A) 5
on pose g (x) = —%, donc y (z) =\ (z)x + Ao (2) — =
M (@)z+ Xy (z) 2 =0 _ N (z) ==z A (z) =322 4 ¢
A (z) = Xy (z) &5 =2z Ay (1) = —a? Ao (z) = =32 + ¢

1
=y=G22+a)z+ (—12'+ ) ~
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2.8.2.4 Résolution sous la forme de séries entiéres (Méthode de Frobenius)

Soit f une fonction définie sur I C R, alors f est développable en série entiére au voisinage

de xg € I si

Ir > 0,a, : N — Rune suite telle que; V|z —xo| <7 = f(2) = Z an (x — )"

nzng

Soit 'EDO homogéne

v +a(x)y +b(z)y=0. (2.49)
Le but est de chercher les solutions de (2.49)) sous la forme d’une série entiére.
On suppose que a, b, c sont développables en séries entiéres au voisinage de 0.
Exemple 2.26. [03]
Soit 'EDO :
y' +ay +y=0, (2.50)

oo
alors on pose y(x) = > a,x™, donc
n=0

o0 o0
y = E na,z" 1 y" = E n(n—1)a,z"?
n=1 n=2

On remplagant dans [2.50, on obtient

nn—1)az"?+z > na,z" '+ > a,z"

y' 'ty +y = %
no:o2 O(r)zzl n:O%
= S nn—1ax2" 2+ 3 na,a" +a; + . a,x". +ag + a;
n=2 o n=2 0%12 o
ag + 2@1 + Z (k? + 2) (k? + 1) ak+2xk + Z kakxk + Z akxk =0
k=0 k=0 k=0
2a3 + ° [(k+2) (k + 1) apio + kag + a] 2% + ag = 0,
k=0
d’ou
2a2+ao:0 CLQZ—%GO 3:—%:—(3&0
= . = (1)
(k+2)(k+1)ag2 +ar(k+1)=0 Ukt2 = —7t5 ay=—¢ =55

= o= e e 2 e T Y G e s

=y (x) = coyo (z) + c1y1 () et y1=Z(2n+1)(2;— 1)...1

n=0

o0 (_1)” 2n+1

DI
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2.8.2.5 Equation d’Euler

Définition 2.12. :

Une équation différentielle du seconde ordre d’Euler est une équation de la forme :
(azx +b)"y™ + Ay (ax +0)" "y + Ay (ax + )" 2y D 4 L+ A, (ax+ b)Y + Ay = f(2)

ou a,b, Ay, ..., A, sont des scalaires réels (a # 0), et g est une fonction sur un intervalle I.

Meéthode de résolution :

On pose
autrement dit :,

Apres les calculs, on a :

¢y Py dy
mno__ 3 _—3t
T (%_3W”£>’em’

Aprés ses changement I’équation d’Euler se transforme en une équation linéaire & coefficients constants.

Exemple 2.27. :

Soit I’équation différentielle suivante :
22y —ay +y = 1.

On fait le changement x = €', on trouve

_ody o (Py  dy
/o t29 2t ( 29 7T
A (dt2 dt )

Par conséquent, I’équation donnée prend la forme

' +y=1,
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d’ou

Yy = cicost+cosint+ 1

= cycos(Inz) + cysin(Inz) + 1.
Remarque 2.9. Pour I’équation homogéne d’Euler
2"y 4+ Ay o A2y 4+ ALy + Ay = 0. (2.51)
Lasolution peut étre cherchée sous la forme
y =" (2.52)

En sustituant dans v, ...,y™ données par on aboutit a une équation caractéristique d’ou

on peut déterminer ’éxposant k.
Si k est une racine réelle de I’équation caractéristique d’ordre m, il lui correspond m solutions linéaire-

ment indépendantes
y =2y =" Inw ys = "I, ..y, = 2" (Inz)m — 1.

Si @ = 3 est une couple de racine complexe d’ordre m, il lui correspond 2m solutions linéairement

indépendantes

y1 = x%cos(flnz),ys = 2%sin(flnz),
ys = 2%Inzcos(flnx),ys =2*Inzsin(flnx),
Yomo1 = 2% (nz)" cos(BInz), yom = x* (Inz)™ ' sin (BInzx)

Exemple 2.28. Intégrer I’équation
22y" — 3zy’ + 4y = 0.

Posons

y=ak y =k = k(k—1)2"2 (2.53)
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k

En remplacant dans ’équation donnée et apres simplification par 2", on trouve I’équation caractéristique

k* — 4k +4 =0,

donc
k1 = ko = 2, racine double (d’ordre m = 2),
il résulte que la solution générale est

Yy = a2 + e In .

2.8.3 Cas ou on peut abaisser ’ordre

1) Si une EDO ne contient pas y explicitement, par exemple

F(z,y,y") =0,

en posant ' = p, on a une équation dont l'ordre est d’une unité inferieure

F(z,p,p) =0.
Exemple 2.29. Trouver une solution particuliere de 1’équation

vy +y +r=0

En posant ¢y = p, on a y” = p/, alors

zp'+yp+x = 0.

En intégrant cette équation comme une équation linéaire par rapporat a p, on trouve

1.2

pr=c1— 7.

Et on a3y =p =0 pour z = 0, donc ¢; = 0, alors
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2.8.
ou
dy  «x
de 2
en intégrant encore une fois,
2
x
= —— + Ca.
Y 1 2

Et on a y (0) = 0, on trouve ¢; = 0. Par conséquent,
Y= _Z'
2) Si une EDO ne contient pas x explicitement, par exemple
F(y,y,y") =0,

d

14 , . e .
en posant ¥’ = p,y” = p—, on a une équation dont l'ordre est d’une unité inferieure

dy
dp
F (y,p,pd—) = 0.
y

Exemple 2.30. Trouver une solution particuliére de ’équation

yy// + y/2 — y4

y(0)=1
y' (0) =0.

En posant ¢ = p, on a ¢y’ = pd—p, alors
Y
?de—y -pP =Y.
En intégrant cette équation comme une équation de type de Bernoulli par rapport a p (y), on trouve

p=Fyvc +y2

Et onay =p=0pour y =1, donc ¢; = —1, alors

p=FyVy* -1,
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ou

W _ +yvy? — 1,

dx

en intégrant on a,

arccos — + x = cy.
Y

Et on a y (0) = 1, on trouve ¢ = 0. Par conséquent,

1
— =COST =T =
Y cos T

= Ssecx.

21



CHAPITRE 3

EDO Linéaires véctorielles (Systémes Linéaires)

3.1 Préliminaires

Définition 3.1. Un systéme d’équations différentielles (ou systéme différentielle) est un systééme de la

forme : )

v =f1 (@1, ye 4 o+ Un)
vy = fa (@, y1,92 + ... +Yn)

yn = fo @y, 02+ .+ un).

\
On appelle solution de ce systéme une suite (yi,...,y,) des fonctions définies et dérivables dans un

intervalle I de R telles que
y; :fz(l'7y17y2++yn)71 S@Sn

Définition 3.2. Un systeme différentiel linéaire du premier ordere dans K" est une équation de la

forme,
Y () = % —A(@)Y () + B(x), (3.1)
a;p () ag(x) ... ap(x) y1 (2) by ()
as () ag(x) ... a9, (x) Y2 () by (x)

avec A (z) = : : : e M, (K"),Y (x)= : et B(z) =

Ap1 () ana () oo app () Yn (2) b, ()
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K" sont des fonctions continues données. A : I — M, (K*),B : I — K" avec I C R. On dit que le
systeéme est homogene, si B (z) = 0 et e systéme homogene associe est

==

Y' () A(z)Y (z). (3.2)

3.2 Systéme différentiel linéaire du premier ordere a coeffi-
cients constants

Définition 3.3. On appelle systéme différentiel linéaire du premier ordere a coefficients constants est

un systééme de la forme :
)

Yy = 11Y1 + - + Q10Yn + b1 (2)

yé = a1y1 + .—i_ Ao2nYn + b2 (x) (3.3)

Y = n1y1 + oo F QGpnYn + by (7).

\
On appelle solution de ce systéme une suite (yi,...,y,) des fonctions définies et dérivables dans un

intervalle I de R telles que
y: :fl(xaylay2++yn>71 SZSTL

Le systéme [3.3] s’écrit sous forme matricielle,

Y' =AY + B (z), (3.4)
Y b1 ()
Y2 bz () . X
avec A(a;;) € M, (K) (K=RouC),Y (z) = ‘ et B = _ . Le systéme homogeéne
Yn by (x)
associe est,
Y' = AY. (3.5)

3.2.1 Solutions exponentielles elementaires de Y’ = AY

On cherche une solution de la forme Y (z) = e*U, ou A € K,U € K", tel que K =R ou
K =C, du systéme linéaire

Y’ = AY. (3.6)
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Théoréme 3.1. [05]
Si la matrice A du systéme @) est diagonalisable dans K, alors la solution générale de ce systéme est

donnée par :
n
Y (z) = E ity
i=1
ouc; € K, (1<i<mn) et (uy,us,...,u,) étant une base de vecteurs propres associés auz valeurs
propres Ai, ..., Apn.

Proposition 3.1. [03]

Si la matrice A est trigonalisable (A n'est pas diagonalisable ) dans R et P la matrice de passage telle
que T = P~YAP est une matrice triangulaire supérieure alors Y = PX est la solution du systéme (@,

et X étant la solution du systéeme triangulaire X' = TX.

Définition 3.4. [03]

La matrice de type (n,n) de la serie

e n 2 n

M
Y =LA Mt —
n! 21 n!
n>0

se note exp (M) (exponentielle de matrice carré M) ou e.

Proposition 3.2. Si A, B € M,, (K) co,utent (AB = BA),alors

Théoréme 3.2. Soit A € M, (K),alors

%exp (tA) = Aexp (tA).

Théoréme 3.3 (Calcul pratique de exp (A)). Si A, M € M, (K), B est une matrice compleze inversible
de type (n X n) et A= BMB™!, alors

ed = BeM B!,

3.2.2 Solution générale du systéme Y' = AY

L’une des propriétés fondamentales de ’exponentiation des matrices réside dans le fait qu’elle est

infiniment liée a la résolution des EDO linéaires a coefficients constants, et la solution Y telle que
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Y (z9) = Yy, est donnée par :
Y (z) = e®™)AY, Vo e T CR.
En effet on a

% (exA) - (Zno ~ 7

D’ou, si
Y (2) = M7y,
alors

dy

% = AGA(m_xo)Y() =AY (CE’) .

En prenant xy = 0, alors la solution générale est donnée par

Y (z) =™V, V e K"

3.2.3 Solution générale du systéme Y’ = AY + B

1*"¢ méthode :

On peut utiliser la méthode de de variation des constantes, c’est & dire qu’on cherche une solution

particuliére sous la forme Y (x) = A%V (z), ou V est supposé différentiable, alors

Y' (1) = Ae™V (z) 4+ ™V (2) = AY (z) + ™V (2).

Il suffit donc de choisir V, telle que e*4V’ (z) = B (x), soit par exemple

Vix)= / e B (z)dx, 20 € I CR.

z0

Pour Y (z¢) = 0, on obtient la solution particuliére :

Y, = ™ / e B (t)dt = / eACDB (1) dt,

xo Zo
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d’ou la solution générale est :
Y (z) = eA@®0)y] —|—/ AT B (t) dt. (3.7)
xo
2im¢ méthode : On a ici
Y' = AY (z) + B (x) (3.8)
bl (x)
by (x : : : :
avec B (z) = _ des fonctions continues sur un intervalle I et A & coefficients constants
by (2)

(diagonalisable ou traigonalisable).
Soient P la matrice de passage (ou de changement de base) et D la matrice diagonale (7" la matrice

tiangulaire superieur). On pose Y = PU ce qui donne

Y'=AY (z)+ B(z) <& PU = APU + B(x)
& U =P 'APU + P 'B(z)

D

& U =DU+ P'B(x).

¢ ()

-1 ¢ (2) R .
On note P7'B (z) = _ . Donc le systéme [3.8| devient :

cn ()

;

uy = Aiyr + a1 (2)

uh = Aotyg + o (T
2= e 2 () (3.9)

w, = ApYn + ().

\

Qvec Aq, ..., A\, les valeurs propres de A. On cherche une solution particuliére de chaque équation de ce

dernier systéeme et Y = PU permet de conclure.

Exemple 3.1. Soit le systéme différentielle

"= 6y, + 3yy + 4e3F
Y1 =P o (3.10)

Yo = —dyr — yp + 4z — 4e>”
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6
Alors A = , les valeurs propres sont \; = 2, Ay = 3. Les vecteures propres sont v; =
—4 -1
-3 4 ) -3 4 L
, Uy = . La matrice de passage est P = P =4 . On pose
4 —4 4 —4 4
Y = PU, le systéme |[3.10)| réecrit alors
PU (z) = APU (z)+ B (z)
<~
U(z) = PAPU+P'B();
D
4e37
ou B(z) = . Ainsi
4y — 43"
uy =2u; + o
e (3.11)
uhy = —duyued”
Chaque équation de ce systéme est linéaire d’ordre 1 non homogeéne, donc
U1:K1€2x—§—%
Uy = Kye3® 4 ze37,
revenant a Y = PU, alors
y1 = —3Ke* 4+ 4K,e3 + 32—3” - % + 4dzxe®®
Uy = 4K e** — 4K9e3® — 2 — 4xe3.
3.2.4 EDQO linéaires d’ordre supérieur
Définition 3.5. [05]
EDO linéaire d’ordre n, (n € N) :
ap () y™ (@) + anoy (@) y" D (@) + -+ ag (2) y = b(x), (3.12)

ot a; (x),(i =1...n) sont des fonctions continues.

3.2.4.1 Principe de superposition

Proposition 3.3. [05]
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Siyr(x),...,yx (x) sont des solutions de Alors toute combinaison linéaire

k
z = a1y (T) + aya (@) + ...+ agye () = Z a;y; ()
i=1

est également solution, ot yi, ..,y, sont linéairement indépendantes ssi le Wronskien est non nul

n Y2 s Yk
n Y2 s Yk
W(yby?a"'?yn)(x): ) . . . 70
ygn—l) yén—l) . yl(Cn—l)

Théoréme 3.4. [07]

La solution générale de ’EDO linéaire inhomogéne[3.19 s’obtient en superposant la solution générale de

[’équation homogéne correspondante
any™ (8) + an-1y™ ™V () + -+ agy () = 0,
et une solution particuliére y, (t) de I’équation inhomogéne :

y(t)=cy (t)+ ...+ cryn (t) +yp (1) .

3.2.4.2 EDO linéaires a coefficients constants
Théoréme 3.5. [05]

y = €M% est une solution de I’EDO linéaire homogéne a coefficients constants
any™ + @y + -+ agy =0 (3.13)
si et seulement si Ao est un zéro du polynéme caractéristique, p (o) = 0, ot

PN =a,\"+a, A" ad +ag =0

Exemple 3.2. [05] Déterminer la solution générale de 3" — Ty’ + 6y = 0

ona: PA)=XA-TA+6=A-1)(F+1-6)=A—-1)(A—2)(A+3)
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La solution générale est donc ¥y (x) = c1e” + ce®® + c3e™3°
3.2.4.2.1 Recherche d’une solution particuliére
Soit 'EDO linéaire non homogene d’ordre n a coefficients constants
any™ 4 a1y - Fagy = b(2) (3.14)
— Pour b (z) un polynéme de degré k :
=k ,
~ Si P(0) #0, alors y, (v) =7, (v) = > p;2’, un polynéme de degré k.
j=0
=k )
— Si P(0) =0, alors y, (z) = 2™, (v) = 2™ ) p;a’, olt m est la multiplicité de 0 et on détermine
j=0

les coefficients py, ..., p,-

— Pour b (z) = Ae*”

— Si P(a) # 0, alors y, () = Ce™”
— Si P(a) =0, alors y, (x) = Ca™e**, ol m est la multiplicité de A = a et on détermine C' (qui
vaut ﬁ, resp m)

Pour b(z) = Ae*py, (), ou py, est un polynéme de degré k
j=k ‘
— Si P(a) # 0, alors y, (v) = e*®ry (x) = e* ) p,a’
=0
j -
— Si P(a) =0, alors y, () = 2™y, (x) = 2™e*® ) p;2?, olt m est la multiplicité de A = a, et

7=0
on détermine C' et les coefficients p;, ... p,

— Pour b(x) = Asin Sz ou b(x) = Bcos Sz ou b(x) = Asin Sz + Bcos fx
— Si P (i) # 0, alors y, (x) = C'sin fx + D cos Sz
— Si P (i) =0, alors y, (z) = 2™ (C'sin fz + D cos fx), ou m est la multiplicité du zéro A = if3,
et on détermine les coefficients C et D.
— Pour b(x) = Ae** sin Sz ou b (x) = Be™® cos Sz ou b(x) = Ae®” sin Sz + Be** cos fx
— Si P(axif) #0, alors y, (x) = Ce* sin Sz + De®* cos fx
— Si P(a£if) =0, alors y, (x) = 2™ (Ce* sin fx + De™* cos fx), ou m est la multiplicité du

zéro A\ = 1[3, et on détermine les coefficients C et D.

3.2.5 Equivalence avec un systéme différentiel linéaire d’ordre 1

Soit n € N, et I est un intervalle de R du type I = ]a, f].

soient ag, ay, . ..,a,_1,b, (n+ 1) applications de classe C° (I — R), on considére I’équation




3.2. SYSTEME DIFFERENTIEL LINEAIRE DU PREMIER ORDERE A COEFFICIENTS
CONSTANTS

différentielle suivante :
y(") = a,_1(7) y("_l) + a, 2 (x) y(”_2) + -+ ap(x) y(o) +b(x),

cette équation différentielle linéaire résolue d’ordre n est équivalente & I’équation différentielle linéaire

résolue d’ordre 1 :

0 1 0 0 0 | [0 ] o [y ]
0 0 1 0 0 0 Y2 Y
0 0 0 1 0 0 Y3 g
Y’ = Y + , telle que Y = ' =
0 0 :
0O 0 0 0 0 1 Yn_1 y=2)
| @0 a1 az az -+ Gp-1 | | b ] | Yn _y(n_l)_
Exemple 3.3. [07]
Soit ’EDO du troisiéme ordre a conditions initiales
24 /_10 //+ ///+464x:0
Y vy (3.15)
y(0)=0, ¥ (0)=2, y"(0) =4
( !
Y = a1y1 + agy2 + asys ,
) yi =4y +2y
Yy = biy1 + baya + bsys ,
Posons = Yy =y +5y —y3
e ’ +y+ 5y + et
Ys= =4 Y Yz ¢
. yl(o) =0, 93(0) =1
D’ou le systeme différentiel
Yy = 4y1 + 2y y1 (0) =0;
Yy = Y1+ 5Y2 — Y3 ; avec ¢ 3 (0) = 0;
Y5 = —y1 + Y2 + Sys + y3(0) =1
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On peut I’écrire sous la forme :

( /

y1 () 4 2 0 y1 (2) 0
Y () = 1 5 —1 yo (z) | + 0
ys () -1 1 5 ys (z) etr
Y'(x) A Y (x) B
y1 (0) 0
Ys (0) 1
—— S
\ Y(O) YO

Le polynome caractéréstique de A est aprés calculs :
Py(A)=(A=4)°(A—6).

T
On a m—mgyzoj%:(11(q = B, = Ker (A — 61d)
T
(A—ugyzo:mm=<1o]j = By = Ker (A — 41d)?

11 )

U4:(A—413 Wy = Wy =

(@)
]
]

1 1 —

= pPlAapr=| 0 4 ,M%P:<%U4w>: 10
00 4 0 1

—
D[

O N

= P LAP=
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e 0 0 1 00
exp (A) = 0 ¢t 0 |[etN>=03=exp(N)=L+N=|0 11
0 0 et 0 01
11 —3 : 1 -1 e 0 0
P = 10 % = Pl = 0O 0 1 = P letP=cteN = 0 et et
01 O -1 1 1 0 0 €
S 0 0 2 (e + ¢ 2¢5 et —eb
1
= eA:P. 0 et et .Pilzz 0 4et 0
0 0 € 4 (et —e®) 4(2e* —eb) 2(eb +et)
On a
6 0 0 000 6 0 0 0 00
P'AP=l040]|+l001]|=A=P 040]|+]001 P
0 0 4 000 0 0 4 0 0O
6x 0 O 0 00
= Ax =P 0 42 0 |+| 00 ¢ p
0 0 4x 0 00
6x 0 O 0 00
At = P exp 0 4z 0 .exp|l 0 0 =z pt
0 0 4z 0 0 0
ST 00 100 e 0 0
= P 0 e 0 o1z | P=P 0 efr gete [P

0 0 et 0 01 0 0 e*
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€5 + (1 —2x) et €% — (1 —2x) e’ —e5% 4 (14 22) et
1
= eAﬂC — 5 661 _ 6490 66:1: + €4x 64.’17 _ 661
—zet” rel® (1+x)et
0 0
= Y (z) =A™y —|—/ A=) B (s)ds = e | 0 —|—/ eA@= 1 | ds
x0 0
1 648
€5 + (14 2x) e*® . —e8@=9) 1 (1 +2(x — 5)) =)
1 1
1 o _ b 1 Ao—s) _ o6(a—s) 45
7 e e =+ 2/0 e e eas
(14 z)e* (1+x — s)et@s)
V()
b [%] + (1 + 2z) e** [s]; — e** [%}
0 0
z z |e 28 v
Vi) = et [s]y + €° [T]o
(1+2) e sl — e [2]]
—3¢5 —1—7(2w + 62 + 3) yl(m):—66x+&§(2x2+6x+3)
= Y(r)=| -3 4 < (22 + 3) = q yo(z) = —2e5 + <5 (22 + 3)
e (2 4 4a + 2) ys () = &5 (22 + 4z + 2)

d’ou la solution explicite exacte de ({3.15))
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Université de M’sila
Faculté des mathématiques et de I'Informatique
Département de Mathématiques

3i¢me année Mathématiques(2021-2022)

Série N° 01(Equations differentielles)

N.B : Les questions (*) sont hors T.D.

Exercise 1. Dire si les fonctions données ci-dessous sont solutions des équations différentielles suivantes :

. 1
DY 2y =2yety=522 2)y =22+ ylety=—
T

2 —x?

2x
4) )y 4y =0et y=3sinx —4cosx 5) 7 — (M4 X) Y + Moy = 0 et y = CreM® + Coei®.

3 (z+y)de + zdy = 0 avec y =

Exercise 2. Intégrer les équations différentielles, puis déterminer les solutions particulieres si la condi-
tion initiale est donnée :
D® (z—1)dy+ (y —2)dx =0
2)22 (1 +y?)dz —y (1 + 223 dy =0
3)
4)5) (14 ) yy' = e® avec y (0) = 1
)
)
)y

Yy —2y =y avec y = 3 pour v = 0
5% (zy® 4+ ) dz + (2*y — y) dy = 0 avec y (0) =1
6)yy’ x—() Ny =2 +22 +y>+1

fm s D) = VIEE

10) (2% — ya?) y'2+ v +ay? =0 11)y/ siny. cosy + ze™ =0
Exercise 3. Résoudre les équations différentielles suivantes :
4) (v —y)yde —2*dy =0  5)y = %

(

6)(r+y—3)dr—(r—y—1)dy=0
20 +y—3
r+y—2

10)*) (22 4+ 2y — 10)dx — (v +y + 1) dy = 0.

Ty = 4x + 3y + 2 8)*)y =
oz —=3y+2
3 —9y—12
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Exercise 4. Donner le type des équations différentielles suivantes, puis les intégrer :

y dy y 14322 x(1—a?)
1 /I J — 2 (*)— — 3 _ 3 F— =
)y Lo ) . )y g;(1+x2)y 1+ 22
4)y + ¥y _ ay? log x 5y (22 +zy) = 1
X

3 (xdy — ydx)

S =0.

6)) <23: sh? + 3y chg> dr — 3x chgdy +
T x T

Exercise 5. 1) Montrer que I’équation diférentielle suivante a une solution particuliére y; = cosz, puis

trouver sa solution générale :

y (1 —sinxcosx) + y* cosx — y + sinz = 0.

2) Résoudre les équations différentielles suivantes :

1 1 1 1
1)y — Y= 2y + 52 2)(*)g — Y= Eyz +1 3%y +xy = —2y* + 1.

Exercise 6. 1) Montrer que les équations suivantes sont des équations aux différentelles totales, puis

trouver ses solutions générales :

1)cosydr + (2y — xsiny)dy =0

2) (e’ dx + 2zye”’ dy) + (ye*dx + e*dy) = 0

3)" log (y? + 1) dx +M+11)dy:0.

2) Résoudre les équations différentielles suivantes admettant un facteur intégrant :
D(z+y))de —2zydy=0  2)®y(1+ xy)de — zdy =0

3)gdx + (¥ —Inz)dy =0

4) (xcosy — ysiny) dy + (xsiny + ycosy) dr =0
)

5) M xdy — ydx + (22 + y?) tgydy = 0.
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Université de M’sila
Faculté des mathématiques et de I'Informatique
Département de Mathématiques

3i¢me année Mathématiques(2021-2022)

Série N° 02(Equations différentielles)

N.B : Les questions (*) sont hors T.D.

Exercise 7. a)*) Vérifier que les fonctions suivantes satisfont la condition de Lipschitz sur Iintervalle
indiqué et donner la constant de Lipschitz :

1) f(x,y) = 2yz~* pour x € [1, 0], 2)f (z,y) = e~*" arctan (y) pour z € [1, 00],

3)f (z,y) =2y (L +e ") (1 +y?) pour z € R.

b) Vérifier que les problémes de Cauchy suivants satisfont du théoréme de Cauchy-Lipschitz, puis trouver

ses solutions :

/ __ coszx AN — 2
1) A W ’ o\ ) Y siny 3)) y' = exp(cos r°y)
y(0) =y € R y(0) =y eR y(0) =0
¢) Donner les trois premiéres approximations successives des problemes de Cauchy suivants :
"=+ P "'=2y—222 -3 ' = cos
1) Y Yy ’ 2)() Y Y 3)() Y Y
y(0) =0 y(0) =2 y(0) =0

Exercise 8. *) On considére le probléme de Cauchy suivant :

Yy =y

(PC)
y(0) =0
1) Vérifier que y = 0 est solution de ?7.
2) Trouver une solution non nulle de classe C* de ce probléme.
3) Le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique-t-il ici ? Pourquoi ?
Exercise 9. Résoudre les équations différentielles suivantes :
* * * y
DOy =ay — () 2y=zl+y)+ W) 3Py =2y + 1+ ), @”x=é7+

2
/

+y,  DYy=avy - —5,
()
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Université de M’sila
Faculté des mathématiques et de I'Informatique
Département de Mathématiques

3i¢me année Mathématiques(2021-2022)

Série N° 03(Equations différentielles)
N.B : Les questions (*) sont hors T.D.
0 -1

1 0
1) Déterminer le polynéme caractéristique de A, puis trouver les valeurs et les vecteurs propres de A.

Exercise 10. On considére la matrice A =

2) En déduire la solution du systéme différentiel suivant :

avec condition initiale y; (0) = yo (0) = 1.

1 -1
Exercise 11. Résoudre le systéme différentiel Y/ = AY avec A =
2 4
: : 0 -1 : .
Exercise 12. On définit A = , montrer que A n’est pas diagonalisable.

1 0
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