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1 Espaces métriques

Soit E un ensemble non vide.

1.1 Deéfinitions et propriétés

_ 1.1. Une distance d sur E est une application d: £ x E — R qui satisfait
pour tout x,y,z € £ :

e e~
——
_ (inégalité triangulaire).

Le couple (E,d) s’appelle espace métrique.

I Exemple 1.1. L’exemple fondamental d'un espace métrique est I'espace R avec la

distance définie par d(x,y) = |x-y| . Cette distance s’appelle distance usuelle sue R.

= Il est facile de vérifie que d est une distance. En effet, on a pour tout z,y, 2 € R
dlx,y) =0<= |z —y| =0z =1y.
d(,y) = |z —y| = ly — 2| = d(y, 2).
dz,y) =z —yl=lz—z+z—yl < |z -2+ |z -yl =d(z,2) + d(2,y).

Deux propriétés importantes de la distance sont données par la proposition suivante :

Proposition 1.1. Soit (£, d) un espace métrique. Alors la distance d satisfait les deux
propriétés suivantes :

[a] La distance d est positive : d(z,y) >0, Va,y € E.

IEI Pour tout z,y,z € E :

|d(z, 2) — d(z,y)| < d(z,y) (1.1)

Démonstration.  [a] Soient z,y € E. En utilisant successivement les propriétés ,,,
on obtient
0=d(z,z) < d(z,y) +d(y, x) = 2d(z,y).

D’ou d(z,y) > 0.
IE Soient x,y,z € E. On a d’aprés :
d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)

d’ou par , on obtient
d('Tv Z) o d(27y) < d(.’E, y)
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En changeant le role entre x et y et par , on a
d(z,y) —d(z,2) < d(z,y).

On en déduit que

|d(z,2) — d(z,y)| < d(z,y)]. (1.2)
[l

= Le nombre positive d(z,y) s’appelle distance entre z et y ou distance de x a y.

ISy Pour vérifie que d est une distance, en générale seul, la propriété qui pose un
difficulté (parfois grande) contrairement aux propriétés |1|et |2| qui sont faciles a
vérifier .

5" Exemple 1.2. Soit d: E x £ — R une application définie par

1 stz
Vx,yEE:d(x,y):{O < xiz

Montrons que d est une distance. Soient z,y,z € E. On a
Si x =y alors d(z,y) = 0 (par définition) et si x # y alors d(z,y) =1 # 0. D’ou

dlz,y) =0<=z=y.

2 onade)={ g 3 177 —dn

y=x
[3] e Siz =y alors
0= d(x,y) < d(w. 2) + d(x. 2).
>0 >0

e Six £ yalors xz # zouy# 2 Dou

1=d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

~~
=1Vv2

Dans les deux cas, on a : d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

Donc d est une distance sur E. Elle s’appelle |distance discréte .



1.2 Exemples de distances fondamentales
1.2.1 Distances sur R"

5" Exemple 1.3. La distance notée d;, est défini sur R™ par :

n

Yo,y € R di(z,y) € |z — yil (1.3)

=1

ouz = (z1,...., %),y = (Y1, ...,yn) € R" Vérifions que d; est bien une distance. On a pour
tout x,y € R™ :

Ona

dl(x,y):()<:>2|xi—yi|20 = |z, —y| =0, Vi=1,..n
i=1
<~ T =Y, VZ:L,TL
— r=y

2| Soient z,y € R". On a

def & &
di(z,y) = Z v — yil = Z lyi — @3] = di(y, x).
i=1 i=1
Soient x,y, z € R". Vérifions I'inégalité triangulaire. On a

di(z,y) = Z v —yi| = Z T — 2 + 2 — yil
i=1 i=1

S (i = =l + o = i)

i=1

= Z |z — zi| + Z |zi — il = di(w, 2) + di(2,9).
i=1 i=1

IA

I Exemple 1.4. On définit sur R” la distance usuelle (la distance euclidienne), notée
dy par

N 1/2
Ve,y € R" : dy(x,y) def (Z |z; — %’2) (1.4)

=1



On vérifie que dy est une distance.

Ona

" 1/2
do(z,y) = 0 <= (Z\xi—yi]2> =0 < |z—yl?=0 Vi=1,.n
=1
— T; =Y, Vi = 1, o, n.

= 1=y

Soient z,y € R". On a

n 1/2 n 1/2
def
da(z,y) = (Z |lz; — ?/z|2) = (Z ly; — .9:Z|2> = ds(y, x).
i=1 i=1

Pour montrer I'inégalité triangulaire, on utilise 'inégalité de Minkowski suivant :
Pour tout a = (ay, ..., a,), b = (by,...,b,) € R" :

n 1/2 n 1/2 n 1/2
<Z|ai+bi|2> g(Zaf) +<Zb§> (1.5)

=1 =1

On a pour tout z,y,z € R™ :

" 1/2 n 1/2
da(z,y) = (Z |z — yi|2> = (Z (i — 2i) + (2 — yi)|2>
i=1 i=1
1/2 1/2
n n
< Z’fﬂi—yz’\Q + Z’Zi_yi‘Q

=1 =1
- d2($,2)+d2<2,y)-

5" Exemple 1.5. La distance notée d., est défini sur R™ par :

Va,y € R" 1 doo(x,y) o max lx; — yil (1.6)

Vérifions que d, est bien une distance. On a pour tout z,y € R" :
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Ona

dx(fl;,y):0<:>m§ulxlxi—yi\:0 — |z;—y| =0, Vi=1,..n

Soient z,y € R". On a

def
oo (2, y) = max |z; — y;] = max |z; — ;| = doo(y. ).

Soient x,y, z € R™. Vérifions I'inégalité triangulaire. On a

— x;=vy;, Vi=1,...,n.
— T =Y

doc(flfay)zf?jlx‘xi—yi’ = r?:alxlxi_zi‘i‘zi_yi‘

IN

mav (j2i — 2] + [ — i)

< max |z — 7|+ max |5 — ] = d(2,2) + duolz,0).

1.2.2 Distances sur C([a, b]; R)

Notons que C([a, b], R) est I'espace des fonctions continues sur l'intervalle borné [a, b] a

valeurs dans R. On définit sur cette espace les trois distances suivantes

b
0 (f,g) = / f(@) - g(a)lda

airo - ( [ i) - o()Pr ) "

dw(f,9) = max |f(z) — g(7)|

z€la,b]

(1.7)

(1.8)

(1.9)

pour tout f,g € C([a,b],R). On vérifie que dy est une distance sur C([a, b], R). Les autres

distances sont laissées a I’étudiant. Soient f, g, h € C([a,b],R).

Ona:

b
dz(f79)=0<:>/ [f(z) = g(2)Pdz =0 = |f(z) - g(x)| =0, Vz € [a,}]

Pour la symétrie, c’est évidente.

<~ f(x)=g(x) V€ [a,b]
— =g



Pour I'inégalité triangulaire, on applique I'inégalité de Cauchy-Schwartz suivant

/abf(x)g(x)da: < (/b If(x)de) - (/ab|g(:v)|2dx) 1/2, Vf, g, € C([a,b],R).
(1.10)

On a
b b
bf,g)? = / (@) - gla)Pdz = / (f = B) + (h— g)da
< [0+ glpde

a

b b b
- /|f—g|2dx+/ |h—g|2do:+2/ 1 — hllh — glde

b b b 12, 1/2

< /|f—h|2dx+/ |h—g|2dx+2(/ |f—h|2dx> </ |h_g|2dx>
b 1/2 b 1/2\ 2

(-] ()

= (do(f,h) + da(h, g))?

Exercice 1. Dans tous les cas suivants, est ce que 'application d : R x R — R définit
une distance sur R?

|d(x,y) = |arctanz — arctany|,Vz,y € R
jd(z, y) = [¢* — y?|, Yo,y €R
d(x,y) = |sinz — sinyl|,Vz,y € R.

1. d(x,y) = |arctan x — arctan y|. On a pour tous z,y,z € R :
e d(z,y) =0 <= |arctanz — arctany| = 0 <= x = y (car x — arctanz est une
application bijective et donc injective).
e d(x,y) = |arctanx — arctany| = | arctany — arctan x| = d(y, x).

e Pour l'inégalité triangulaire, on a

d(x,y) = |arctanz — arctanz 4 arctan z — arctan y|

< Jarctanx — arctan z| + | arctan z — arctany| = d(z, z) + d(z, y).

2. d(x,y) = |2* — y?|. d n’est une distance car I'implication d(z,y) = 0 = z = y n’est
pas vrai pour tout x,y € R. En effet pour x = 1 et y = —1 on a d(z,y) = 0 mais

T #y.



3. d(z,y) = |sinz — siny|. d n’est pas une distance pour le méme raison,. Il suffait de
choisir x = 0 et y = 27.

Exercice 2. Soit d une distance sur E. Posons § = ﬁ. Montrer que ¢ définit une distance
sur F.
_ Soient z,y,z € E. On a
1. 0(z,y) =0 < 11(52’;/)?!) =0<«=d(z,y) = 0 <= x =y car d est une distance.
o d(zy) _ dlyx
2. 0(z,y) = 1+d(rcy,y) B 1+dZ(Jy,fv) =0(y,v).

3. On montre I'inégalité triangulaire

_ dwy) 1
ow.y) = 1+d(z,y) ! 1+d(z,y)
1
s 1= 1+d(z,z)+d(z,y)
d(zx, z) N d(z,y)
1+d(z,2) +d(z,y)  1+d(z,2)+d(zy)
d(z, 2) d(z,y)

s 1 +d(x,z2) 1 +d(z,y) = 0(@,2) +9(z,y).

Exercice 3. Soit f : F — I une application injective et soit d une distance sur F. On
pose

6(z,y) :==d(f(z), f(y)), Vo,y€E.

Montrer que § est une distance sur E.

[Selutions Soient 7.y, 2 € E.

1. Pour la premiére condition, on a

dz,y) =0<=d(f(z), f(y) =0 <= f(z) = f(y) car d est une distance
<= x =y car f est une application injective

2. Pour la symétrie, c’est évidente car grace a la symétrie de d
0(z,y) = d(f(x), f(y) = d(f(y), f(x)) = 0(y, x).

3. Pour l'inégalité triangulaire, grace a 'inégalité triangulaire appliqué sur d, on a

0(z,y) == d(f(2), f(y)) < d(f(2), [(2)) + d(f(2), f(y)) = 6(x, 2) + (2, y)-



Exercice 4. Soit (E, d) un espace métrique. Soit ¢ : [0, co[— R une application croissante
telle que

©(0) =0,0(t) >0, Vt>0et Vi, s>0:0(t+s) <o)+ o(s),
Démontrer que I'application ¢ o d définit une distance sur E.
Déduire que les applications suivantes définissent des distances sur R :

d“, 0<a<l, In(1 + d), min{1, d}.

1. Montrons que ¢ o d est une distance. Soient z,y, z € E. Tenant en compte le fait
que d est une distance, on a

e Pour la premiére condition,

r=y=d(z,y) =0= p(d(r,y) =0= pod(r,y) =0
——

=t

et on a pour la deuxiéme implication

r#y=dz,y) >0= ¢(d(z,y)) > 0= pod(r,y) #0.
——
=t>0
Dotz =y <= pod(z,y) =0.
e Pour la symétrie, c’est immédiate.

e Pour l'inégalité triangulaire, on a comme ¢ est croissante

pod(r,y) = p(d(r,y)) p(d(x, 2) + d(z,y)) car d(v,y) < d(x,2) +d(z,y)
p(d(z, 2)) + p(d(z,y)) car p(t +5) < (1) + @(s)

pod(x,z) +pod(z,y).

IAINA

2. Montrons que les applications suivantes définissent des distances sur R :
d*, 0<a<l, In(1+d), min{1, d}.

e Pour la premiére application, on a d* = ¢ o d ou ¢(t) = t*, pour tout ¢ > 0.
Il suffit donc de vérifier que ¢ satisfait les mémes hypothése de la question 1.
On a pour tout t > 0 : ¢/(t) = (o — 1)t~ > 0, donc ¢ est croissante et on a
©(0) =0 et p(t) > 0 pour tout ¢t > 0 D’autre part, on a

o(s+1t) = (s+1)* <s*+t* = p(s) + ¢(t) dés que a €]0, 1]

Pour voir cela il suffit de vérifier que la fonction f(¢) = (t + s)* — s* 4+ t*, pour
t,s > 0 est décroissante).



e Pour la deuxiéme application, on a In(1+d) = ¢ od ot ¢(t) = In(1 + ), pour
tout ¢t > 0. Il est claire que ¢ est croissante et ¢(0) = 0, : ¢(t) > 0, ¥Vt > 0.
D’autre part on a pour tout t,s >0

ps+t)=In(1+s+t) <In(l+s+t+st) = In[(1+s)(1+1)]
In(s) +1n(t) = ©(s) + ().

e Pour la troisiéme application, on a min{1,d} = p od ou ¢(t) = min{1,¢}, pour
tout t > 0. On a ¢(0) = min{1,0} =0 et Vt > 0: (t) = min{l,¢} > 0 et on a
pour la croissance :si 0 <s <t alors :

Si s <1 alors ¢(s) =min{l,s} = s <min{l,t} = p(t).
Si s > 1 alors ¢(s) =min{l,s} = 1min{l,t} = ¢(t) car t > s > 1.
D’autre part, on a pour s,t >0 :

o(s+1t) = min{l,s+1t}
= min{l,1+s,1+¢s+tfcarl+s>1,1+t>1
= min{l, s} + min{1,¢} car min A+ B = min A + min B
= ¢(s) +¢(b).

CQFD.
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1.3 Ouverts et fermés
1.3.1 Boule ouverte et fermée

On définit certains notions mathématiques, en s’inspirant de la géométrie euclidienne
du plan et de 'espace.

Définition 1.2. Soient (F,d) en espace métrique, a € E, r > 0.

_ de centre a et de rayon r est I’ensemble :

B(a,r) :={x € E :d(a,x)<r}.

'La boule fermée de centre a et de rayon r est Pensemble :

B(a,r) :={z € E : d(a,z)<r}.

- de centre a et de rayon r est I’ensemble :

S(a,r) :={z € E:d(a,z)=r}.

I<" Remarque 1.1. Lorsque r = 0, alors

B(a,0) = ¢ et B(a,0) = S(a,0) = {a}

Exercice 5 (Trés facile). Montrer que| B(a,r) = B(a,r) U S(a,7).||S(a,7) = B(a,r) \ B(a,r).

I Exemple 1.6. Soit £ = R, muni de la distance usuelle d(z,y) = |z — y| On
a montré que d est une distance sur R et on a :

B(a,r)={x€R:d(a,z) <r} = {zeR:|jz—r|<r}
= {zeR:—r<z—a<r}
= {zreRia—r<z<a+r}

= la—r,a+r|

De la méme facon, on obtient la boule fermée B(a,r) = [a — r, a + r]. Pour la sphére,
on a

S(a,r) = B(a,r)\ B(a,r) = {a —r,a+71}.

E = R? avec la distance euclidienne da(z,y) := (21 — 11)? + (23 — y2)2)"">. (ici, on

ax=(r1,22) € R? y = (y1,92) € R%) Alors, on a pour a = (a1, as) € R

Bla,r) :={x € R? :dy(a,z) <1} = {x € R*: (21 — a1)? + (w3 — az)? < r’}
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C’est le disque de centre a et de rayon r privée de sa frontiére.

Y Y
_---. B(a,r) B(a,r)
// \
1/
a \
Qg t-1----~7T | as -
\\ \/
-y
L
| |
‘ T ! T
0 aq 0 ay

Boule ouverte B(a,r) dans R?| | Boule fermée B(a,r) dans R2

Yy
S(a,r)
as -
: X
0 a1

La sphére dans R?

E = R? avec la distance du(7,y) := max{|z; — zs|, |z2 — y2|}. Calculons la boule
unité (de centre O = (0,0) et de rayon 1).

B(0,1) = {X = (2,y) € R? : max{|z — 0|,y — 0|} < 1} (1.11)
= {(z,y) eR*: |z| < 1Ayl <1} (1.12)

C’est le carré centré en O et de longueur de coté 2, comme la figure le montre :

y y
B(0,1) B(0,1)

Boule ouverte B(a,r) dans R?| |Boule fermée B(a,r) dans R?
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S(0,1)

La sphére dans R?

E = R? avec la distance d;(z,y) = |z1 — y1| + |z2 — y2|. Calculons La boule unité
(ouverte). On a
B(0,1) = {(z,y): ]z =0+ |y —0] <1} = {(z,9) : [z + [y| <1}
= {(r,y):z+y<lhz—y<lA—z+y<lA—-z—y<l1}
(ici, on a distingué les 4 cas : 2,y > 0,2 >0, y < 0,2 <0, y >0et z,y <0)

On obtient donc un losange. et les figures suivantes montrent les boules ouverte et
fermée et la sphére.

. B(0,1) B(0,1)

Boule ouverte B(a,r) dans R?| |Boule fermée B(a,r) dans R2

Y

S(0,1)

La sphére dans R?

Exercice 6. Soit (E,d) un espace métrique. Trouver la boule ouverte, fermée et la sphére
(de centre a et de rayon v > 0) par rapport aux distances suivantes.

d(z,y) = { (1) Z iig L 0 y) = (1 +d(x,y), 6ry) = i(ﬁgi)y‘y
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_ Soient @ € E et r > 0.

Pour la distance d(z,y) = { (1) :i ifz

e La boule ouverte
B(a,r) = {x € FE:d(a,x)<r}
{z € E:d(a,z) =0} si 0<r<1

{r € E:dla,z)=0Vd(a,z) =1} si r>1

{a} si 0<r<1

E s r>1
e La boule fermée
Bla,r) = {r€ E:d(a,x) <7}
{r € E:d(a,z) =0} si 0<r<1

{r e E:dla,z) =0Vd(a,x) =1} si r>1

B {a} si 0<r<1
- E si r>1

e La spheére

S(a,r) := B(a,r) \ Bla,r) = { %\{a} : ;i 1

Pour la distance §(x,y) = In(1 + d(x,y)).

e La boule ouverte

B(a,r) = {zeFE:dax)<r}={reE:In(l+d(a,zx)) <r}
= {zeFE:dazx)<e —1}
= Byla,e" —1)

e La boule fermée

Bla,r) = {r€E:a,x)<r}={xc E:In(l+d(a,x)) <r}
= {reF:dazx)<e —1}
= Bd(a,er — 1)



e La spheére o
S(a,r) := B(a,r) \ B(a,r) = Sq(a,r).

e La boule ouverte

d
Bla,r) = {er:&a’x)U}:{er:H(g—&i)w“’}
{reFE:dlaz)<=} si 0<r<l1
{re E:d(a,z) >0} si r>1
Byla, =) si 0<r<1
E sior>1
e La boule fermée
Blar) = {2€E:d(a2) <r}={reB: &Y
- 1+d(z,y) ~

= {zeE:(1-r)dazx) <r}
{reE:d(ar) <=} si 0<r<l1

{r € E:d(a,z) >0} s r>1

Byla,7=) si 0<r<1

E si r>1
e La spheére

Sala, =) si 0<r<1
0] sio r>1

S(a,r) := B(a,r) \ B(a,r) = {

Proposition 1.2. Soit (E,d) un espace métrique avec E est non vide.

Soient a € E et r > 0. Alors la boule ouverte B(a,r) satisfait la propriété suivante :

Vo € B(a,r),30 > 0: B(z,0) C B(a,r). (1.13)

Soit A C E. Alors A est un réunion des boules ouvertes si et seulement si

Ve € A,3o>0: B(z,p) C A. (1.14)
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Démonstration. Soit € B(a,r).

Il suffit de choisir 0 < o < r — §(a,z). En effet, AN

on vérifie que B(x, ) C B(a,r). Soit y € B(x,0). T
Montrons que y € B(a,r). Il suffit de montrer que |
d(a,y) < r. On a par I'inégalité triangulaire |

d(a,y) < d(a,z)+d(x,y) < d(a,x)+o=r. S v

On démontre les deux implications.

=) Supposons que A est réunion des boules ouvertes. Alors

A= U B(x;,r;), ou I est un ensemble non vide.
i€l
Montrons ((1.14). Soit x € A, Alors 3i € [ : x € B(x;,r;) C A et d’aprés (1.13)),
J0>0:B(z,0) C B(z;,1;). Par conséquent B(x, ) C A.

<) Supposons que (|1.14)) est satisfait et montrons que A est un réunion des boules
ouvertes. D’apreés (1.14)), Ve € A: 3 r, > 0: B(z,r,) C A. D’ou

U B(z,r,) C A.

z€EA

D’autre part, on a
A= J{z} c | B(x,ma).
z€A zeA
On en déduit que A =
CQFD.

) . :
vea B(x, ;) (c’est un réunion des boules ouvertes).

]

1.3.2 Ouverts et fermées, Adhérence, intérieur et frontiére
La proposition précédente motive la définition suivante
Définition 1.3 (ouvert, fermé). Soit (£, d) un espace métrique et soit A C E.

[a] On dit que A est un ouvert s’il est réunion de boules ouvertes

@ On dit que A est fermé si son complémentaire est ouvert.

=" Remarque 1.2. D’aprés la proposition |1.13], un ensemble A est un ouvert s’il satisfait

la propriété ([1.14]).

5" Exemple 1.7. Soit (E,d) un espace métrique.

La boule ouverte est un ouvert (évidente).
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L’ensemble vide est un ouvert car ¢ = B(a,0) (c’est la boule ouverte de rayon 0).

L’ensemble E est un ouvert, car on peut écrire £ sous la forme

E = U B(a,n), avec a € E.

neN

D’aprés ii) et iii), ¢ et E sont des ouverts et fermés a la fois.

La boule fermée est un fermé : En effet, il suffit de montrer que C; B(a, ) est ouvert.
Pour cela on montre que

Vo € CpB(a,r),30 > 0: B(x,0) C CgBl(a,r).

Soit z € CgB(a,r). Alors d(x,a) > 7.
Posons ¢ = d(z,a) —r > 0. On alors
B(z,0) C CpB(a,r), car si y € B(x,0),
alors

d(CL’ y) > |d(a7 I‘) —d(]),y>| R
= |r+o—dzy)>r+o-—o=r -~
———
<e
Donc y & B(a,r), i.e. y € CxB(a,r).

On a besoin de cette notion de distance entre un élément x et un ensemble A.

Définition 1.4. Soient (F,d) un espace métrique, € F et A une partie non vide de E.
On appelle distance de  a A le nombre positive

d(z,A) = ;Ielfl d(z,y) = inf{d(z,y) : y € A}. (1.15)

=" Remarque 1.3. [a] En utilisant la caractérisation de la borne inférieur, on a
a=d(z,A) <= Ve>0,FJyc A:d(z,y) <a+e
et en particulier

dlz,A) =0 <= Ve>0,Jye A:d(x,y) <e
< Ve>0:ANB(x,¢e) # ¢.

[b] Siz e Aalors d(z, A) = 0. En effet

0<d(z,A):=infd(z,y) <d(z,z)=0.

ycA

Si A = ¢, alors on prolonge la définition en posant d(z, A) = +o0.
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Exercice 7. Soit A un ensemble non vide d’un espace métrique (F,d). Montrer que

Ve,y € B |d(z, A) —d(y, A)| < d(z,y). (1.16)
_ Soient z,y € E. On a
o <
d(z,A) : ;gg d(z,z) < ;relg(d(m, y) +d(y, 2))

< d(w,y) + inf dly, z) = d(z,y) + d(y, A).

Dot d(z, A) — d(y, A) < d(z,y). Par symétrie, on en déduit que

Définition 1.5. Soient (E,d) un espace métrique et A une partie non vide de E.
L’adhérence de A, noté A, est défini par

A={recF:dx A =0} (1.17)

et un point de A s’appelle point adhérent de A.

L’intérieur de A, noté A, est ’ensemble défini par

A={reA/3Ir>0:Br) cC A} (1.18)

et un point z de A s’appelle point intérieur de A et dans ce cas, on dit que A est
un voisinage de .

La frontiére de A, noté FrA,est I’ensemble :

Fra =4\ A. (1.19)

=" Remarque 1.4. 1. D’apres les définition, il est claire que ;1 CAetAcCA.
2. A est ouvert si et seulement si A est un voisinage de tous ses points.
=" Exemple 1.8. [a] Si E est muni de la distance discréte d(z,y) = 0si z =y et
d(xz,y) = 1siz #y. Soit A= {a} C E. Calculons A et A. Pour ;l, onaAcA Il

suffit donc de tester si a € A ou pas. On a

B(a,1/2) :={x € E:d(a,z) < 1/2} ={z € E : d(a,z) =0} = {a}.

Par conséquent a € B(a,1/2) C A. Donc A= {a} = A. Pour A, on a
€A== dr,A) =0+ dr,a) =0+ 1=a.

D'ott 4 = {a} = A.
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[b] Smt R muni de la dlstance usuelle d(z,y) = | — y|. Posons A = [0, 1[. Calculons
A et A PourA onaAcC A Soit z € A = [0, [ Si z = 0, alors pour tout
r>0 :B(0,r)=]—r+r[Z 0, 1[etd0ncx—0¢A Sle]O 1], alorsB(w r) =

Jo —r,x+r[C[0,1], ot r = min{z,1 — z}. Donc x € A. Par conséquent A =0, 1[.
Pour A. On a A C A. Soit x € A°. Six =1 alors pour tout y € A : dlz,y)=1—y.
Do d(1,A) = infyead(1l,y) = infyea(l1 —y) =0. Donc 1 € A. Siz < 0ouz > 1,
alors

) e - r—y st z>1
VyeA.d(x,y)—\x y‘ - {y_x si r<0

r—1 s1i z>1
—T si x<0
> min{—z,z — 1} >0

Donc d(z, A) > 0. Donc z ¢ A. Par conséquent A = [0, 1].
La proposition suivante donne des propriétés trés importantes a ces notions :

Proposition 1.3. Soient (E,d) un espace métrique et A est un ensemble non vide de de
E. Alors :

;1 est ouvert.
A est fermé.

o

A © = A° (le complémentaire de Padhérence est égale & I'intérieur de complémentaire).

A est le plus grande ouvert inclus dans A.

A est le plus petit fermé qui contient A.

o
Démonstration. Montrons que A est ouvert. c’est & dire on montre que

o

‘v’xE?l,EIr>O:B(x,7“)CA.

Soit z € A. Alors, par définition, 3r > 0 : B(z,r) C A. Montrons que B(x,r) C A
Soit y € B(x,r), don d’apres (1.13) 3 0 > 0: B(y,0) C B(x,r) C A et donc y € A.
Par conséquent B(x,r) C A.

1l suffit de montrer que (A)¢ est ouvert. Soit x € (A)°. Alors d(x, A) :=r > 0. c’est
a dire

Yye A:d(x,y) >d(z,A) =r (car d(z,A) = igﬁ d(z,z) <d(z,y)).
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Ce qui implique AN B(x,r) = ¢. Montrons que B(x,r) C (A)° Soit y € B(z,7),
alors d’aprés (1.13)), 3 0 > 0: B(y, 0) C B(x,r). D’ou B(y, 0) N A = ¢, c’est a dire

VZEA:(y,z)zg>O.

Par conséquent d(y, A) := inf,ead(y,z) > 0> 0. D'ouy ¢ A et et donc y € (A)°.
D’ou B(z,r) C (A)°. Donc (A)¢ est ouvert.

Ona

7€ (A = d(z,A) >0 <= igld(x,y) =r>0
y

— VyeA:dzy>r<VyecA:y¢gDB(x,r)
< ANB(z,r) =¢ <= B(z,r) C A°

< 1x € /C{C.
Dot (A)° = A°.

Soit B un ouvert inclus dans A. Montrons que B C A. Soit x € B. Comme B est

un ouvert alors 3r > 0 : B(x,r) C B C A. Donc z € A. Donc A est le plus grand
ouvert inclus dans A.

Soit F un fermé qui contient A. Montrons que A C F. On a F° C A° et comme F°

est ouvert, d’aprés les deux point précédents F¢ C A° = (A)°. Donc A C F.
]

Corollaire| 1.4. Soient (£, d) un espace métrique et A est un ensemble non vide de de
E. Alors :

(A est fermé) <= A = A.

(A est ouvert) <= A = A

r€A<=VYr>0:B(x,r)NA#¢.

I€1(21<:>E|T>OZB(JZ,T)CA.

Démonstration. En exercice. O
Exercice 8. Soit (E,d) un espace métrique, ot d est la distance discréte.
1. Calculer la boule ouverte et la boule fermé de centre a et de rayon 1.

2. Calculer l’adhérence de B(a,1).

3. Conclure.
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D’apres 'exercice @ on a
B(a,r) = {a} et B(a,r) = E.

Calculons I'adhérence de B(a,1). Soit = € E. On a

z € B(a,r) < d(z,B(a,r)) =0 <= d(z,a) =0 <=z = a.
D’ou B(a,r) = {a}.

On observe que B(a,r) # B(a,r). Donc, on déduit que I'adhérence de la boule
ouverte et la boule fermée ne sont pas toujours égales.

Proposition 1.5. Soient (E,d) un espace métrique, A et B deux parties de E.

o

AcB= (Ac BAACB).

° /—/O\

ANB B,AUBCAUB.

— An

ANBCcANB, AUB=AUB.

Exercice 9. Démontrer la proposition précédente

m Supposons que A C B et montrons que (A C BA A C B). Soit € A. Alors, il
existe r> 0 tel que B(z,r) C A et comme A C B, alors B(x,r) C B. D'ou z € B.

Done A C B. Soit maintenant z € A. Alors par définition d(z, A) = 0 et comme
A C B, alors

0=d(z,A):= ;g‘ d(z,y) > ;Ielg d(z,y)|:=d(x,B) > 0.

D’ot d(x, B) = 0 et donc x € B. D'ott A C B.

o o

—N— o o —N—
Montrons que ANB = AN B. Soit |z € AN B, alors 3r > 0 : B(z,r) C AN B.

D’ou B(z,r) C A et B(x,r) C B, et donc z € Aet x € B. Dot |x € o0cAN B|

/—/\ o] o (o] o] o [}
Dot ANB C AN B . D’autre part, ona AC Aet BC B.Dot ANBC ANB.
o o ——
Comme AN B est un ouvert et AN B et le plus grand ouvert contenu dans AN B

. L . (o} o /_/R
(voir Proposition |1.3]), alors on en déduit que ANB C ANB.
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Montrons que‘AUB = AUB| Onsait que AC Aet BC B.D'ot AUB C AUB
qui est fermé et comme AU B et le plus petit fermé qui contient A U B (voir

Proposition , alors AUB C AU B . D’autre part, on a A C AU B et donc
AC AUB, de méme BC AUB. Donc AUB c AU B.

Exercice 10. Trouver les ouvert et les fermés de I'espace métrique (F,d) dans les cas
suivants

1. E =R et d est la distance usuelle.
2. d est la distance discréte.

_ Il suffit de déterminer les boules ouvertes.

1. E =R et d est la distance usuelle. Alors, on sait que B(a,r) =|a —r,a+r[ et comme
a et r sont quelconque, alors les boules ouvertes sont les intervalles ouverts de la
forme Ja, b. Donc les ouvert sont les réunions des intervalles ouverts. Comme les
fermés sont par définitions les complémentaires des ouverts, alors les parties fermées
de E sont les intersections des intervalles fermées.

2. d est la distance discréte. Pour 0 < r < 1, on sait que B(a,r) = {a}. Donc pour tout
partie A C F, on a
A= UaeA{a’} = UaEAB(aa T)'

D’ou A est réunion de boules ouvertes et donc ¢’est un ouvert. D’otu les ouverts de E
sont toutes les parties de E. Comme toute partie A est le complémentaire de A° C F,
alors A est aussi une partie fermée. D’ot les fermés de E sont toute les parties de F.

Exercice 11. Soit (E,d) un espace métrique. Soit @ € E. On définit I'application d, sur
E x E par

da(,y) = { Sl(a,m) +d(a,y) :i i ;z
1. Montrer que d, est une distance sur F.
2. Calculer la boule ouverte By, (a,r) en fonction de By(a, ).
3. Méme question pour la boule ouverte By, (b, r) avec b # a.
4. Si AC E et a ¢ A, montrer que A est un ouvert de (E,d,).

5. Si A C FE et a € A, montrer que A est un ouvert de (F,d,) si et seulement si A est

un voisinage de a par rapport a d (i.e. a € A).

1. Montrons que d, est une distance sur E. Soient z,y,2 € F
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e Montrons que d(z,y) <=z =y. On a

r=y|=|d.(x, y)defo.

r#y|= (@#aVy#a) = (dla,z) >0V (a,y)>0)
— dy(z,y) :=d(a,z) +d(a,y) >0
_

do(T,y) #0|.

e Pour la symétrie c’est évident.

e Montrons l'inégalité triangulaire. Si x = y, alors d,(z, y) 0. Etona do(x,2) >
0 et dy(z,9) > 0. D'ou

do(z,y) = 0 < dy(x,2) + du(2,y).

Siz #y, alors dg(z,y) o d(a,z) + d(a,y)|et on a

d(a,z) + d(a,y) si z=xANz#y
do(z,2) + do(2,y) = d(a,x) + d(a,y) si z#£xNz=y
d(a,z) +d(a,y) |+ 2d(a,z) si z#xNz#y

Dans tous les cas, on remarque que dy(z,y) < du(x, z) + do(z,y).

2. Calculons la boule ouverte By, (a,r) en fonction de By(a,r). On a

By, (a,r) o {r € E:dy(a,x) <r}

et on a
0 si a==x
d(a,a) +d(a,z) si a#x
0 si a==x
d(a i a#uw
= d(a
D’ou

By, (a,r) ={x € E:d(a,z) <r}:= By(a,r).
3. Calculons la boule ouverte By, (b, ) en fonction de By(a,r) ot b # a. On a

Ba,(a,7) € {x € E: dy(b,2) <1}
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Soit z € E. On a

O<rAxz=>
do(byz) <1 <= Y
d(a,b) +d(a,z) <rANx#b
r=0
<~ V
d(a,z) <r—d(a,b) N xz#b
x=>b
— vV

e Sir <d(a,b) alors

x=>b
do(b,x) <r <= \Y% <= x =0
d(a,z) <0
Donc By, (b, 1) = {b} .
e Sir > d(a,b) alors
x=>0
do(b, ) < 7r = \Y%

x € By(a,r —d(a,b)
Donc By, (b,7) = {b} U By(a,r) .

4. Soit A C F avec a ¢ A. Montrons que A est un ouvert. Il suffit de montrer que A est
un réunion de boules ouvertes. On a pour tout b € A : a # b. Soit 0 < r < d(a,b).
Alors d’apres la question précédente By, (b, r) = {b} . Do

A = Upea{b} = UpeaBy, (b, 7).
D’ou A est un ouvert de (F,d,).
5. On démontrer les deux implications.
A est ouvert de (E,d,)| <= Voxe A 3Ir>0:By(x,r)CA
— Pourz=a€ A, Ir>0:By(a,r)CA
W 350 B(a,r) = Bg,(a,r) C A

—> | A est un voisinage de a dans (£, d).

A est un voisinage de a dans (E,d).| <= 3r>0: B(a,r) = By, (a,r) C A
< A= (A\{a})UBy,l a,r)
— | A est ouvert de (F,d,)

(car A\ {a} et By, (a,r) sont des ouverts).
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1.4 Suites et applications dans un espace métrique
1.4.1 Suites dans un espaces métriques

Rappelons la définition d’une suite de E. C’est une application de N vers E, qui a
n associe u, € E. La définition naturelle de la convergence d’une suite dans un espace
métrique (E, d) est comme suivant :

Définition 1.6. Soient (E,d) un espace métrique, (u,), une suite de E et u € E. On

dit que la suite (uy,), converge vers u si

lim d(un,u) =0

n—oo
et u s’appelle une limite de u.

5" Remarque 1.5. e Comme d(u,,u) € R, alors il est bien connue que

lim d(u,,u) =0 <= Ve>0,IN €eN:n>N = d(u,,u) <e

n—oo

< Ve>0,dINeN:n> N = u, € B(u,¢)

e La limite u de la suite (u,), est unique. En effet s’il y a une autre limite v € E alors
0 <d(u,v) < d(u,u,) + d(un,v)
et en passant & la limite quand n — oo, on obtient 0 < d(u,v) < 0. Par conséquent
d(u,v) =0 et donc u = v.
e Une suite stationnaire est convergente dans tout espace métrique. En effet, si (u,),
est stationnaire alors, il existe NV € N tel que
Vn > N : u, = u (est constante) .
D’ou d(uy,,u) =0, ¥n > N. Par conséquent lim,, ., d(t,,u) =0
Définition 1.7. Soit (u,), une suite d'un espace métrique (F, d).

1. Une suite extraite (ou sous-suite) de (uy), est la suite (uy@m))n, ot ¢ : N = N est
une application strictement croissante.
2. On dit que u € F est une valeur d’adhérence de la suite (u,), s'il existe une

sous-suite de (u,), convergente vers u.

La proposition suivante donne une caractérisation entre I’adhérence d’un ensemble via
les suite.

Proposition 1.6. Soit A une partie non vide d’un espace métrique (E,d). alors

A={r e E,3r,), CA: lim z, =z} (1.20)

n—oo

d’autre maniére, on a

r€ A<= J(z,), C A: lim z, = z.

n—oo

25



Démonstration. On a

r €A

I[o.
o8
i

d(z,A) = ;gg d(z,y) =0

caractérisation de I'inf

Ve >0,y € A:d(z,y) <e
1
Vn e N* 3y, € A:d(z,y,) < -

1o

(Yn)n C A et x = lim y,.
n—oo

[]

I Exemple 1.9. Soit R muni de la distance usuelle d(z,y) = |z — y|. Considérons
I’ensemble

1

Calculons A. On a = € A si et seulement s’il existe une suite de A converge vers z. Une
suite (7,), de A est définie par z,, = =, p, € N pour tout n € N*. Alors :
Pn

_ 1 1
r€Ad <— rz=llm — = —~——

_J 0 si p, = +00
= x_{l/p si p, —peN*
Doan A={0}U{l/p, pe N*} = {0} U A.

'Corollaire| 1.7. Soient (E,d) un espace métrique et A une partie de E. Alors

(A est fermé ) <= ( toute suite convergente (a,), C A, sa limite appartient a A).
(1.21)

Exercice 12. Soit (R, d) un espace métrique ot d est la distance usuelle. Trouver I’adhé-
rence et l'intérieur des ensemble suivantes

1 1 (=)™
A={-+- pqeN}, B= , n €N}
G+ boB={" )

1. Calculons l'intérieur de A. Soit x € A. Supposons que x € A. Alors 9r > 0
B(z,r) C A, or B(z,r) =lx —r,x+r[¢ A, car AC Q. Donc x ¢ A et A= ¢.

2. Calculons I'adhérence de A. On utilise la caractérisation donnée par la proposition
. Une suite convergente (x,), de A s’écrit sous la forme x, = pin + qin, avec
Dns qn € N* pour tout n € N. Son perder de généralité, on peut supposer que les
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suites (pin)n, (i

Weierstrass, on peut en extraire des sous suites convergentes). Alors
1 1

)n sont convergentes (car si non, d’apreés les théoréme de Bolzano-

re€A = I(z,), CA:x=limz, = lim(— + —)
0 Sl Qn,Pn — +00
1 i .
. /p si pn—pEN etqn—>o<j
1/p si p, —>o0etq, >peN

1/p+1/q si p, >p€eNetq, —qeN*

Par conséquent

_ 1 1 1
A={0}U{-,peN}U{-+~-,p,g e N}
{}{p } % . ¥

Pour I'ensemble B, on se procéde de la méme maniére pour obtenir

B=¢, B:= {0}u{(_;>n,neN*}.

Exercice 13. Soit (£, d) 'espace métrique discret (d est la distance discréte). Trouver
toutes les suites convergente.

ISelution | Soit (u,), une suite convergente vers u dans espace discret (E, d). Alors
on a
Ve > 0,dN e N\Vn > N @ d(uy,u) < e.

Pour € = 1/2022, il existe alors N € N tel que
1
>N d(uy,u) < —— < 1.
Vn > d(ty,,u) 5005 <

Comme d est la distance discréte, alors d(u,,u) = 0V 1, on en déduit que Yn > N :
d(u,,u) = 0 et donc u,, = u. D’ou la suite (u,), est stationnaire. Inversement tout suite
stationnaire est convergente. Donc les suite convergentes sont les suites stationnaires.

1.4.2 Notion de suite de Cauchy et espaces métrique complet

Soit (£, d) un espace métrique. Si la suite (uy,), de E est convergente vers une certaine
limite ¢, alors d(u,,¢) — 0 quand n — oo, et grace a 'inégalité triangulaire d(u,, u,) — 0,
quand p,q — oo. C’est a dire les termes u, et u, s’approchent I'un de I'autre dés que p
et ¢ tendent vers +o00. On dit dans ce cas que la suite est de Cauchy. On donne donc la
définition suivante :

Définition| 1.8. Une suite (u,), d’un espace métrique (E, d) est dite de Cauchy si

Ve >0,3N e NNVp,g e N:g>p> N = d(up,u,) <e. (1.22)

Autrement dit,

lim d(up,u,) — 0.
p,q—00
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I Remarque 1.6. Toute suite convergente est de Cauchy (ce n’est pas difficile & vérifier),
mais le contraire n’est pas toujours vrai dans un espace métrique. Pour cela, on donne la
définition suivante :

Définition 1.9. Un espace métrique (F,d) est dit complet si toute suite de Cauchy dans
cet espace est convergente.

Proposition 1.8. Toute suite de Cauchy d’un espace métrique (E,d) est bornée. C’est a
dire

Ja € E, IM > 0:d(a,u,) < M,Vn € N.

Démonstration. En exercice. ]

I Exemple 1.10. L’espace R avec la distance usuelle d(x,y) = |x — y| est complet.
En effet. Soit (u,,), une suite de Cauchy. D’aprés la proposition précédente, elle est bornée.
Il existe donc une sous-suite notée (uy,, ), convergente vers ¢ € R (d’aprés le théoréme de
Bolzano-Weierstrass). Montrons que la suite est convergente vers £. Soit ¢ > 0. Alors

¢>p>N = d(up,uy) <e/2 car (u,), est de Cauchy
dNy, Noy N3 € N n>Ny, = d(u,,0l)<e/2 caru,, —/
n>Ns — k,>N; car k, — 400, (déf de sous-suite)

D’ot, pour N = max{Ny, N, N3}. On a
n >N = d(u,,0) < d(un, ug,) + d(ug,, l) <e/2+¢/2 =c¢.
Ce qui donne la convergence de (uy,),. Donc (R, d) est un espace complet.

I=" Exemple 1.11. L’espace R muni de la distance d(z,y) = |arctanx — arctany|,
n’est pas complet. En effet, on considére la suite de terme générale u,, = n. Montrons que
(un)n est de Cauchy, mais elle n’est pas convergente. Soient £ > 0, p,q € N avec ¢ > p. On
a

d(up, u,) = | arctan p — arctan g| = | arctan b4 | < arctan L _ arctan 1/p.
q pq
et on a 1 1
arctan — < ¢ <= — < arctane <—=p > ——
D P arctan e
D’ow, en choisissant N := [1/arctane] + 1 > 1/arctane, on obtient

¢g>p>N=d(upu,) <1l/p<e.

Donc (uy,), est de Cauchy. Il reste & montrer que (u,), n’est pas convergente. Par absurde.

S’il existe a € R tel que lim, .o u, = a. Alors lim, ,, d(n,a) = 0. D’ou d(n,a) =
arctan 7o — 0 et donc "7+ — 0, quand n — oo. Mais o~ tends vers 1/asia##0et
an +an 1+an

tends vers 400 si a = 0. Contradiction. Donc la suite n’est pas convergente et ’'espace
(R, d) n’est pas complet.
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Exercice 14. Soit £ = N* d: E x E — R une application définie par

0 si p=gq
d“”q):{\,%—a S pta

1. Montrer que d est une distance sur N.
2. Montrer que la suite de terme générale u,, = n, est de Cauchy.
3. Est elle convergente ?
4. Conclure.
5. Calculer B(1,7) et B(1,7) avec r > 0.
6. Mémes questions si E =0, +o0|
Solution :
1. Ce n’est pas difficile

2. Montrons que la suite (uy,), est de Cauchy. On a u,, = n. Soient € > 0, p,q € F := N*
avec ¢ > p. On a

1 1
d(uy, uy) :==d(p,q) :==|— — —
(p q) (p,q) |p q D

1
< -.
p

| =

et on a 117 <& <= p>1 On choisit N :=[1/e] +1 > 1/e, on obtient

1
q>p2N:>p>g:>d(up,uq)§ <e.

=R

Donc (uy,), est de Cauchy.
3. Si (uy), est convergente vers une certaine limite p € N*, alors

1 1 1

n—oo n—oo 1 p p
ce qui est impossible. Donc la suite n’est pas convergente.

4. On conclut que l'espace (F,d) n’est pas complet.
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1.4.3 Applications continues

Définition 1.10 (Continuité en un point). Soient (E,d), (F,d) deux espaces métriques,
f: E — F une application, a € E. On dit que ¢ € F est la limite de f(z) quand z — a
si

6, f(z)) — 0 quand d(z,a) — 0.

Autrement dit, si

Ve>0,3r>0:0<d(a,z) <r=4(( f(z)) <e. (1.23)

La proposition suivante donne une caractérisation de la limite de f en un point a par
les suites.

Proposition 1.9. Soient (E,d), (F,0) deux espaces métriques, f : F — F une applica-
tion, a € E et £ € F. Les assertions suivantes sont équivalentes

o lim, ,, f(x) ="

e Pour toute suite non stationnaire (z,), de E convergente vers a, la suite (f(z,))n
est convergente vers (.

Démonstration. En exercice O

Définition 1.11. Soient (F,d), (F,d) deux espaces métriques, f : E — F une applica-
tion, a € E. On dit que f est continue en a si

d(f(x),d(a)) — 0 quand d(z,a) — 0.

Autrement dit, si

Ve >0,3r>0:d(a,z) <r=0(f(a), f(x)) <e. (1.24)

5" Remarque 1.7. La définition précédente est équivalente a

Ve >0,3r > 0: 2 € By(a,r) = f(x) € Bs(d(a),e). (1.25)

ou

Ve > 0,3r > 0: By(a,r) C f 1(Bs(f(a),e)). (1.26)

Exercice 15. Soit id : (E,d) — (E,¢) l'application identique avec 0 est la distance
discréte. Montrer que id n’est pas continue en tout point de E.

La proposition suivante donne une caractérisation de la limite de f en un point a par
les suites.

Proposition 1.10. Soient (E,d), (F,d) deux espaces métriques, f : E — F une appli-
cation, x € E. Les assertions suivantes sont équivalentes

e f est continue en .
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e Pour toute suite (z,), de F convergente vers z, la suite (f(z,)), est convergente

vers f(x).

Définition 1.12 (Continuité globale). Soient (E,d), (F,0) deux espaces métriques,
f : E — F une application. On dit que f est continue sur £ (ou continue) si elle est
continue en tout point a € E.

La proposition suivante donne une caractérisation trés importante de la continuité
globale.

Proposition 1.11. L’application f : (E,d) — (F, ) est continue si et seulement si
I'image réciproque de tout ouvert de F' est ouvert de E.

Démonstration. On démontre les deux implications.

=)

Supposons que f est continue sur £. Soit O un ouvert de (F,6). Alors O := J,.; B;
ol B; est une boule ouverte de (F,4). Montrons d’abord que f~!(B;) est un ouvert
de (E,d). Soit x € f~'(B;). Alors f(z) € B;. Donc d’apres (L1.13), 3= > 0
B(f(x),e) C B;. D’aprés la continuité de f en z, il existe r > 0 tel que

By(z,r) C fH(Bs(f(x),€) € fH(By).
On a montré que
Vo € fYB;),3r > 0: By(z,r) C fHBy).

Donc f~1(B;) est un ouvert de (E,d). D’ou

f710) = f(U B;) = U f7Y(B;) est aussi ouvert de (E,d).

iel il

Supposons que I'image réciproque de tout ouvert de F' est ouvert de E. Montrons
que f est continue en tout a € E. Soit € > 0. Alors f~(Bs(f(a),e)) est un ouvert
de (E,d) et x € f1Bs(f(a),e)). D’apreés la définition de I'ouvert, il existe r > 0, tel
que By(z,r) C f~Y(Bs(f(a),€)). D’ou la continuité en a.

[]

Exercice 16. Trouver toute les applications continues f : (E,d) — (F, ) lorsque :

1. d est la distance discreéte,

2. ¢ est la distance discréte.

Exercice 17. Montrer que f : (E,d) — (F,J) est continue si et seulement si 'image
réciproque de tout fermé de (F,0) est un fermé de (F,d).

Définition 1.13 (Homéomorphisme). Soient (E,d), (F,0) deux espaces métriques, f :
E — F une application. On dit que f est un homéomorphisme si
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e f est bijective.
e fet f~! sont continues (ou f~! est Papplication réciproque de f).
S’il existe une telle application, on dit que les espaces (F, d) et (F,J) sont homéomorphes.

Définition 1.14. Soient (F,d), (F,J) deux espaces métriques, f : E — F une applica-
tion.

1. On dit que f est uniformément continue si

Ve > 0,30 >0:d(z,y) <0 = 9(f(x), f(y)) <e. (1.27)

2. On dit que f est Lipschitzienne si

AL > 0,Vx,y € E: 6(f(z), f(y)) < Ld(z,y) (1.28)

La proposition suivante est immédiate (c’est une conséquence de la proposition [1.11)).

Proposition 1.12. L’application f : (E,d) — (F,d) est une homéomorphisme si et
seulement si 'image directe (resp. réciproque) de tout ouvert de (E,d) (resp. de (F,0))
est un ouvert de (F,6) (resp. de (E,d)).

Exercice 18. Montrer que f : (E,d) — (F, ) est une homéomorphisme si et seulement

si I'image directe (resp. réciproque) de tout fermé de (F,d) (resp. de (F,6)) est un fermé
de (F,9) (resp. de (E,d)).

Exercice 19. Soit f: (E,d) — (F,0) une application. Montrer que
e f est Lipschitzienne = f est uniformément continue.

e f est uniformément continue = f est continue.
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2 Espaces topologiques

2.1 Préliminaire

Le but de ce cours et de dégager la structure nécessaire d'un ensemble F, qui nous
permet de parler de la limite (d’une suite ou application) et par conséquent la convergence
et la continuité. On a vu dans le cours précédent la définition naturelle de la limite dans
un espace métrique. La question qui se pose : Est ce que la structure métrique de I'espace
est nécessaire pour parler de la limite ? La réponse est non. La structure métrique n’est
pas nécessaire mais elle est suffisante. En fait, on peut parler de la limite sans avoir une
distance. Il suffit d’avoir une structure sur ’espace qui s’appelle structure topologique.
La structure métrique engendre cette structure topologique qui dépends de la nature des
parties de F.

En effet, rappelons la définition de la limite d’'une suite. La suite (u,), converge vers u
dans un espace métrique (F,d) si

Ve >0,IN e N:n >N = d(u,,u) < e.
On peut écrire cette définition de la maniére suivante :
Ve >0,dN e N:n > N = u, € B(u,¢).

Cette définition est équivalente a

Pour tout ouvert O,z € O, IN eN:n> N = u, € (’).‘ (2.1)

Exercice 20. Vérifier I’équivalence entre (2.1)) et la convergence de (uy,), vers u (utiliser
la propriété caractéristique de 'ouvert (1.14]) de la proposition [1.2)).

On observe que la définition précédente ne dépends que des ouverts. Donc pour définir
la limite d’une suite, il suffit d’avoir une telle famille d’ouverts. Cette famille s’appelle
topologie sur F et dans ce cas, on dit que E a une structure topologique. Pour généraliser
cette notion de topologie, on a besoin de savoir les propriétés caractéristiques de la famille
des ouverts. La proposition suivante répond a cette question

Proposition 2.1. Soit (£, d) un espace métrique et soit O 'ensemble de tous les ouverts
(avec 'ensemble vide). Alors on a les propriété suivantes

¢, E €0
Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.
Un réunion quelconque d’ouverts est un ouvert.

La preuve de cette proposition est immédiate.
Ceci motive le prochain paragraphe
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2.2 Topologie, espaces topologiques

_ 2.1. Soit E un ensemble non vide et soit 7 C #(E) un ensemble de parties
de E. On dite que T est une topologie sur E si

1] o, EcT

Stable par intersection finie : Si O,09 € T alors O1 N Oy € T.

Stable par réunion quelconque : Si {O;}ier C T, alors |J;.;0; € T (ot I est un
ensemble quelconque des indices).

Dans ce cas, on dit que (E,T) est un espace topologique (ou on dit que E muni de la
topologie T est un espace topologique).

5" Exemple 2.1. Toute espace métrique est un espace topologique avec la topologie
O de I'ensemble des ouverts (voir la proposition [2.1]) et on a la définition suivante :

Définition 2.2. Soit (E, d) un espace métrique. On note 7y I'ensemble de tous les ouverts
de E ( c’est une topologie sur F, voir Proposition . Alors T, s’appelle la topologie
associé a la distance d (ou la topologie engendrée par d). Dans ce cas on dit que 'espace
topologique (F, T;) est métrisable.

Définition| 2.3. Soit (E,7) un espace topologique et soit A C E une partie de E.
1. On dit que A est un ouvert si -

2. On dit que A est un fermé si - (ou si CgA est ouvert ).

On peut donc généraliser les concepts connues dans un espace métrique aux espaces
topologiques.

_ 2.4. Soit (E,T) un espace topologique. Un ensemble V' de E est dit voisinage
de z € I si
0T :zcO0CV.

L’ensemble de tous les voisinage de z sera noté V(x)|.

L’ensemble de tous les voisinages ouverts de z est noté O(x),|c’est I'ensemble de tous les

ouverts qui contient z (Il est clair que O(x) C V(x)).

I Exemple 2.2. Si (E,d) est un espace métrique et 77 est la topologie associée a d,
alors I'ensemble des voisinages de x € E est donné par

Vx)={ACE/3r>0:B(x,r) C A} (2.2)

et I’ensemble des voisinages ouverts de x est donnée par

Ox)={A€T;/Ir>0:B(x,r) C A} (2.3)
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En effet, pour la premiére inclusion, on a si V' € V(x), alors il existe un ouvert O tel
que z € O C V. D’aprés la définition d’un ouvert dans un espace métrique, O est un
réunion des boules ouvertes et d’apres la proposition m, Ir >0 : B(xz,r) C O et donc
B(z,r) C V. Pour l'inclusion inverse il suffit de prendre O := B(z,r).. La deuxiéme
assertion se traite de la méme facon.

On caractérise alors les ouverts, en utilisant les voisinages comme suivant
Proposition 2.2. Soit A une partie non vide d’un espace topologique (E,T). Alors
AceT <<= VreA: Ac V(). (2.4)

_ 2.5. Soient (F,7T) un espace topologique et A une partie non vide de F.
L’adhérence de A, noté A, est défini par

A:={z€ENO€O(x):ONA+} (2.5)

ou de maniére équivalente,

A={zc ENVVeV(): VNA#as)}

et un point de A s’appelle point adhérent de A .

L’intérieur de A, noté A, est 'ensemble défini par

A={reA:30€0():0CA) (2.6)

ou de maniére équivalente,

o

A={zecA: AeV(x)}

et un point x de A s’appelle point intérieur de A et dans ce cas, on dit que A
est un voisinage de z.

La frontiere de A, noté FrA, est 'ensemble :

Fra =4\ A (2.7)

Définition| 2.6. Soit (£, 7T) un espace topologique. Soit B € P(E). On dit que B est
une base d’ouverts de E' si tout ouvert O € T s’écrit sous forme réunion d’intersection fini
d’ouvert de B. Dans ce cas, on dit que 7T est la topologie engendrée par 5.
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5" Exemple 2.3. 1. L’ensemble des intervalles ouverts est une base d’ouverts de la
topologie usuelle sur R.

2. L’ensemble des boules ouvertes est une base d’ouverts de la topologie associée a
I'espace métrique (E, d).

Proposition 2.3. Soit (F,7T) un espace topologique. Soit A C E. Alors I’ensemble

def

Ta={ONA:0€T}
est une topologie sur A.

‘Définition| 2.7. L'espace (A, T4) s’appelle sous espace topologique de (E,T) et la
topologie T, s’appelle topologie induite sur A par T .

‘Définition 2.8 (_) On dit que 'espace topologique (E,T) est si

Vo,y € E,x #y,30, € O(z),0, € O(y) : O, N O, = ¢ (2.8)

ou de maniére équivalente

Ve,ye E,x#y,3V, e V(z),V, e V(y): VNV, =¢ (2.9)

Proposition 2.4. Tout espace métrique (E,d) est séparé.

I Exemple 2.4. 1. L’espace topologique discret (E,P(FE)) est séparé. En effet,
pour tout z,y € E avec x # y, on a

v e{z} € Ox),y € {y} € Oy) et {z} N{y} = ¢.

2. Si E contient au moins deux élément. L’espace topologique grossiére (E,7) n’est
pas séparé (T := {¢, E}). En effet Soient z,y € E avec x # y. S’il existe O, €
O(x),0, € O(y), alors O, = O, = E et donc O, N O, # ¢. Soit z,y € E

‘Définition 2.9 (_) Soit (E,7T) un espace topologique.
1. On dit qu'une partie A C F est dense dans FE si A = E.

2. On dit que 'espace E est séparable s’il existe une partie dénombrable et dense dans

E.

I Exemple 2.5. L’espace usuelle (R,7,) est séparable. En effet, le sous ensemble

Q est dénombrable et dense dans R car pour tout = € R, la suite rationnelle de terme
générale [n—f] converge vers x, ce qui implique Q = R.

Proposition 2.5. Soient (F,7T) un espace topologique et B une base d’ouverts de E et
A une partie de E. Les assertions suivantes sont équivalentes

1. A est dense dans F.
2. Pour tout ouvert non vide O € 7, on O N A # ¢.

3. Pour tout ouvert non vide O € B, ona O N A # ¢.
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2.3 Convergence et continuité dans un espace topologique
On donne aussi la généralisation de la définition de continuité et de convergence.

Définition 2.10. Soient (E,T) et (F,T’) deux espaces topologiques.

i Soit (uy,), une suite de I’espace topologique (E, 7). On dit que la suite (uy,),, converge
vers u € I si
YO € O(z),dN e N\Vn > N : u, € O.

ou de maniére équivalente,

YV e V(x),3N e N,Vn > N :u, € V.

Bl Unec application f : (E,T) — (F,T") est continue en a € E si
YO € O(f(a)): f1(O) € V(a)
ou de maniére équivalente,
YV e V(f(a)): fH(V) € V(a).
Bl Une application f : (E,T) — (F,T") est continue sur E si elle est continue en tout
point de F, ou de maniére équivalente (voir proposition ),
VOeT :fHO)eT.

’La proposition suivante motive la définition précédente‘

Proposition 2.6. Soient (E,7) un espace topologique métrisable et d la distance associée.
Alors les notions données dans la définition précédente équivalent avec celles données dans
I'espace métrique (F,d).

Démonstration. Pas difficile, il suffit d’appliquer (2.2)) et (2.3]). ]
La notion de séparation assure 1'unicité de la limite d’une suite. On a

Proposition 2.7. Soit (E,7T) un espace topologique séparé et soit (z,,), une suite conver-
gente de F. Alors ’sa limite est unique ‘

Démonstration. Supposons que z,y € E sont deux limites distinctes de la suite (x,,),,. Alors
comme l'espace (E,T) est séparé, il existe O, € O(z), 0, € O(y) tels que O, N O, = ¢.
D’autre par d’apres la définition de la convergence

dN: e N,Vn > Ny : x, € O,

AN, € N,Vn > Ny @z, € O,
Donc Vn > max{Ny, N2} : z, € O,N0O,. D'ou O, N O, # ¢ (contradiction). Donc = = y.
O

Définition 2.11. Soit f: (E,T) — (F,T’) une application.
! On dit que lapplication f est ouverte (resp. fermée ) si I'image directe de tout

ouvert (resp. fermée) de E est ouvert (resp. fermé) de F.

! On dit que f est un homéomorphisme si elle est bijective et continue et son inverse
f~1 est continue.
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2.4 Compacité
2.4.1 Généralité
Définition 2.12. Soit (F,7T) un espace topologique. Soit A une partie de E.

La famille {A;};c; de parties de E, est dite recouvrement de F (resp. de A) si

UA" =F, (resp. AC UAZ)

el el

Un sous-recouvrement de {4;};er est un recouvrement {A,};c; avec J C I
Le recouvrement {A;};cs est dit fini (resp. infini) si / est fini (resp. infini)

Le recouvrement {A;};c; est dit ouvert si A, € T, Vie I .

Définition 2.13. Soit (F,7T) un espace topologique. Soit A une partie de E.
L’espace topologique (F,T) est dit compact si

e (E,T) est séparé

e Tout recouvrement ouvert de £ admet un un sous-recouvrement fini .

L’ensemble A C FE est dit compact si le sous-espace (A, Ta) est compact ot Ty est
la topologie induite sur A par 7, ou de maniére équivalente, si

o (A, Ta) est séparé

e Tout recouvrement ouvert de A admet un sous-recouvrement fini

5" Exemple 2.6. L’espace R muni de la topologie usuelle 7, n’est pas compact. En

effet, la famille {A,,}nens, An :=] — n,n[ est un recouvrement ouvert de R, car A, est
ouvert et on a

U A, = U]—n,n[:R.

neN* neN*

D’autre part, pour tout J C N* fini, on a

U A, = U] — n,n[=] — max J, max J[# R.

neJ neJ
Donc {A,, },es n’est pas un sous-recouvrement de R.

I Exemple 2.7. Tout ensemble fini d'un espace topologique séparé est compact (facile
a vérifier).

On donne quelques résultats importantes de compacité sans preuve.
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Proposition 2.8. Soient (E,7T) un espace topologique séparé. Alors E est compact si et
seulement si de toute famille de fermées d’intersection vide on peut extraire une sous-famille
d’intersection vide.i.e.

<ﬂm =&, F, est fermé) S (1} CI,Jfini :()F = ¢> . (2.10)

icl ieJ

Proposition 2.9. Soient (E,7) un espace topologique compact et A C E. Alors A est
compact si et seulement si A est fermé.

Proposition 2.10. Toute partie compact d’un espace topologique séparé est fermée.

Proposition 2.11. Toute partie infinie d’un espace compact admet au moins un point
d’accumulation.

On donne le résultat important suivant concernant les espaces métriques.

Théoréme 2.12. Soient (£,d) un espace métrique et A une partie de E. Alors les
assertion suivantes sont équivalentes

1| A est compact.
p

Toute suite de A admet une sous-suite convergente dans (A, d).

Tout partie infini de A admet un point d’accumulation dans A.

_ 2.13. Dans l'espace R muni de la distance usuelle, _

sont |les parties fermées et bornées. |

2.4.2 Compacité et applications continues

Proposition 2.14. Soient (E,T), (F,T') deux espaces topologique séparés. Alors -

_ par une application continue de E dans F _

Proposition 2.15. Soient (E,d), (F,d) deux espaces métriques avec (F,d) est compact.
Alors toute application continue de F dans F' est uniformément continue.

Le résultat le plus important est le suivant :

Théoréme 2.16. Soit (E,T) un espace topologique compact et f : (E,T) — (R, T,)
une application continue. Alors [ atteint ses bornes inférieure et supérieure.
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2.5 Connexité, connexité par arc

'Définition 2.14. Soit (E,T) un espace topologique.

On dit que E est connexe 8’il n’est pas réunion de deux ouverts disjoints non vides.
Autrement dit

YVWWeT : (VUW=EAVAW=¢) = (V=0¢)V IV =09).

Si A est une partie de E, on dit que A est connexe si l'espace (A, T,4) est connexe.
Autrement dit si

VWWeT  (ACVUWAVNIWNA=¢)—= (ANV =¢)V(ANW = ¢),

ou de maniére équivalente

VWWIWWeT : (ACVUWAVNIWNA=¢)— ACVVACW

5" Exemple 2.8. 1. Dans I'espace R munie de la topologie usuelle 7,, 'ensemble Q

n’es pas connexe. En effet, étant donné les deux ouverts suivant A =] — oo, \/5[6 Tu
et B=]v2,+o0[€ T,,onaQC AUBet ANB=¢mais Q¢ Aet Q ¢ B.

2. Dans tout espace topologique, les singletons sont des parties connexes.

Proposition 2.17. Soit (E,7T) un espace topologique. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes

|1 E est connexe

2 B west pas réunion de deux fermés disjoints ot non vides,

3. Les seules parties ouvertes et fermées & la fois sont ¢ et

4 Toute application continue de £ dans V'espace discret {0,1} est constante.

Démonstration. ° = Par absurde, supposons qu’il existe deux fermés non
vides A et B tels que

(E=AUB)V(ANB=29)
On pose V = A et W = B¢. Alors V et W sont deux ouvert non vide et on a
(E=VUW)v VW =4¢).

D’ou E n’est pas connexe (contradiction). Donc E n’est pas réunion de deux fermés
disjoints et non vides.

° = | 3| Soit A une partie de E qui est a la fois ouvert et fermé. Donc A° I'est aussi
etona AUA°=F, AN A° = ¢. D’ou E est un réunion de deux fermés disjoints et
d’aprés,A:¢oﬂAC:¢. ie. A=¢pou A=F.
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. — Par absurde. Soit f : £ — {0,1} une application continue et non
constantes. Alors les ensemble V = f~1({0}) # ¢ et W = f71({1}) # ¢. Comme
{0,1} est muni de 'espace discret, alors {0} et {1} sont ouverts et comme f est
continue, alors V' et W sont ouverts et on a

(Vuw =f({0,1} = E)yA (VAW = £ ({0} n {1} = ¢).
Donc E n’est pas connexe (contradiction).

° == Par absurde. supposons que E n’est pas connexe. Alors il existe deux
ouverts disjoints et non vides V et W tel que £ =V U W. Alors I'application f de
E dans 'espace discret {0, 1} défini par

={p 3 15w
est continue et non constante.
O
Proposition 2.18. Soient (E,7) un espace topologique et A une partie connexe de E.
1. A est connexe.
2. Toute partie B qui satisfait A C B C A, est connexe.
Démonstration. En exercice. O
Le résultat suivant donne un exemple fondamental de parties connexes dans R.

Démonstration. Admise. O]

Définition| 2.15. Soit (E,T) un espace topologique.

Soient x,y € E. Un chemin de E reliant x & y (ou d’origine x et d’extrémité y)
est une application continue ¢ : [0,1] — FE telle que ¢(0) = = et p(1) = y (ou
'intervalle [0, 1] est muni de la topologie usuelle induite).

On dit que E est connexe par arc si pour tout x,y € F, il existe un chemin de E
reliant x a y

Si A est une partie de F, on dit que A est connexe par arc si 'espace (A, Ta) est
connexe par arc, ou de maniére équivalente si si pour tout z,y € A, il existe un
chemin de A reliant x a y

Proposition 2.20. Toute partie connexe par arc est connexe dans un espace topologique.
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Exercice 21. Soit (E,d) un espace métrique. Soit O 'ensemble de tous les ouverts.
Montrer que O est une topologie sur E (O s’appelle topologie associée a d ou

topologie engendrée par la distance d ).

Si ' = R, Déduire que la famille 7, constituée de tous les réunions des intervalles
ouverts, est une topologie sur R (cette topologie s’appelle topologie usuelle ).

Meéme question pour P(E).
Solution :

1. Montrons que O est une topologie. Rappelons la définition d’'un ouvert dans un
espace métrique

O €O <= |O est un réunion de boules ouvertes de (E,d)

<~ |Vxe€O,Ir>0:B(zx,r) CO|

e On a ¢ et E sont des ouverts, ils appartiennent donc a O.

e Soient 01,0y € O. Montrons que O1NO0, € O. Si O1NOy = ¢, alors O1NO, € O.
Sinon, on a pour tout © € O1NOy, Ary, 175 >0 : B(x,r1) C O1 et B(z,19) C Os.
D’ou pour r = min{ry,re}, on a B(xz,r) C O; N Oq, ce qui implique que
0O:N0, € 0.

e Soit {O;}ier une famille (d’ouverts) de O. Montrons que O := U;c;0; € O. On
a pour tout ¢ € I, O; est un réunion de boules ouverts. Par conséquent O 1'est
aussi. D’ou O € O.

2. T, est 'ensemble de tous les réunions des intervalles ouverts. Soit I un intervalle
ouvert de R. alors

e Si I =la,b| alors I est la boule ouverte de I'espace métrique R muni de la
distance usuelle.

e Si I =]—o00,a]alors I s’écrit sous la forme I = Upen+]a — n, af ¢’est un réunion
de boules ouvertes.

e Si I =|a,+oo[ alors [ s’écrit sous la forme I = U,en+|a, a 4+ n| c’est un réunion
de boules ouvertes.

Donc I'ensemble 7, n’est que ’ensemble des ouvert de I'espace métrique R muni de
la distance usuelle. D’aprés la question précédente, c’est une topologie sur R.
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3. Montrons que 7 = P(F) est une topologie. Soit A € T alors
A =Ugea{a} = UseaBl(a,r)

ou B(a,r) est la boule ouverte dans I'espace métrique F muni de la distance discréte
(avec r < 1). Donc A est un ouvert. D’ott 7 est I'ensemble de tous les ouvert de
I'espace métrique discréte F et d’aprés la question 1), T est une topologie sur E.

Exercice 22. Soit E un ensemble non vide. On définit la famille suivante
Ti={¢o}U{AC E: A est fini }.
Vérifie que 77 est une topologie sur E. (elle s’appelle topologie cofinie ).
Quels sont les fermés dans E.

Si E' =R, Est ce que I'ensemble A :=]0, 1[ est un ouvert ? fermé ? méme question
pour [0, 1].

Si E est fini, déterminer 7;.
Est ce que (E,Ty) est séparé?

@ Est ce que cette topologie est métrisable 7.

1. Montrons que 77 est une toologie sur E.

e On a ¢ € T; (par définition) et on a F € Ty car E° = ¢ est fini.

e Soit A, B € T;. Montrons que ANB € T;.Si ANB = ¢, alors ANB € T;.
Sin non, alors A # ¢ et B # ¢. D’ou A° B sont finis et par conséquent
(AN B)¢ = A°U B¢ est fini. Donc AN B € 7.

e Soit {A,;}ic; une famille de 7. Montrons que U;c;A; € Tq. Si Ui A; # ¢ alors
UierA; € T1. Si non, alors Jig € I tel que Ay # ¢ et donc Af ¢. Dou

(Uier4i)© = Nier(As)° C Aj qui est fini.
Donc Ui A; € T1. Donc 77 est une topologie sur E.

2. Déterminons les fermés de (E,77). Soit A C E un fermé. Alors A® est un ouvert
(i.e. A°€ Ty). Dot ou bien A° = ¢ et donc A = E, ou bien A := (A®)° est fini. Par
conséquent, I'ensemble des fermés est {E} U{A C E/A est fini}.

3. E = R. L’ensemble A :=]0, 1] n’est pas ouvert, car A # ¢ et A° n’est pas fini. A
n’est pas fermé car A # R et A n’est pas fini. Méme chose pour [0, 1].

4. Si F est fini, Alors tout partie A C F satisfait "A¢ est fini" Donc tout partie de E
appartient & 7;. D’ou Ty = P(E).
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5. (F,7T)) est séparé si
Ve,ye Th,x #y,3A,BeTi:(x € A)AN(y € B)AN (AN B = ¢).
On distingue deux cas

D’ou pour tout

e F est fini, alors d’aprés la question précédent T, = P(E).
= {y} € Ti tel que

r,y € E avec x # vy, il existe A := {2} € T, B :
(x€e A)AN(y € B)AN(AN B = ¢). Donc E est séparé.

e Si F est infini, alors étant donné x,y € E A, B € T tels que x € A et y € B.
Alors A # ¢ et B # phi et donc A€, B¢ sont finis. Si AN B = ¢, alors

(ANB)=A°UBS= E , (contradiction).
— = <~

Donc E n’est pas séparé.

6. (E,T1) est métrisable si il existe une distanced sur E tels 77 est la topologie associé
a d. On distingue deux cas.

e Si E est fini, alors 77 := P(F) est la topologie associée a la distance discréte
sur E et donc (E,T7) est métrisable.

e Si F est infini, alors (E, 77) n’est pas métrisable car il n’est pas séparé (on sait
que tout espace métrique est séparé).

Exercice 23. On considére dans R la famille suivante
T ={R}u{l, =|—rr[,r>0}.

(On accepte que ¢ :=|0, 0]).

Montrer que T est une topologie sur R.

Déterminer ’ensemble des fermés de E.

Donner un voisinage de 2021.

Est ce que | — 1,2[ est ouvert ? fermé?

Comparer cette topologie avec la topologie usuelle 7.

[6] Déterminer T, (la topologie induite sur Ry ).

1. Montrons que T est une topologie.

e Ona ¢:=]—0,0[e T et Re T (par définition).
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e Soient A, B € T. Montrons que C = ANB € 7T.SiC =R alors C' € 7. Si non,
alors ry, re > 0tels que A =|—ry, 7] et B =|—rq,ra[. D’ot ANB =|—rg, rol€ T,
ou 1o = min{ry, ra}.

e Soit {A;}ier une famille de 7. Montrons que C' = UjeA; € T.Sidi € [: A; =R
alors C'=R € T. Si non, alors

Vi € ],El?“i >0: Az :] —Ti,Ti[.
o= R si{r;, i € I} n’est pas majoré
| | —ro0,70[ sinon,oury:=sup{r;, i €1}

2. Déterminons 'ensemble des fermés. Soit A un fermé de (R, 7). Alors A€ est ouvert
(AceT).Doun A°=R Vv A°=| —r,;rlavecr > 0. Dot A=¢ V A=R\|—rrl
Donc I'ensemble des fermés est

{o} U{] — 00, —r] U [r,+o0], r > 0}.

3. Un voisinage de z est un ensemble qui contient un ouvert contenant = Alors | —
2022, 2022], [—2022, 2022[ sont des voisinage de 2021 (Tout ensemble contient 'ouvert
| — (2021 + a), 2021 + a[ est un voisinage de 2021, a > 0).

4. L’ensemble A =] —1,2[ n’est pas ouvert car A # R et A n’est pas de la forme | —r, r[.
Il n’est pas aussi fermé car A # ¢ et A n’est pas de la forme R\| — r, r[.

5. Comparons entre 7 et la topologie usuelle 7,. Il est claire que 7 C T,. Mais T, ¢ T
car | — 1,2[€ T, mais | — 1,2[¢ T.

6. On a par définition
Tr, ={ONR;, O T}

D’ou
Tr, ={RNR}U{] =r,7[NR4, 7> 0} = {R }U{[0,r[, » > 0}.

Exercice 24. Soit R muni de la topologie usuelle 7,. Soit U un ouvert de R. Montrer que
AU et U + a sont aussi des ouverts pour tout A € R*, a € R. ou

N :={ e,z eU}, U+a:={z+azecU}.
Exercice 25. On considére dans R? la famille suivante
T ={R*}U{A,,n €N} ou A, ={(z,y) € R*: max{|z|, |y|} < n}
Représenter dans un repére orthonormé A;, As.

Montrer que 7 est une topologie sur R2.
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Posons A = (z2’) = R x {0}, Déterminer A N A,,.
Déduire A

1. A; et A, sont des carrés.

2. Similaire a la question 1) de I'exercice précédente.

3. SoitneN.Sin=0,alors ANA, =AN¢=¢. Sin+#D0, alors
ANA, = {(z,y) €eR*:y =0 Amax{z,0} <n}

= {(z,y) eR?*:y=0A —n <z <n}:=| —n,n[x{0}

4. On remarque que pour tout ouvert non vide O € 7 : AN O # ¢. On en déduit que
A est dense dans (R?,7) et A =R2%

Exercice 26. Soit R muni de la distance usuelle d et posons ¢ := 1.

Déterminer la topologie 75 associée a la distance 0.

Montrer que d et § sont topologiquement équivalentes mais elles ne sont pas

métriquement équivalente .

1. Déterminons 75. D’aprés 'exercice [6, on a

By(a,7=) si 0<r<1
Bs(a,r) =
FE si r>1

|- R,R[ si 0<r<lavec R:=1= >0,
R si r>1

Lorsque r varies de 0 a 1, R varie de 0 & +00. Donc 'ensemble des boules ouvertes
Bs(a,r) décrit tous les intervalles ouvertes de la forme |a, b[. Donc 75 = 7T,.

2. On sait que T, = T4. Donc Ts = T;. D’oti d et § sont topologiquement équivalentes .

D’autre part, d et ¢ sont métriquement équivalentes si

J0<c <c:cad(r,y) <o(x,y) < cd(z,y), Yo,y € R. (2.11)
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D’on

(2.11) = 1d(n,0) <d6(n,0) < cad(n,0),Vn € N

n
— cn < —— < n, YneN
n-+1

1
— 0<<—, VneN
n+1

— 0<c¢ =0

ce qui est impossible. D’otl d et § ne sont pas métriquement équivalentes .
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Exercice 27. Soit f : (E,T) — (F,7T') une application continue et soit A C E une
partie non vide. Montrer que la restriction fia : (A, Ta) — (F,T") est continue.

'Selution : Soit IV € 77 et montrons que flzl(W) € T4. On a

f@l(W) ={recA/ f|1_41(3:) =f(r)eW}={x e E/xc ANf(x) e W} =ANnf1(W).
Comme f~Y(W) € T, alors f‘;‘l(W) =ANf1 (W) e Ta.

Exercice 28. Soit T = {¢,R} U {]a,+0[, a € R} et on définit application.

R,T) — (R,T,)
r — f(z) =22

Vérifier que T est une topologie sur R.
Etudier la continuité de f sur R.
Montrer que f n’est pas continue en tout point a € R.

Est ce que f est ouverte ? fermé ?.

Montrons que 7 est une topologie sur R.

e Ona ¢,R € T (par définition)

e Soit A, B € T. Alors ou bien A C B ou bien B C A. D’out dans les deux cas
NBeT.

e Soit {A;}ier une famille de 7. Montrons que que C' := U;cf4;, € T. Si C = ¢
ou C'=Ralors C € T. Sinon alors Vi € [ : A; = ¢ ou A; =|a;, +00[. D’ou

C = U A = U la;, +00 =Ja, +ool€ T,
Ai#¢ AiF#P
ot a == inf{a;/i € I, A; # ¢}.
Continuité de f. On a I =0, 1[€ T, mais
') ={zeR: f(xr)=2*€]0,1[} =] — 1,0[U]0, 1[Z T

Donc f n’est pas continue sur R.
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Continuité de f en a € R.
f est continue ena <= VV € O(f(a)), f (V) € V(a).

On a pour V :=|a*® — 1,a* + 1] est un ouvert contenant f(a) = a?, mais f~1(V) ne
contient aucun ouvert de T, car f~(V) est borné. Donc f~1(V) & V(a).

f est ouvert si 'image direct de tout ouvert est ouvert. On a pour [ :=]a, +oo[€ T.
On a

f(h)={r*eR:a2>—-1}={2?:2° >0} = [0, +o0[¢ T,

Donc f n’est pas ouvert.

Exercice 29. Montrer que id : (R,P(R)) — (R, 7,) est bijective et continue
tendais que (id)~! n’est pas continue en aucun point.

Montrer que id : (E,T;) — (E,7s) est un homéomorphisme si et seulement si
Ti=">.

La bijectivité est évidente. Pour la continuité de id, on a pour tout ouvert O € 7T,
(id)"'(0) := O C R et donc (id)"*(O) € P(R). D’ou id est continue. Pour la
continuité de id~!, on a O := [0, 1[€ P(R), mais (id~')"'(O) = On’est ni ouvert ni
fermé dans (R, 7,). Donc id~! n’est pas continue.

Ona

T =T (Ti C B) A (T CTh)
((id™)"(T) =T C T) A ()" (To) = T2 € )

(id~" est continue) A (id est continue )

1177

td est un homéomorphisme.

Exercice 30. On définit sur N la famille suivante 7 = {¢, A,,n € N} ou
A, ={n,n+1,..}.
Vérifie que T est une topologie.
Comparer entre T et Teor.

Etudier la convergence de la suite u,, = (—1)" + 1 pour 7.

Pareil aux exercices de la série précédente.
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On a T C Teof car pour tout A, € T, on a A¢ est fini et donc A4,, € Teor. D’autre
part Teof & T car O = N\ {2} € Teof mais O ¢ T

La suite (uy,), est convergente vers une limite ¢ dans (N, 7T) si
YOeT,leO, dNeN, Vn> N :u, € O.
On distingue deux cas
e Si ( # 0, alors 'ouvert A; contient ¢ et on a
VN € NJugyy1 =0 ¢ Ay

et donc ¢ n’est pas limite de (u,),.

e Si /=0, alors le seul ouvert de N contenant 0 est N et on u,, € N, pour tout
n € N. Donc (uy,), est convergente vers 0.

Exercice 31. Soit (uy,)neny une suite d’'un espace topologique séparé (E,T) convergente

vers ¢. Posons
A ={u,, n e N}U{(}

Montrer que I'ensemble A est compact.
Si T est métrisable. Montrer que A est compact par une autre méthode.

Exercice 32. Soit f : (E,T;) — (F,73) est une application continue et surjective.
Montrer que si F est compact et F' est séparé alors F' est compact.

Exercice 33. Soit R muni de la topologie T = {¢,R} U {] — r,r[,r > 0}.
Montrer que R est connexe.
Montrer que A := {1,2} est connexe

* Quelles sont les parties connexes

Exercice 34. Soit R? muni de la topologie usuelle. Considérons les ensembles suivants

BY {(,y): (x+1)*+y° <1}, By = {(z.y): (e = 1)? +y* < 1}

Représenter graphiquement B; et By dans un repére orthonormé.

Montrer que By et By sont connexes (Il suffit de montrer qu’ils sont connexe par
arc).

Est ce que By U By est connexe 7.
Montrer que B(O,1) {O} est connexe (ot B(O, 1) est la boule unité).

Montrer que B(O, 1) et ]0, 1] ne sont pas homéomorphes.

20



	Espaces métriques
	Définitions et propriétés
	Exemples de distances fondamentales
	Distances sur Rn
	Distances sur C([a,b]; R)

	Ouverts et fermés
	Boule ouverte et fermée
	Ouverts et fermées, Adhérence, intérieur et frontière

	Suites et applications dans un espace métrique
	Suites dans un espaces métriques
	Notion de suite de Cauchy et espaces métrique complet 
	Applications continues


	Espaces topologiques
	Préliminaire
	Topologie, espaces topologiques
	Convergence et continuité dans un espace topologique
	Compacité
	Généralité
	Compacité et applications continues

	Connexité, connexité par arc


