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Préface

Ce cours est destiné aux étudiants de Master 2, spécialité équations aux dérivées
partielles et analyse fonctionnelle. On y présente une sélection de méthodes et techniques
orientées vers la résolution des équations aux dérivées partielles non-linéaires. L’objectif
de ce cours est de savoir comment appliquer les outils théoriques de ’analyse fonctionnelle
pour démontrer des résultats d’existence et d’unicité de quelques problémes parabolique
et elliptique non-linéaires.

Le premier chapitre est justement consacré & des rappels d’analyse réelle et d’ana-
lyse fonctionnelle, principalement espaces LP, distributions, espaces de Sobolev. Dans le
deuxiéme chapitre, on exhibe les propriétés principales des espaces des fonctions a valeurs
vectorielles, donnés sans démonstration. Le troisiéme chapitre est consacré a la résolution
d’un probléme parabolique semi-linéaire en utilisant la méthode de semi-discrétisation en
temps qui consiste a ’approximation d’un probléme parabolique par un probléme elliptique
en discrétisant U'intervalle du temps [0, 7] suivi d'un passage a la limite. Dans le quatriéme
chapitre, on a traité le méme probléme parabolique mais avec des hypothéses plus faibles
sur les données. On a utilisé la méthode d’approximation en régularisant le probléeme et
puis on passe a limite sur les solution des problémes approchés.



1 Rappel sur les espaces de Lebesgue, distributions et
espaces de Sobolev

N est un entier naturel non nul, Q un ouvert de R" muni de la mesure de Lebesgue dz.

1.1  Quelques résultats d’intégration

Définition 1.1. 1. On désigne par LP(Q2), 1 < p < oo, 'espace des fonctions mesu-
rables f: Q2 — R tel que telles que la quantité

Il ™ [ 1@

est finie.

2. Pour p = 0o, On désigne par L>(Q2), 'espace des fonctions mesurables f : 2 — R
telles que la quantité

def
| fll o) = ess sup|f(z)]
e
est finie

I¥" Remarque 1.1. La quantité || f||1»(q) définit une norme sur les espaces LP(2). De
plus, (LP(Q2), ||.||r()) sont des espaces de Banach pour 1 < p < oo, [séparable pour
1 <p<oo et réflexifs| pour 1 <p < 0.

Exercice 1. a) Montrer que || f||z»(q) définit une norme sur LP(Q2) pour tout 1 < p < oo.
b) Montrer aussi que ces espaces avec leurs normes associées sont des espaces de Banach.

Dans ce qui suit, nous présentons quelques résultats de convergence et de densité.

Théoréme 1.1 (Théoréme de convergence monotone de Beppo-Levi). Soit (f,),
une suite croissante de fonctions de L'(12), telle que sup,, [, fodz < oo. Alors f, converge
p.p. sur © vers une fonction f € L'(Q) et limy, o || fn — fll110) = 0.

Théoréme 1.2 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue). Soit (f,), une suite
de fonctions de LP(2) avec << p < oo. On suppose que ( f,), converge p.p. sur {) vers une
fonction f et qu’il existe une fonction g € LP(2) telle que pour chaque n : |f,(x)| < g(z)
p.p. € Q. Alors f € LP(Q) et limy, o || fo — fllzr(@) = 0.

Théoréme 1.3 (Réciproque du théoréme de Lebesgue). Soient (f,), une suite de
fonctions de LP(Q2) et f € LP(Q) telles que limy, oo || fn — f|lzr0) = 0 avec << p < +o00.
Alors il existe une sous-suite (f, ), telle que

1. (fx,)r converge p.p. sur 2 vers f.

2. Il existe h € LP(Q) tel que pour tout n : | fx, ()| < h(x) p.p. x € Q.



(La preuve de ce théoréme est basée sur le théoréme de Fischer-Riesz 7 ? ci-dessous .)

Exercice 2. Soient p,q € [1,00[. Soit (f,) une suite de fonctions de LP(Q2) N L4(Q2) qui
converge vers f dans LP(2) et converge vers g dans L4(€2). Montrer que f = g p.p. sur ).

Exercice 3. Montrer que 'extraction d’une sous-suite est nécessaire dans le théoréeme
précédent. Prendre 'exemple suivant : f, : [0,1] = R

OumEN*,wgngw—l—l.

Théoréme 1.4 (Théoréme de densité). L’espace D(Q2) des fonctions de C>*(Q) a
support compact est danse dans LP()). C’est a dire pour tout € > 0 et pour tout
[ € LP(Q), il existe une fonction ¢ € D(Q) telle que : ||f — ¢| rr) < €.

Théoréme 1.5 (Inégalité de Holder). Soient f € LP(Q) et g € LP (Q) ol % + z% =1
avec 1 < p,q < oo. Alors fg € L*(2) et on a I'inégalité suivant :

1f gl de < [ fllze@llgll L 0)- (1.1)

Définition 1.2. 1) On note par D(Q) ’espace de toutes les fonctions f de classe C™
et a support compact.

2) Une suite {¢,} de D(Q) est dite convergente vers ¢ dans D(Q2) s’il existe un compact
K C Q) tel que

Vn @ suppp, C K, D%, — D% uniformément sur )

pour tout multi-indice o € NV,

Définition 1.3. 1. Une forme linéaire 7" : D(2) — R est continue si pour tout suite
(n)n convergente vers ¢ dans D(£2).
lim (7', ¢, — ) = 0.
n—oo

2. Une distribution sur €2 est une forme linéaire continue sur D(§2). On note par D'(£2)
'espace de toutes les distributions sur € (c’est I'espace dual de D(£2)).

Exercice 4 (Distribution réguliére). Montrer que pour tout f € Li (), application

Ty : D(Q = R, ¢ — [, fodx définit une distribution sur Q. (Tf s’appelle distribution
réguliére, on la note par f.)

Définition 1.4 (Dérivation d’une distribution). On appelle dérivée d’une distribu-
tion T € D'(Q), d’ordre € NV Papplication

DT D) — R
p — D*T(p) := (=1)l*NT, D)



Exercice 5. a. Montrer que D®T est une distribution sur €, pour tout a € NV (On
dit alors que 7" est indéfiniment dérivable).

b. Supposons que T := f € C*(Q). Montrer que les dérivées de T jusqu’a l'ordre k
coincident avec les dérivées classiques de f.

Deéfinition 1.5. Soit £ un espace de Banach. On appelle dual de E et note E’ I'espace
de toutes les formes linéaire continue f sur E, et on écrit f(x) := (f,z) (x € F).

Théoréme 1.6 (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet). Soit H un espace de
Hilbert et H' est son dual. Alors pour tout élément f € H’, il existe un unique élément
xr € H tels que

(f.y) = (z,y) pour tout y € H,

et || f]l = ||z, ou (, ) désigne le produit scalaire sur H. De plus 'application f —— x est
linéaire et continue.

Théoréme 1.7. Soit p €]1, +oco[. Pour tout élément f € (LP(R2)), il existe un unique
élément g € LP (1) (i + z% =1) tel que

(f, ) (Lr(@))y <Lr (@) :/gvdx, Vv € LP(2).
Q

De plus, on a
[ £l ey = N9l 1o -
Ce théoréme nous permet d’identifier le dual de L? avec L.

Définition 1.6 (Convergence faible). Une suite (), est dite converge faiblement vers
x dans un espace de Banach E et on note x,, — x, si pour tout élément f € E' on a

<f> xn>E’><E — <f, 33>E’><E quand n — +00.

D’aprés les théorémes ci-dessus, on peut identifier le dual de LP(9) avec LP'(Q) et aussi
tout espace de Hilbert avec son dual. D’ou on le résultat suivant

Proposition 1.8. 1. Une suite (f,) est convergente faiblement vers f dans LP si et
seulement si pour tout g € L¥

/fngdx—>/fgdx, n — 00.

<Tn790> — <T7 @)7 n — 00.

2. Une suite (z,), est convergente faiblement vers x dans un espace de Hilbert H si et
seulement si pour tout y € H on a

(Tn,y) — (z,y), n — oo.
Exercice 6. 1) Sila suite (f,), est convergente dans LP, montrer qu’elle est faiblement
convergente dans LP.
ii) Si la suite (f,,), de L? est convergente D’(€2), montrer quelle est faiblement conver-
gente dans LP.

Théoréme 1.9. Toute suite bornée dans un espace de Hilbert H admet une sous-suite
faiblement convergente dans H.



1.2 Quelques résultats sur les espaces de Sobolev

Définition 1.7. Soient Q C RY un ouvert, p € [1,00] et k € N. On définit ’espace de
Sobolev :

WEP(Q) = {u € LP(Q) : D*u € LP(Q), pour tout a € NV tel que |a| < k}. (1.2)

(les dérivées ici sont au sens de distributions). Et on définit sur W*P(Q) la norme suivante

lullwer@ = D 1D (1.3)

|| <k
Tous les espaces ainsi définis sont des espaces de Banach.

Deéfinition 1.8. Avec les mémes notations on définit les espace W(f"p(Q) comme [’adhé-
rence de ’espace D(Q) dans WHP(Q).
1= Remarque 1.2. Pour p =2, on note H*(Q) := W5?(Q) et HE(Q) := WP(Q). Ces
deux espaces sont des espaces de Hilbert.
Définition 1.9. On dit que la fonction u € C(QQ) appartient & l'espace C*(Y), pour
a€]0,1] si -

palu) :=  sup |u(x)——ua(y) < 00. (1.4)

z,y€, z#y |.Z‘ - y|

On munit C*(QQ) par la norme suivante :

|ula == l[ull (@) + palu). (1.5)
On définit aussi les espaces de Holder C*%(Q), k € N, par
ChQ) i={ueC(Q): |ulpa= Y [Duls<oo, }. (1.6)
BENN:|B|<k
Ch(Q) :=={u e C(Q)/ v e CHRYN): Vg = u}. (1.7)

Les espaces ainsi définis sont des espaces de Banach.

Théoréme 1.10. Soit Q un ouvert borné de RY tel que 99 est de classe C*. Alors,
I'injection canonique suivante

LP" () si p< N
WoP(Q) = q LUQ), Vg > 1, si p=N (1.8)
C*(Q) si p>N
est continue, ou p* = NN—_’; (i.e. # = ]lg — %) eta=1-— %, pour tout p > 1. De plus, pour

tout v € W, ”(Q) on a les inégalité suivantes :

[ull e @) < Chllullwiae) (1.9)

ula < Collullwrre) (1.10)
ou 4, Cy > 0, dépendent seulement de IV, p et le diamétre de 2.
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Théoréme 1.11 (de Rellich-Kondrachov). Soit Q un ouvert borné de RY tel que 99
est de classe C' et 1 < p < N. Alors I'injection canonique suivante

WP(Q) — L9(Q) pou tout ¢ < p* (1.11)

Np

est compact, ou p* = Np

Un résultat important qui découle de ce théoréme est 'inégalité de Poincaré :

Théoréme 1.12 (Inégalité de Poincaré). Soit 2 un ouvert borné de RY tel que 92
est de classe Ct et 1 < p < oo. Alors il existe une constant C' > 0 telle que

|lul|Lr) < C||Vul| ey, pour tout u € Wol’p(Q) (1.12)

1.3 Dualité
Définition| 1.10. On définit l'espace W=7 (Q) comme Uespace dual de W,7(Q).

Autrement dit un élément f de W% () est une forme linéaire continue sur W, ?(€2),
et on note par { , ) le crochet de dualité entre W=1#(Q) et W, ?(Q). Et rappelons que

fv
o= s = s (f0)
vewr@) [Wlwae@ ol 0=

et
(f;v) < Ifllw-rwllllyy10 @) Pour tout v € Wy (Q).

Théoréme 1.13. (Caractérisation de W17 (Q)). Soit f € W~ (Q). Alors Il existe
O Y dansLP(Q),

tels que pour tout v € W, *(Q) on a
N
o= [ <f°v+Zfivzi> dz (1.13)
Q i=1

et

N 1/p
1 = i|p . .14
T (/Q;W) (1.14)

En particulier si f € L*(2) ¢ H~1(Q) alors

(f,v) = /vadx pour tout v € Hy ().



1.4 Opérateur p-Laplacien

Soit p €]1, +oo[. L’opérateur p-Laplacien est défini par

def
Ayu

div(|Vu[P~?Vu)

N
IVulP™ [|Vul?Au + (p — 2) Z
=1

Pour p = 2, on obtient 'opérateur Laplacien

(1.15)
du du 0*u
(91:2- 8@ 81318]3] ’

N
0%u
Asu = Au = —.
? — Ox?
=1
Pour p > 2, 'opérateur p-Laplacien est dégénéré aux points critiques (Vu = 0), et pour
1 < p < 2, 'opérateur est singulier.

Pour u € W, P(2), application

WyP(Q) 5 v —s / |Vu[P~2Vu.Vodr
0

est une forme linéaire continue sur W, (Q). Elle appartient donc a W~ (Q). De plus si
u est assez réguliére, on a d’apreés la formule de Green

/—Apu vdr = / |VulP2Vu.Vodz.
0 0

D’ott on peut définir le paire de dualité suivant

(=Bt Vs g i) = /Q VulP*Vu.Vodr, Vu,v € Wy?(Q)
L’application définie par

WoP(Q) — W h(Q)

u — —Ayu
est uniformément continue (pour voir cela, appliquer les inégalités de I’exercice [13)). Elle
est aussi strictement monotone, c’est a dire

(=(Apu = Apu), u = V)y 1w @)ewiry >0 Vu,v € Wy (Q) avec u # v.
Pour voir cela, on écrit

(—(Apu = Apu), u = V)1 oy o () = / (IVulP=*Vu — |VoP7*Vv) . (Vu — Vo) dz
Q
et on applique les inégalités de 1’exercice



1.5 Quelques inégalités utiles

1. Inégalité de Cauchy
1
b<ea®+ —b? 1.16
ab < ea® + =0 (1.16)
pour tout € > 0 et pour tout a,b € R.
2. Inégalité de Young qui est plus général que le précédent

/

1 1 /b\? 1 1
abﬁ—ea”—l——(—) =ecd? +Ce)0P, —+— =1, 1.17
S(eay+ (- W+ (117

pour tout € = €/p > 0 et pour tout a,b € R.
3. Inégalité de Cauchy

| Z a;&mj| < Z ij&i&; Z Qi Nty

1,j=1 4,j=1 i,j=1

pour tout forme quadratique positive Z?jzl a;;&n; avee a;; = aji, et S, &, My,
des nombres réels quelconques.
4. Inégalité de Cauchy

2

n n 1/2 n 1/
/Qizluividx < (/lelu?dx> (/szlvfdx> )

pour tout u;, v; € L*(Q), (i=1,...,n).
5. Inégalité de Holder généralisé

n

/Q H u;dx

=1

pour tout u; € LP(Q2), (i=1...,n).
6. Inégalités d’interpolation Soit 1 < p < g < +o0. Si f € LP(Q) N LI(Q2) alors
f € L"(Q) pour tout p<r < getona

- .16 1-4
1) < MAlzn £l Latey 08 — = T (1.18)
On a aussi cette inégalité pour tout 2 < p < g < p*
lull oy < Cpgll Vaull o) % lulliz(g (1.19)

pour tout u € Wol’p(Q), ol % — z% + 1;79.



1.6 Exercices

Exercice 7. Soient p,q et r trois réels supérieure ou égaux a 1 tels que % = % + é. Soient

feLP(Q) et ge LUN). Montrer a l'aide de l'inégalité de Holder (L.1) que fg € L"(2) et
1f9llr@) < [[flle@llgllLacy-

Exercice 8. Soit (f,), une suite de LP(S)) convergente vers f dans LP().
1. Montrer que si S est borné alors (fy,)n converge vers f dans L1(£2) pour tout 1 < q <p
2. Montrer que (f,)n converge vers f dans D'(Q).

Exercice 9. Montrer que les fonctions continues et de classe C par morceauz et a support
borné dans ), appartiennent a H' ().

Exercice 10. Soit f :[0,1] > R, z — f(z) = 2.
1. Montrer que f € L*(0,1) si et seulement si o > —1.
2. Montrer que f € H'(0,1) si et seulement si o > 1/2.
3. Montrer que f € H71(0,1) si et seulement si o > —3/2.

Exercice 11. Soit ' un espace de Banach réflexif. Soit M C E un ensemble fermé.
Montrer que M est réflexif par rapport la norme induite de E.

Supposons que T : E — F est une isométrie bijective. Montrer que si E est réflexif alors
F' est aussi.

Exercice 12. Soit f: R — R une fonction continue telles que
AC>0:|f(t) <Ct, VteR.

Soit A: WhP(Q) — LP(Q), u > f(u). Montrer que A est bien défini, continu et compact.

Exercice 13. Montrer que la fonction X — |X P est différentiable sur RN pour tout
p > 1 et calculer sa différentielle.

Montrer les deux inégalités suivantes :
1
alP2a.(a — b) > —(|al’ — |b|P), (|a|p’2a — \b]p’2b) {a—15b)>0 (1.20)
p

pour tout a,b € RN a # b,p > 1 (utiliser la convezité de la fonction ci-dessus).
En déduire que l'opérateur —Ayu est monotone i.e.
17
(—(Apu — Apv),u — U)W,l,plxwol,p > 0. Yu,v € Wy*(Q).
Exercice 14. Montrer les deux inégalités suivantes :

1) Sil<p<2
llal""%a — [BI"7*b] < cpla — b,

10



2) Sip>2
la[P"2a — [b|P~%0] < ¢, (|afP~ + [bP72) [a — 0.

pour certain constante c, > 0 dépend de p et pour tout a,b € RY.
Exercice 15. Montrer les deux inégalités suivantes

i) p>2

_ _ 1
p (|al"a — [bP7?b) .(a — b) < P Ll

-1

i) 1<p<?
la —bJP

p (la["%a = [b|"~*b) .(a — b) < C(F)W

pour tout a,b € RY.
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2 Fonctions a valeurs vectorielles en temps

2.1 Préliminaires

On introduit dans ce cours les espaces des fonctions a valeurs vectorielles, qui dépendent
d’une variable réelle t et a valeurs dans un espaces de Banach de Dimension infini, comme
par exemple l'espace LP(0,T; VVO1 P(€2)). Ce sont les espaces ou les solutions des équations
parabolique de divergence forme se trouvent. Nous avons besoin de préciser donc comment
définir une telle intégrale et de donner les différentes propriétés de ces espaces concernant
la régularité et les injections.

Soient V' un espace de Banach et T' > 0.

Définition 2.1. Soit V un espace de Banach. Une fonction f : (0,T) — V est dite
fortement mesurable s’il existe une suite des fonctions étagées qui converge presque partout
vers f.

Deéfinition 2.2. On appelle espace de Lebesgue a valeurs dans un espace de Banach V,
et on note LP(0,T; V), lespace des fonctions fortement mesurables u : [0,T] — V avec

T
w|| Lro,rvy = / lu(t)[[}-dt <0 pourl <p< oo
0

et

|u|| Loo 0,3y = ess supllu(t)|lv <0  pour p = oo.
te[0,7T

I=" Remarque 2.1. Rappelons ici que lintégrale est a valeurs vectoriel, la notion de
mesurabilité des fonctions n’est pas suffisante. Car une fonction mesurable n’est pas toujours
une limite presque partout d’une suite des fonctions étagées dans un espace de Banach
non séparable. Donc il est nécessaire d’introduire la notion de mesurabilité forte. Ces
deux notions sont équivalentes si l’espace de Banach V' est séparable. Pour construire
donc lintégrale d’une fonction a valeurs vectorielle, on doit supposer que la fonction est
fortement mesurable. L intégrale d’une fonction étagé est défini de la maniére classique.
Par conséquent 'intégrale d’une fonction fortement mesurable est considéré comme la
limite d’une suite des intégrales des fonctions étagées. Pour plus de détail, on référe aux
notes des cours suivantes [7f, [9].

Définition 2.3. L’espace C([0,T];V) est l'ensemble des fonctions continues w : [0, T] —
V' avec

lulleo.mvy = max[lu(t)lly < +oo
Définition 2.4. i) On appelle espace de distributions sur (0,T) & valeurs dans V' et
on note D'(0,T;V) lespace des applications linéaires continues f : D(0,T) — V.
Pour tout o € V' (la continuité de l’application linéaire est dans le sens de la définition
[1.5). On note la valeur de f en ¢ par (f,¢) € V.

12



it) La dérivée de f € D'(0,T;V) notée f' est un élément de D'(0,T;V) (a4 démontrer)
défini par
<f/7 90>'D’><'D = _<f7 90/>D’><D7 pour tout NS D(OJ T)

Exercice 16. Soit f € D'(0,T;V)
1. Montrer que f' € D'(0,T;V).
2. En déduire que f est indéfiniment dérivable.

Définition 2.5 (Distribution réguliére). Si f € Li (0,T;V). On peut lui associer

loc
une distribution dite distribution réguliere, encore notée f, définie par :

T
FiDOT) 5V, o= (Lo = [ Fed
0
et la dérivée [’ est définie par
T
FiDOT) SV, oo (feloa = [ fO0
0
=" Remarque 2.2. Pour 1 < p < oo, on peut identifier les deuz espaces LP(0,T; LP(Q))

et LP((0,T) x Q), grice a l'isomorphisme suivant

LP(0,T5LP(Q)) — (0,
u — a:a(tz) = u(t)(x)

De la méme maniére, on peut aussi identifier l’espaces LP(0, T Wol’p(Q)) avec [’espace des
fonction @ : (0,T) x Q — R telle que

/0 /Q<|a(t’x)|p + |Vi(t, o)) dedt < +o0.

De plus, on le résultat suivant :

Proposition 2.1. Soient p,q > 1, w € W'P(0,T; LY(2)). Alors, la fonction u définie sur
(0,7) x Q par a(t,x) = [u(t)](x) p.p. satisfait

i, Oyt € LL,((0,T) x Q)

/OT </Q !a(t,x)\q)p/th+/OT (/Q|ata(t,x)|q)p/q dt < +o0.

De plus, on a presque pour tout t € (0,T) : duu(t,.) = v (t)(.) p.p. sur Q. (O, est la
dérivée partielle dans la direction t au sens de distributions sur (0,T) x §2)

=" Remarque 2.3. Supposons que u € L*(0,T; Hy(Q)). Alors v’ € L},.(0,T; Hy(Q)) et
on a
Vi € D(0,T) : (v, p)prxp € Hy(Q) — L*(Q).

D’apres le théoreme de Riesz, on peut identifier L*(Q) avec son dual et aussi H}(Q) avec
son dual H=*(Q), mais pas au méme temps.
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e Si on identifie L*(2) = (L*(Q))’ alors, on a pour tout w € D(), on a

SR § € 0 P o

Qr = (0,T) x Q

= 000 ey
D’ou u/(t)(x) = Owu(t, x) presque partout sur Qr.

e Si on identifie H} () avec H1(Q), on a
T T
(U, o)prxp,w) = /V (—/ ugo’dt) Nwdx = —// udy(pAw)dtdx
Q 0 aJo

= (AW 00
Dot v (t)(z) = 0y(Au(t, x)) presque partout sur Qr..
2.2 Quelques propriétés utiles

Proposition 2.2 (Commuter action et intégrale). Soient V un espace de Banach,
ue LY0,T;V) ety € V'. Alors on a pour tout p € D(0,T)

<¢,/0Tu(t)<ﬁ(t)dt>wv :/OTW,u(t))V,XV(p(t)dt_

Proposition 2.3 (Commuter action et dérivée). Soit u € WHP(0,T; LY()) avec
1 < p < +o0. Alors Uapplication t — [, [u(t)](x)dx est dans W'?(0,T) et on a

d d
pr Qu(t)dx—/gau(t)dx

Plus générale, si € : E — F est linéaire et continue alors pour tout u € W?(0,T; E) on a
{(u) € W'(0,T; F), et (0(u)) = £(u).

On a les résultats importants suivants :

Théoréme 2.4. Si V' est séparable alors V' est séparable et on a

(LP(0,T;V)) = LP(0,7;V'),  pour p > 1.
De plus on a le paire de dualité suivant
T
) womwpeasiory = | (IO, ulB)voevd
0
Pour p > 1, si V est séparable et réflexif, alors LP(0,T; V') est réflexif.
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Théoréme 2.5. Supposons que u € L*(0,T; H}(2)) et la dérivée (dans le sens de la
définition 2.4) u' € L2(0,T; H~4(Q2)). Alors

i) Aprés de redéfinir v sur un ensemble de mesure nul, on a
w e (0, T); L)

De plus, il existe une constante C' > 0 dépend seulement de T telle que

tfeff%HuHL?(m <C (HUHB(O,T;Hg(Q)) + IIU'||L2(0,T;H*1(Q>))

ii) I'application
t— [Ju()]| my0)

est absolument continue et on a pour p.p. t € (0,7) :
d :
S [u@ ey = 2(u'(8), u(t))
Théoréme 2.6. Soient p,q > 1, Vi, V5 des espaces de Banach tels que V; — V5. Soit
u e LP(0,T;Vy) avec v’ € L9(0,T;V3). Alors
u € C([0,TT; V)
De plus, il existe une constante C' > 0 dépend seulement de T telle que

tg%g%““”w < C (Jlull ro,rva) + 14| Lo o,751%))

Théoréme 2.7 (Aubin-Simon). Soient 1 < p < 400, 1 < ¢ < 400, V, E et F des espaces
de Banach tels que
Ve—s.FE—F.

Soit {uy, }, une suite bornée dans W'?(0,T; F') et dans L(0,T; V). Alors, on peut extraire
une sous-suite {uy,, }x convergente dans C([0,T]; F') et dans L?(0,T; E).

2.3 Exercices

Exercice 17. Supposons que

u, —~u dans L*(0,T;H}(Q))
u, —v dans L*(0,T; H(Q)).

1. Montrer que
T T
| pwpe == [, s
0 0

pour tout p € D(0,T) et w € HL(Q).
2. En déduire que v =u’.
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Exercice 18. Soit 1 <p < oo et l: E — F une application linéaire continue.
1) Montrer que pour tout uw € WHP(0,T; E) on a :

d du
1’p N _— = —_—
l(u) e WHP(0,T; F) et dtﬁ(u) s dt)'

2) En déduire que pour tout uw € W'(0,T; L' (Q)) on a :

d d
%/Qu(t,x)dx—/ﬂau(t,x)dx.

Exercice 19. Soient p,q €]1,00] et r €]1,00] tels que %+% =1 Soit B:ExF — G
une forme bilinéaire continue.

1) Montrer que pour tout uw € WP(0,T; E),v € WH(0,T; F), on a

d du dv
1,r . — — —_—
B(u,v) € W>(0,T;G) et dtB(u’U) B (dt’v> +B (u, dt) :

2) Montrer que pour tout s,t € [0,T] on a :

3) En déduire que pour tout u,v € H*(0,T; L*(Q))

/OT/Qu(t,g;)%u(t,x)dxdt = /Qu(T,x)v(T, x)div—/U(O,x)v(O,a;)dx

Q

Trd
—/ /—u(t,x)v(t,a:)dxdt.
o Jodt

Exercice 20. Soitu € LP(0,T; Wy™(Q)), 1 < p < oo. Montrer que Ayu € LP' (0, T; W=7 (Q)),
ot 5+ o = 1.
Soit (ty)n une suite de LP(0,T; WyP(€)).

i) Donner la définition de la convergence faible de u, vers u dans LP(0,T; W, ?(Q)).

i) Siu, — u dans LP(0,T; W, ?(Q)), Montrer que
T T
/ / VP2 V. Vu,dzdt =5 / / |VolP~2Vu.Vudzdt, Yo € LP(0, T; W, 7 (1))
o Ja o Jo

Est ce que on a

(=Apun, U>LP(O,T;Wg’p(Q))><LP'(O,T;W*LP'(Q)) = (—Apu, U>LP(O,T;W01”’(Q))><LP' (0,T;W 12 ()

Yo € LP(0,T; W, P (Q))
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Exercice 21. Soit p > . Supposons que

2
N +2

u, —u dans LP(0,T; WP (Q))
u, = v dans LY (0,T; W=7 (Q)).

1. Montrer que
T T
/ (uy, pw)dt = —/ (uy,, pw)dt
0 0
pour tout ¢ € D(0,T) et w € WyP(Q).(Ind. Utiliser I’égalité suivante :

T T
/ (u(t), w) prypdt = </ u(t)dt, w> pour tout u € L'(0,T; E')
0 0 E'XE

ou E est un espace de Banach séparable et réflexif).
2. En déduire que v =u’.
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3 Probléme parabolique non-linéaire avec des données
réguliéres

On va étudier On va étudier une équation parabolique non linéaire faisant intervenir
I'opérateur p-laplacien (Voir ). Soient © un ouvert borné et régulier dans RY, T' € R%
et f: R — R. On considére le probléme suivant : Trouver u : (0,7) x @ — R qui
satisfait

Owu—Ayu = f(u) dans Qp o (0,7) x Q

(P) u = 0 sur 09y (0,7) x 09
u(0,.) = w sur ).

Ce type de problémes, pour p = 2, apparait dans plusieurs modéles physiques : dans
I’étude des fluides non Newtoniens (en particulier les fluides pseudo-plastiques), dans le
phénoméne de couche limite pour des fluides visqueux, dans les modéles de Langmuir-
Hinshelwood cinétiques de réaction chimique de type catalyse, dans les modéles cinétiques
enzymatiques , ainsi que dans la théorie de conduction de la chaleur pour des matériaux
conducteurs et dans les modes guidés d’un champ électromagnétique dans un milieu
non-linéaire. Pour p # 2, tel probléme apparait dans I’étude d’écoulements turbulents d’un
gaz dans les milieux poreux.

Dans I’étude de ce probléeme, on suppose les hypothéses suivantes pour que les étapes
techniques soient plus commodes et facile & comprendre :

(H1) f:R — R est continue et appartient & L>(R).
(H2) uy € L®(Q) N W, 7(Q).

On va voir dans le chapitre suivant comment peut-on affaiblir ces hypothéses.
On donne maintenant une définition de la solution faible.

Définition 3.1 (Définition de la solution faible). Une solution faible du probleme (P)
est une fonction u € LP(0,T; W, P(Q)) N C([0, T]; L*()) avec dyu € LP' (0, T; WP (Q))

qui satisfait

/OT/Qﬁtu(ﬁdxdt—k/oT/Q|Vu|p—2Vu.ngdxdt = /OT/Qf(uﬁbdmdt (3.1)

pour tout ¢ € LP(0,T; Wy P (Q)).

Notre but dans cette section est d’étudier I'existence de la solution faible du probléme
(P) et on démontre le résultat suivant

Théoréme 3.1. Sous les hypothéses (H1), (H2), le probléme (P) admet une solution
faible.

Pour la démonstration, on utilise la méthode suivante :
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3.1 Meéthode de Rothe

3.1.1 Préliminaire

La méthode utilisée pour la résolution du probléme (P) s’appelle la méthode de Rothe
qui consiste a discrétiser le probléme en temps par un schéma alternative. On obtient des
solution approchés, ensuite on démontre des estimations a priori et on passe a la limite.

Soit N >> 1 un entier assez grand. On considére la subdivision uniforme suivante :
0=t"<t'<t?<.---<tV=T,At=2% >0, t"=nAt pour tout n € {0,1,2--- ,N}.
On considére le schéma itérative suivant :

n n—1
wut A" = f(u™ ) dans Q
P, At P >1 3.2
(Pn) { u" = 0 sur OS2 PORET = (32)
avec u’ = uy.
On définit les fonctions suivantes pour n € {1,--- , N}
n—1 4ni . uAt(t) = u"
pour tout ¢t € [t" ", t"] : { dnt) = t_tAw;—l (u" — un1) + ) (3.3)
Alors, il est facile de vérifier que ua; et ua; satisfaisant
UAg — ApuAt = f(UAt(' — At)) dans QX]At,T]
tar =uat = 0sur 002 x (0,7) (3.4)

uat(0) = wg dans Q.
On résume les étapes de la méthode comme suivant.

i) Démontrer I'existence de la solution du probléme (P),), et par conséquent l’existence
des fonction uat et Gat qui vérifier le probléme (3.4)). Le probléme (P,) est un pro-
bléme elliptique non linéaire. Pour la résoudre on utilise la méthode de minimisation
d’une fonctionnelle.

ii) Démontrer des estimations uniformes sur les solution approché uat et @it indépen-
damment de At.

iii) Passage a la limite lorsque At — 0.

3.1.2 Existence de la solution du probléme (Pn) : Méthode de minimisation
d’une fonctionnelle

Le probléme (P,,) est un probléme elliptique non linéaire avec des conditions aux limites
homogénes. Pour montrer ’existence de la solution ™ pour tout n € N, on raisonne par
récurrence. On sait déja que u® < v, € L=(Q) N Wy (Q) (d’aprés 'hypothése H1). On
suppose alors que u"~' € L®(Q) N W, 7(€), et on montre que u” existe et appartient a
L>(Q) N W,P(Q). Pour cela, il est convenable d’écrire le probléme (P,) sous la forme
suivante

u—AA,u = g(xr) dans ()
(P3) { u = 0 sur 0f2 (3:5)
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o A = At, g(x) dof At f(u"t) +u™"! appartient L>(£2) par 'hypothése de récurrence. 11

est claire que
(Py) <= (P,).

Tout d’abord, on définit la solution faible du probléme (Py).
Définition 3.2 (Définition de la solution faible). Une solution faible du probleme (P))
est une fonction u € Wy P(Q) N L®(Q) qui satisfait

p—2 —
/ngbdx%—)\/Q|Vu| Vu.Vodz /Qggbdx (3.6)

pour tout ¢ € Wy (9Q).
Le théoréeme suivant est le résultat principal de cette section

Théoréme 3.2. Le probléme (P,) admet une solution faible unique w appartient a
Wy (Q) N L®(Q).

Pour résoudre le probléme (P, ), on applique la méthode de minimisation d’une fonc-
tionnelle. La fonctionnelle associée aux probléme (P,) est le suivant

Flu) = % /Q u2dm~|—% /Q Vulde — /Q g(z)udz. (3.7)

L'opérateur F est bien défini sur espace E < L2(Q) N W, ?(Q). On va montrer que F' est
différentiable et sa différentielle est donnée par

(DF(u).v) = |

wvdz + /\/ |Vul[P~2Vu.Vodz — / g(x)vdx Vv e E.
Q Q Q

Par conséquent tout point critique est évidemment une solution faible de (P)), et le travail
se simplifie & la recherche d’'un point critique de F'. Le résultat suivant d’analyse convexe
nous donne un critére pour montrer que F' admet un point critique :

Théoréme 3.3. Soient X un espace de Banach réflexif, J : X — R une application
satisfait

i) J est coercive i.e. limyy,| 400 J(u) = 400.

ii) J est faiblement semi continue inférieurement i.e. Pour tout suite u, — u dans F, il
existe une sous-suite {uy, }x telle que

J(u) < liminf J(u,, ).

k—o00

Alors F atteint son minimum sur X.

On commence par démontrer le résultat suivant
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Proposition 3.4. L’espace E det L) N Wol’p(Q) muni de la norme somme | - || =
I HL2(9 + I ||W5’p(97 est réflexif.

Démonstration. Comme les espaces W, ?(Q) et L*(Q) sont réflexifs, alors I'espace X :=
L2(Q) x WyP(Q) muni de la norme somme est aussi. On définit opérateur suivant

T E — X (3.8)
u — T(u) = (u,u) (3.9)
Il est claire que ||T(u)||x = ||ul]|g, d’ott T est une isométrie. D’autre part, T(E) est un

fermé dans X. En effet. Soit {u,}, une suite de E telle que T'(u,) — w := (u,v) dans X.
Comme T'(uy,) = (up, uy), alors

u, — u dans L*(9Q)

U, —= v dans W,?(Q)
u, — udans D'(Q)

— u, — v dans D'(Q)

Vu, — Vwvdans D'(Q)

T(u,) = w dans X <= {

D’ou, par unicité de la limite, w = (u,u) = T'(u) € T(F). D’ou T(E) est un sous espace
fermé de X. Comme X est réflexif, alors T'(F) est aussi, et par conséquent E est aussi
réflexif. (voir Exercice [11]).

]

Proposition 3.5. La fonctionnelle F est différentiable sur E est sa différentielle est
donnée par

(DF(u).v) = [

uvdx 4+ )\/ |Vu[P~?Vu.Vodz — / g(x)vde, Yu,v € E.
0 0 0

Démonstration. Rappelons la définition de F' :

F:EFE — R
u — F(u) =1 [ u’dz + % Jo IVulPdz — [, g(z)udz.

avec F = LP(Q) N Wol’p(Q). Soit v € E. Commencons par le premier terme. On a

1 1 1
—/(u+v)2d:1:——/qux:/uvdx+—/02dx.
2 Ja 2 Ja 0 2 Ja

On montre que 3 [, v’dz = o(||v]|g). On a

Jovida 101220 B V11720

— = —0 lorque ||v||g — 0.
e~ Tl + Tolwgeg ~ Tolowm Il
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Concernant le troisiéme terme [, g(x)udz, il est linéaire, donc il suffit de montrer la
continuité. On a g € L>*(Q2), d’ou

I/gzg(ﬁ)udfd < llgllzz@llull2@) < llgllz@llulle = Cllulle.

Pour le deuxiéme terme ¢(u) := [, [Vu[Pdz, on montre d’abord que ¢ est G-différentiable.

C’est a dire
Bl 1) — o(w)
t—0 t

= (¢'(w), V) xp (3.10)

ou ¢'(u) € E est la différentielle de Gateaux. On sait que I'application X — | X [P définie
de RY sur R, est différentiable et donc G-différentiable pour tout p > 1, et on a

.| X +tY)P— | XP
lim
t—0 t

=p|X|P2XY, VX,Y €¢RY.

(avec | X[P72X = 0 pour X = 0). Par conséquent, on a

lim |Vu(z) + tVo(z)|P — |Vu(x)|P

t—0 t

= p|Vu(x)[P*Vu(x).Vo(z), (3.11)

p.p- ¢ € 2 et pour tout u,v € E. On considére 'application suivante

v:R — R

t— o) =|X +tYP, X,Y eR (3.12)

avec p > 1. Cette application est dérivable sur R et satisfait d’apres le théoréme des
accroissements finis

B(t) —$(0) _ |X + Y] — |X]P

P : = p|X +0Y|P3X +6Y).Y,

pour 0 < |f| < |t|. Supposons que |t| < 1 et appliquons cette inégalité

q q—1 q q i
{ IZiZIq i |2a|qﬂc|Llp|q+ o 213§§<1 va,b € RY,
on obtient
XSO X v
< C(XPYT+YP).

D’ol, on a p.p. x € Q :

|Vu(z) + tVo(z)|P — |Vu(x)|P

" < C(IVu(@)["H[Vo(@)] + [Vo(@)[P™) = h(z)  (3.13)
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Par I'inégalité de Holder, on a h € L'(Q). D’apres (3.11) et (3.13), on peut appliquer
le théoréme de convergence dominée et on obtient (3.10). On en déduit que ¢ est G-
différentiable sur E et

(¢'(w), V) _p/Q \Vu(z)[P~*Vu(z).Vo(z)dz.

(I1 est facile de montrer que ¢'(u) appartient a E’). Pour conclure la différentiabilité de ¢,
il suffit de montrer la continuité de ¢’ : E — E’ . En effet. Soit C C E un ensemble borné,
le.

|lullg < M, YueC.
On a pour u,v € C
19" (w) = &' (V)| = sUPyyp=1 (¢ (w) = ¢'(v), W)
= SUD|y||g=1 Jo (VU >Vu — [Vo[P~*Vv) Vwdz
< ) oS- Jo ((VulP=2 + |VolP=2) (Vu — Vo|)|[Vw|dz  si p>2
| & SUDy =t Jo VU — Vol Vw|ds sio1l<p<?2
(Voir Exercice . D’ou, par I'inégalité de Holder, on obtient

2Mcp||Vu = Vol[pe) st p>2
Mc,||Vu =Vl e st 1<p<2

< Cllu—vle

1" (u) = ¢' () &

IN

D’ou ¢ est uniformément continue sur E. Par conséquent F' est différentiable et DF'(u)
donné par

(DF(u),v) = /

uvda:+)\/ ]Vu|p2Vu.Vfudx—/g(a:)vdx
Q Q Q

Ce qui finit la preuve. O

Proposition 3.6. La fonctionnelle F' définie sur E est coercive et faiblement semi continue
inférieurement.

Démonstration. Pour la coercivité, on a lorsque [jul|p — oo, alors ||ul/12() — +0o0 ou
HUHWOLP(Q) — +00. On a en utilisant le fait que g € L>(Q)

|/g(x)ud:p| §c/ |u|d.
Q Q

En utilisant I'inégalité de Young : |ab| < elalP + c(¢)|b]P" Ye > 0, avec I'inégalité de
Poincaré, on obtient

| stayuda] < cclullna + (o)
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Choisissons ec = %p, et remplacons dans I'expression de F', on obtient

1 2 >\ P /
F(u) > §||u||L2(Q) + Q_IJHUHW(}*P(Q) — O e

lorsque ||ul|p — +oc.

Montrons maintenant que F' est faiblement semi-continue inférieurement. Soit {uy,},
une suite de F faiblement convergente vers u. D’out u,, converge faiblement vers v dans
L2(Q) et W, ?(Q). Comme ces deux derniers espaces sont uniformément convexe alors

[ul[r20) < liggioglf [tnlr2(0) et ||u||W01’p(Q) < hf{ggﬁ ||un||W(}’P(Q)‘

Et on a
/ g(x)udx = lim [ g(z)u,dz.
Donc
F(u) < liminf F(u,).
n—oo
CQFD. O

Démonstration du théoréme Grace aux propositions 3.0, on peut appliquer
le théoréme sur 'opérateur F'. D’ou F' admet un minimum globale u € E' et grace a la
proposition , cette minimum est une solution faible du probléme (P,). Pour 'unicité,
on suppose qu’il y a deux solution u,v € F et on pose w = u — v. Alors w € E est une
solution faible du probléme

u—v—ANApu—Aw) =0, dans Q, w—v =0 sur O

On multiplier I’équation par © — v et on intégre par partie, on obtient
/(u —v)3dx + )\/ (IVulP=*Vu — |VoP7*Vv) .(Vu — Vv)dz =0
Q Q

On a d’aprés l'inégalité ((1.20)),
(|VuP=>Vu — |[VoP~*Vo) .(Vu — Vo) > 0.
D'ou [,(u —v)*dz < 0. Ce qui implique que u — v = 0 sur Q et par conséquent, on a
I'unicité de la solution. Il reste pour conclure, de démontrer que la solution u € L ().
Comme g € L*(Q), on pose M = ||g||z~(). On a
(u—M)—(Apu—A,M)=9g—M <0.

D’autre part, on a (u — M)* := max{u — M,0} € Wy”(€2). On multiplier I'équation par
(u— M)" et on intégre par partie, on obtient
/(u — M)"2dz + )\/ |VulPde <0
Q ot
ou QF := {u > M}. Ce qui implique que [,(u— M)*?dz =0, d'oa (u—M)* =0 p.p. sur
Q. Par conséquent u < M p.p. sur 2. De la méme maniére, on montre que u > —M p.p.
sur Q. Donc u € L=(Q). Ce qui termine la preuve du théoréme [3.2]

Corollaire| 3.7. Le probleme (P,) admet pour tout entier n > 1 une solution faible
unique u, appartient o L>®(Q) N Wy (Q).
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3.1.3 Estimations a priori

Pour passer a la limite, on propose de démontrer quelques estimations sur {ua;} et
{tia;} uniformes en At. Les estimations sont données par les propositions suivantes :

Proposition 3.8. {ua;}ae et {lias}ar sont bornées dans LP(0,T; Wy () uniformément
en At.

Proposition 3.9. {uai}as est bornée dans L>(0,T; Wol’p(Q)), et {Oilintfar est bornée
dans L*(Q7) uniformément en At.

Proposition 3.10. {ua}as et {Uai}ar sont bornées dans L*°(Qr) uniformément en At.
Proposition 3.11. Il existe une constante ¢ > 0, telle que
||uAt — ﬁAtHLQ(QT) < cAt. (3.14)

On commence a démontrer ces résultats.
Preuve de la proposition On multiplie 'EDP de (P,) par Atu", on intégre par
parties sur {2 et on fait la somme de n =1 jusqu’a N, on obtient

N N m
3 /Q (" — Yo+ ALY [T = AL /Q Frurdr. (3.15)
n=1 n=1 n=1

Et on a

Z /Q(u” —u" Hu"dr = Z/Q% [(u" —u" ")+ (u")? = ()% da

N

1 / —1)2 1 Ny2 1 02

= - (u™ —u" )dx+—/(u)dx—— (u”)*dx
2 ; Q 2 Jo 2 Ja
1 Ny2 1 02

> — [ (u)*dr — < [ (u)*dx (3.16)
2 Ja 2 Ja

On utilise 'inégalité de Young ((1.17)

N N N
AtZ/f(u”_l)u”dm < C(s)AtZ/ |f(u"_1)|p/dx+8AtZ/ |u" [Pz
n=1"% n=1"% n=1"%

N
< C'e)+eAt Y fluadlf,odz  (car f € L¥(R))
n=1

n=N
/ p s s . ,
< C'(e) +eCAt E HUNHWJJ’(Q) (par inégalité de Poincaré)

n=1

On substitue ces derniéres estimations dans (3.15]), on obtient

N N

1 . 1

E/Q(UN)deJrAtZHu irg < §/§2(u0)2d$+0+5AtZHuAtHip(Q)
n=1

n=1

IN

N
p 0 _ 00
Ci + C’sAtZ ”“At”wol,p(g)dx (car u” = ug € L>(2)).

n=1
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On choisit € = 1/2C et en observant que At SN [unellnde = lluacll;
obtient

LP(0,T; Wy P (Q))’ on

1
5/9( )2da:+—HuAtHLp(OTwlp(Q)) < (.

Ce qui implique que La suite {ua;}a; est bornée dans LP(0,T; W, (€2)) uniformément en
At. D’autre part, on a pour t € (¢" 1, ")

t_tn_l n n— n—
e

< uf 42

IN

|aai()]

D’ou
T N
/ /|VﬁAt|pd$dt < AtZ/ (|Vu”|—|—2|Vun—1|)pdCE
0o Jo n=1"%

N
< C’AtZ/(|VU"|p+|u”_1|p)dx (C =27)
— Jo

N
< ZC’AtZ / |Vu" [Pz + / Vo |Pdz
Q

= 2CHuAt||LPOTW1p ))—|—Cl

Comme |[uag|/? est borné, alors ||ia|” est bornée uniformément

LP(0,T;Wy P (92))
en At. Ce qui ﬁmt la preuve.

Preuve de la proposition Soit t € (0,T) et soit m € N* tel que t™ 1 <t < t™. On
multiplie 'EDP de (P,) par (u™ — u™'), on intégre par parties sur € et on fait la somme
de n =1 jusqu’a m, on obtient

2 m
AtZ/ (u —u 1) dx—i—Z/]Vu"poVu”. (Vu" — Vu" ) da
n=1 Q
m n _ ,n—1
- Z:l /Q Fam ) (%) de.  (3.17)

A m un_un—l 2 tm 5 )
t — | dzx = ung | dadt
() e [t

et on a d’aprés l'inégalité de convexité [1.20]

Z/ VPVt (Ve — Vo' ) de >
n=1 Q

> /.
= %(/ V™ |pdx—/ |Vu0|pdx)
v

|V (t |pdx—/|Vu0|pdx>
Q

LP(0,T;Wy P ()

On a

1
(Ve = [Vu"=1|?) do
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Finalement on a d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwartz et le fait que f € L*>(Q)
u — | dx = u e _ x
— Ja At - 2 — Ja 2 2 — Jao At

I
S C+—/ /\@ﬁAt]dedt
2 0 Q

En remplagant ces trois derniéres estimations dans I’équation ((3.17)), on obtient

1 1
—/ /\8t7fcml2dxdt+—/ \VuAt(t)\pdx§C+/ |Vug|[Pda = C'
2 Jo 9 P Ja Q

En prenant le sup sur (0,7), on obtient

e 1
—/ / |Oyting|*dzdt 4 ~ess sup/ |Vuas(t)[Pde < C +/ \VuolPde = C’
2 Jo Ja D ieo,r) Ja Q

D’ot, les suites des solutions {stia;}, {ua:} sont bornés respectivement dans L?(2) et
L>=(0,T; W, P(€)), uniformément en At.
Preuve de la proposition On définit la fonction suivante

v(t) = ||f||Loo(Q)t + ||'LLO||LOO(Q) pour t € [0,T].
On a v satisfait

00— Ay = |fllze dans Qr £ (0,7) x Q
v(0) = |luo|lpe() sur Q.

On pose v = v(t") pour tout n € N. Alors, on a v(0) = v" et pour n > 1 :

" — Un—l " def
—Qx " A" = || flleo () dans Qp = (0,T)x
On a u® :=uy < v° := ||ug|| L (q). Par récurrence, on suppose que u"~'="""" et on montre

que u™ < v". En effet, on retranche I’équation ({3.1.3) de (P,), on obtient
(u" — ") = At(Apu" — Ap™) = At(f (") = | fllz=(e) +u" 7 =" <0

On multiplie cette equation par (u® —v™)™ € W, P () et on intégre par parties, on obtient

/(u" — ™) dr + At/ (VU P2Vu™ — Vo' P2Vo™) (VR — Vo) <0
Q o+

ou Ot = {u" > v"}. Le deuxiéme terme a gauche est positive grace a I'inégalité (|1.20)).
D'ou [,(u" —v")*?dz = 0, ce qui donne (u" —v")* = 0 sur Q. D’ou u™ < v" sur §. Par
conséquent, ua; < v sur Q7.De la méme maniére, on montre que ua; > —v sur 7. Comme
v € L>®(Qq), alors uay, ta; appartiennent & L®(£2r) et sont bornés par une constante
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indépendante de At. Ce qui termine la preuve.
Preuve de la proposition On a pour tout ¢ € (t"~1 ")

_ t— ¢t _ 0 o
fiaet) ~usi®] = | = =
t—tn_l
< ‘ At ‘un_un—l‘+|un_un—1‘
n __ ,n—1
< 2fun — | = 24t |- A? = 2AL|Oyiin(1)]

On a donc
tar — uael| L2y < 2480t r2(00)

D’aprés la proposition , | Osting|| 2(0p) est borné indépendamment de At, d’ott

|Uac(t) — uac(t)|| L2 < CAL

3.1.4 Passage a la limite : Existence de la solution faible

Les estimations obtenues dans la section précédente nous permet de passer a la limite
et démontrer que la limite u de la suite ua; est la solution faible du probléme (P). Tout
d’abord, on rappelle I’équation satisfaite par ua; et ua;.

ne — Dpuar = f(uar(- — At))  dans Qx]AL, T
tnr =uat = 0 sur 09 x (0,7) (3.18)
unt(0) = g dans €.

Alors on les convergences suivantes :

Proposition 3.12. Il eziste u € L>(0,T; W, 7(Q)) telle que : Aprés extraction éventuelle
d’une sous suite, on a

Tias, ung — u dans L>=(0,T; WOLP(Q))

Oying — Owu dans LQ(QT)
quand At — 0.

=" Remarque 3.1. Notons que cette convergence faible-étoile implique la convergence
faible dans LP(0,T; Wy P (Q)).

Proposition 3.13. Aprés extraction éventuelle d’une sous suite, on a
Uat, unr — u dans C([0, T];"(2)) quand At — 0. Vr > 1. (3.19)
Proposition 3.14. Aprés extraction éventuelle d’une sous suite, on a

Ging, unr — u dans LP(0,T; WyP(Q)) quand At — 0. (3.20)
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On commence a démontrer ces propositions.
Preuve de la proposition D’apres la proposition [3.9) les deux suites {ua;} et
{ua} sont bornées dans L>=(0, T; W, ?(€)). Alors, aprés extraction éventuelle d’une sous
suite, on a

upy = u dans L=(0,T; W, (Q)) lorsque At — 0.
finy = @ dans L=(0,T; W, 7(Q)) lorsque At — 0.

Pour terminer la preuve, montrons que u = 4 p.p. sur . Comme L>(0,T; W, ?(Q)) —
LP(0,T; LP(Q2)) = LP(S2r), alors

Uar — U, upp — u, dans LP(Qr)
quand At — 0. Par conséquent
Une —> U, upay — u, dans D'(Q7).
D’autre part , d’aprés la proposition |3.11
|tar — uatl| L2y < CAt — 0 quand At — 0.

Ce qui implique que ia; — ua; — 0 dans D'(2r). Par unicité de la limite, on déduit que
u = U p.p. sur 7. D’autre part, comme {d;tia:} est bornée dans L?(Q7), alors il existe
une sous-suite notée encre {Jyiia;} et w € L?(Q7) telle que

Oylin; — w dans LQ(QT).

Comme ta; — u dans D'(Qr), alors dyin; — Oyu dans D'(Qr). D’ott w = dyu p.p. sur
Q. CQFD. B

Preuve de la proposition On applique le théoréme d’Aubin-Simon [2.7 D’apres
les proposition |3.8| et , les suites {fia;} et {Oyiin;} sont bornées dans LP(0,T; Wy (Q))
et L*(Qr) = L*(0,T; L*(Q)) respectivement. D’ou, d’aprés injection W, ?(Q) < LP*(Q)
{@ias} est bornée dans W, (0, T; L4(Q)) avec ¢ = min{2, p} < p*. D’ot, on peut appliquer
le théoréme d’Aubin—Simon avec V =W, P(Q) et E = F = L) et on en déduit que

e, uar — u dans C([0,T1; %(€2)) quand At — 0.

Pour terminer la preuve, on montre que cette convergence est vraie pour tout ¢ > 1. En
effet, on a {ua;} est bornée dans L>°(€Q7) d’apreés la proposition m D’ot on applique
I'inégalité d’interpolation [1.18] on obtient

sup |[[iac(t) — u(®)||zr@) < sup [[aa(t) — u(®)l|zo) X [[aar — u)l[=@q)

te0,T] te[0,T]
pour tout r > ¢q. Comme le deuxiéme terme tend vers 0 et le troisiéme terme est borné, on
en déduit que

sup |ta(t) — u(t)||Lr) — 0 quand At — 0.
te[0,7)
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Concernant la suite {ua¢}, on a pour tout r > 2

sup [ua(t) —u(@®)||r@) < sup (Jluae(t) — aae(t)llzr@) + [|Gac(t) — u(t)||z- @)
te[0,T] t€[0,T7]
< sup [Jua(t) — Gac(t)] 2) X luac(t) — @ae(t) || @y

t€[0,7]
4+ sup ||aa(t) —u(t)||zr o)
te[0,T7]

Passons a la limite quand At — 0, on obtient

sup fluae(t) — u(t)||zr@) — 0.
te[0,7)

Ce qui termine la preuve. B

Preuve de la proposition [3.14

On multiplie I’équation par ua; — u et on intégre sur (7. Alors, on obtient en
appliquant 'inégalité de convexité [1.20

1
Ovtine(uar —u)dzdt + - (/ |Vup|Pdzdt —/ |Vul? dxdt)
QT p QT QT
< / (uas — u) fuag(- — At))dadt. (3.21)
Qr

Le premier terme tend vers 0 quand At — 0, car ta; < 9yt dans L*(f2r) (proposition
3.12) et un; — u dans L?*(Qr) (Proposition [3.14)). Le troisiéme terme tends aussi vers 0.
En effet

/ (uar — u) f(uad(- — At))dxdf‘ < Nuae = ull 2@ 1 f (wac) |l 2@q)
Qr
< CHuAt — u||L2(QT) — 0

D’ou en passant a la lim sup dans (3.21]), on obtient

limsup/ |VuAt|pdxdt—/ |Vul? dzdt < 0.
Qr

At—0 Qr

D’autre part, d’aprés la convexité uniforme de 'espace LP(0, T} WO1 P(€))) et la proposition

[3-12] on a
/ |Vul|Pdedt < liminf/ |Vua|” dadt.
Qr At—0 Qr

Par conséquent

At—0

lim |Vua|Pdadt :/ |Vul? dzdt.
QT QT

On en déduit que
une — uin LP(0,T; W, P(Q)) as At — 0,
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et on a
Vuay — Vu in (LP(Q7))Y quand At — 0.

[
Preuve du théoréme Il reste maintenant de passer a la limite dans 1’équation
satisfaite par {ua:} et {@a;}, pour déduire l'existence de la solution faible du probléme

(P). Rappelons ’équation approchée (3.4]) :

aAt — ApuAt = f(U/At(' — At)) dans QX]At, T]
tnr = uat = 0sur 0Q x (0,7)
unt(0) = wup dans Q.

La formulation faible associée est :

T T T
/ /ﬂAtatvdtdx+/ /|VuAt]p_2VuAt.Vvdtdm:/ /f(uAt(.—At))vdtdx (3.22)
0 Jo 0 Ja 0 Jo

pour tout v € D(€r). D’aprés la proposition [3.12] on a

T T
/ /ﬂm&gvdtdz —>/ /Qu@tvdtdx. (3.23)
0 Ja 0

Concernant le deuxiéme terme, d’aprés les inégalités de I'exercice [L3] on a

e pourl <p<2

T , T
/ / [[Vune|P*Vuae — |[VulP?Vu|” < C / / |Vuay — VulPdtd
0 Q 0 Q

e Pour p > 2
T / T
/ /HVuAt\p_2VuAt—\Vu|p_2Vu’p < C/ /<]Vum!(p_2)p,\+|Vu\(p_2)p/>
o Jo 0o Ja
X |Vup, — Vul” dtdz
T (p=2)/(r—1)
< c(/ /(|VuAt|p|+|Vu|p)dtdx)
o Jo

T 1/(p=1)
X (/ / |Vuar — Vu|pdtdx>
0o Ja

En tenant en compte la proposition [3.14] on en déduit que
|VuaeP2Vua, — [VulP~2Vu dans L (Qr).
D’ot, on obtient

T T
/ /|VuAt\p2VuAt.Vvdtd:c—>/ /[Vu]pZVu.Vvdtdx (3.24)
0o Jo o Ja
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D’autre part, d’aprés le théoréme de Lebesgue inverse et d’aprés la proposition [3.13] on a
uat(. — At) — u p.p. sur Q.
Comme f est continue, alors
fluai(- — At)) — f(u) p.p. sur Q.

Comme f est bornée, on peut appliquer le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue
et on obtient

T T
/ /f(uAt(. — At))vdtdz —>/ /f(u)vdtdx (3.25)
o Ja o Ja
En substituant (3.23)),(3.24) et (3.25) dans (3.22)), on obtient

T T T
/ /u@tvdtd:r—l—/ /|Vu|p_2Vu.Vvdtdx:/ /f(u)vdtd:v
o Ja o Ja 0o Jo

D’out u est une solution faible du probléme (P). Ce qui termine la peuve du théoréme
principal de ce chapitre. B

3.2 Exercices

Exercice 22.

1) Comparer entre L*(0,T; L*(2)) et L*((0,T) x Q).

du — Ju
2) Montrer que St = St

Exercice 23 (Inégalité de convexité). Montrer les deux inégalités suivantes :

lal"*a.(a = b) > ~(lal” — [b")

D=

(Ja[""%a — [b]P~2b) .(a — b) >0
pour tout a,b € RN a #b,p > 1. En déduir que l'opérateur —A,u est monotone i.e.

(—(Apu — Apv),u —v)

w1 x

wie 2 0. Vu, v € WP (9).

Exercice 24 (Principe du maximum). Soit u (resp. v) € LP(0,T; Wy (Q)) solution faible
du probleme suivant

u—Ayu = fel®(Q) dans Qp =(0,T) xQ
(P) u = 0 sur  002x]0, T
u = wug (resp. vg) sur Qx{t=0}

1. Montrer que si ug, vy € L*(Q) et ug < vy p.p. sur Q, alors u < v p.p. sur Qr.
2. Montrer le méme résultat si f := f(u) est Lipschitzienne.

3. En déduire l'unicité de la solution faible du probléme ci-dessus.

4. St ug € L>(§2), montrer que u € L*((0,T) x Q).
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Exercice 25. Considérons les problémes alternatifs suivants :

u’ € L=(Q), f € L™(R)
(Pn) “n_A“t%l — Apu" = f(u"t) dans Q,
u =0 surdf), pourn>1

On définit les fonctions suivantes uay, Uay par

t— tn—l
At

uat(t) = u", Ua(t) = (u" —u" ) +u"h et Ging(0) i= u’

pourn=1,...N ett€|t, 1,t,].
1) Montrer que

Aty +tp 1) [ um—urt, [ 2
y /Q o = /tt /Q (Dyiins)? dudt.

2) Montrer a l'aide de l'inégalité (a*> — ab > —‘125’)2) que

1 1
‘(tn“n—l)/VU”-V(U"—U"‘l)dw > —/(tnIVu"F—tn_llwn—lﬁdx
2 Q 2 Jq
At
— = (VP A+ Ve ) dae
4 Q

3) Montrer a l'aide de l'inégalité de Young, que

1 1 [
—(t, + tn_l)/ f" D" —u"Hdr < —/ t/ (Byiing)? daxdt + C.
2 Q 2 tnh—1 Q

4) En multipliant ’équation de (Py) par %(

dans LP(0,T; W,"(Q)), montrer que

Uy — Up_1) €t sachant que up; est borné

t20,@in, est bornée dans L*(Qr)
Exercice 26. Soient f € L®(R) et u € L*(Q). Montrer que f(u) € L=(Q).
Si f € C(R) telle que |f(t)] < b|t| alors montrer que [ € L*(9).

Exercice 27 (Lemme de Gronwall). Soient T >0, C > 0, f et g deux fonctions telles
que
feL=(0,T),ge L'0,T), fg=>0pp. surl0,T],

et
ft) < /0 f(s)g(s)ds+C,  p.p. sur[0,T].

Montrer que
F(t) < Celo 935 4 sur [0, 7).
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Exercice 28 (Lemme de Gronwall discret). Soient (an)n>0 €t (bp)n>0 deuz suites
réelles telle que pour tout n € N on ait

an, >0 etbd, >0

et qu’il existe une constant M > 0 telle que pour tout n € N

Api1 S M + Zakbk
k=0
Montrer, pour tout n € N ["inégalité suivant :

n
g1 < Me2i—ob,

(prendre p(t) la fonction en escalier définie par p(t) = a, sur tout intervalle [Sp—1,Sn[, ot

Sp="p_obr et S_1 =0, meN)
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4 Probléme parabolique non-linéaire avec des données
non-réguliéres

Dans ce chapitre on va étudier le méme probléme précédent avec des hypotheéses plus

faibles sur la non-linéarité f et la donnée initiale ugy. On utilise la méthode d’approximation

en régularisant notre probléme et puis on passe a limite sur les problemes approchés.
D’abord, on rappelle le probléme parabolique a étudier

Ou—Apu = f(u) dans Qp o (0,T7) x Q

(P) u = 0 sur 00 (0,T) x 09
u(0) = wg sur €.

ot 2 un ouvert borné et régulier dans RY, T € R?% . Avec les hypothéses suivantes

f: R — R est une fonction continue. (4.1)

r ; 2y (4.2)

3C > 0: f(u) < Cu? ' 4+1), ¢ < min{p*,

ou p* = sip < N, p* = +o0 sinon.

P
N—p
ug € L*(9). (4.3)
Alors, on le résultat suivant

Théoréme 4.1. Sous les hypothéses (4.1]), (4.2)) et (4.3) le probléme (P) admet une
solution faible.

4.1 Approximation du probléme

D’aprés 'hypothese (4.1]), il existe une suite des fonctions continue {f,}, de L>(R)
telle que
fn =3 f uniformément sur tout compact de R (4.4)

(Notons que les fonctions f,, satisfait aussi 'hypothése (4.2])). D’apres la densité de D(Q)
dans L?(), il existe une suite {u, }, de D(Q) telle que

ull "% ug dans L(Q). (4.5)
Alors, on considére le probléme approché suivant

Oun, — Apuy, = fr(u,) dans Qp def (0,7) x Q

(Pn) u, = 0 sur 09 (0,7) x 09

up(0) = uf sur ).

Concernant ’existence de la solution faible w,,, ¢c’est une conséquence du chapitre précédente.
Rappelons que

un € LP(0,T; Wy (22)) N C([0, TT; L*()) N L>(2r)
Doy € LX(Qr)
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4.2 Estimations & priori

Proposition 4.2. La suite {u,}n est bornée dans LP(0,T; Wy (2)).

Démonstration. On multiplie I’équation de (P,), par u,, € LP(0, T} Wol’p(Q)), et on inteégre
par parties, on obtient

/Quidx—/g(ug)dejL/oT/Q]Vun\pdxdt:/OT/Qf(un)undxdt (4.6)

D’apreés 'hypothése (4.2)), on a

/OT/Qf(un)undxdt < C/OT/Q(]un]q + |uy,|)dadt

En utilisant I'inégalité de Young (|1.17) (avec les exposants P = p*/q, P’ = (q¢/(p* — q)),
on a pour tout € > 0

P + 02(5).

T T
/ / f(up)updedt < 60/ / |up|P"dzdt + C(e).
0o Jo 0o Jo

D’aprés I'inégalité de Poincaré, on obtient

T T 1 /T
/ / I (up)updzdt < 60’/ / |Vu,|Pdedt + C(e) = —/ / |Vu,|Pdxdt + C.
0o Jo 0o Jo 2Jo Ja

pour € = s1;). Remplacons cette estimation dans I’équation (4.6)), on obtient
2C

T T
/ u?dw +/ / \Vu,|Pdzdt < C +/ (ug)*dz = C (4.7)
Q 0 Jo 0

D’oil la suite {u, }nest borné dans LP(0,T; W, (). O

€ 9
al? = i X 17 < S fun” + Cr()s ] < S

Proposition 4.3. Pour tout 0 < € < T. {un}, est bornée dans L>®(e, T; Wy"*(Q)), et
{Oun }n est bornée dans L*((e,T) x Q) .

Démonstration. On multiplie ’équation de (P,), par s dsu, € LP(0,T; Wol’p(Q)), et on
intégre sur (e,t) x €2, on obtient

¢ ¢ ¢
//(s 8Sun)2dxds+1/ /3S|Vun|pdxds:/ /fn(un)f)sundxds (4.8)
€ Q P Je Q € Q

na

/et/gs((asun)deds > e/:/Q(é?sun)deds (4.9)
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et on a

¢ ¢
1/ /GS\Vun]pdxds = 1/ 83/ |Vu,|Pdzds
P € Q D € Q
1 t
= t/0|Vun(t)|pdx——/ /|Vun|pdxdt
Q PJe Ja
1 [T
e/|Vun(t)|pdx——/ /|Vun|pdxdt
Q PJo Ja

d’apres
PRl / IV, (t)Pdz — C (4.10)
Q

C/ /\38 ul Ju? + 1]dadt
Q

<
Young
5/ /s (Osuyp)?dxds + C(e) / / (Ju[*72 4+ 1)dzdt
Q
Comme ci-dessus, on a

t t T p*/p
/ /(yu|2q2 +1) < o/ / " dads + C' < C </ / \Vu\pdxds) L O <Oy
€ Q € Q 0 Q

D’ot pour € = %, on obtient

v

Finalement, on a

(up)O0su,dxds

t 1 t

/fn(un)ﬁsundxds < 5/ /s((@sun)deds+C(5). (4.11)
e JQ e JQ
Remplagons les estimations (4.9)), (4.10) et (4.11]) dans (4.8)), on obtient

t
E/ /(8Sun)2dxds+e/ |Vu,(t)|Pde < C
2 e JQ Q

Ce qui implique que les suites {Qsuy, },, et {u,} sont bornées respectivement dans L*((e, T') X

Q) et L=((e,T); Wy*(2)).

]

4.3 Passage a la limite

Maintenant, on est prét de passer a la limite quand n — oco. Grace aux estimations
données par [£.2] [£.3] on la proposition suivante

Proposition 4.4. On a pour tout e >0 :

u, = u dans L®(e, T; W, P (). (4.12)
Oty = Opu dans L*((e,T) x Q). (4.13)
u,—u dans LP(0,T; Wy (Q)). (4.14)
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En appliquant le théoréme d’Aubin-Simon on a le résulta suivant
Proposition 4.5. On a pour r < min{2,p} et pour tout e >0 :
up, — u dans C([e, T); L™(R2)).
Et enfin, comme dans la preuve de la proposition [3.14] on a :
Proposition 4.6. Pour tout € > 0
U, — u dans LP(e, T; W, ().
D’ott on démontre le théoréme principal de ce chapitre.

Démonstration. (de Théoréme [4.1)) Rappelons la formulation faible du probléme (P,,).

T T T
/ /un(?tgodxdt+/ /|Vun|p_2Vun.V<pdxdt:/ /fn(un)apdxdt (4.15)
o Ja o Ja 0o Jo

pour tout ¢ € D(Qr). Comme ¢ est a support compacte, alors les intégrales ci-dessus
peuvent étre considérés dans le domaine (e,7") x , pour € > 0 assez petit qui dépend de
la support de ¢. Dot on peut passer a la limite dans (4.15) quand n — +o00, en suivant
les mémes étapes de la preuve du théoreme On obtient donc

T T T
/ /uatgodxdt—i—/ /|Vu|p2Vun.V<pdxdt:/ /f(u)gpdxdt (4.16)
0 Jo 0o Jo 0 Jo

Pour terminer la preuve, il reste de montrer que u(0) = uy. C'est a dire lim;_,q = uo dans
L*(Q). T suffit de montrer que

u(t) — uo dans L*(€2). (4.17)

lu®)lZ2@) — lluoll72(@) (4.18)

quand t — 0. En effet. On multiplie ’équation de (P,) par ¢ € D(€2) et on intégre par
partie sur (fy,t2) x © avec 0 < t; < t5. On obtient

1 1 f2 2
—/un(tQ)Qdm——/un(tl)de+/ /|Vun|pdxdt:/ /f(un)undxdt. (4.19)
2 Q 2 Q t1 Q t1 Q

D’apres les propositions [4.54.6] on peux passer a la limite quand n — 400 et on obtient

to to
1/u(tg)Qd:U—l/u(tl)ngch/ /\Vu\pdxdt:/ /f(u)uda:dt. (4.20)
2 Ja 2 Ja t Jo t Jo

Et on a par I'inégalité de Holder et en utilisant 1'inégalité

to to 1/p’ ta 1/p
/ / IVulP2Vu.Vedzdt < (/ / |Vu|pdxdt) X </ / |V90|pda:dt>(4.21)
t1 Q t1 Q t1 Q

< Clty —tyf (4.22)
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De la méme fagon quant le te troisiéme terme. D’oi, en faisant tendre t; — 0 puis t5 — 0,

on obtient (4.17)). Pour

Rappelons que
uly — up dans L*(9)

Comme

u, — w dans C([0,T]; L"(Q2))

alors u, (0) := uj — u(0) dans L"(2). Par conséquent u(0) = u,,. Donc u est une solution
faible du probléme (P). CQFD. O
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5 Indication des solutions

5.1 Indication pour le chapitre 01

Indication pour I’exercice
1. Pour p = 1et p = o0, c’est évident. Pourl < p < oo, on a pour 'inégalité triangulaire,

en utilisant 'inégalité de Holder :

I+ gll7, = / f4gPde < / 1+ gl flda + / 1+ gl lglde
Q Q Q

< NF+ gl N f e + 1Lf + gl gl e
ce qui donne le résultat.

Indication pour I’exercice

Utiliser le théoréme de Lebesgue inverse
Indication pour I’exercice [3| Indication pour ’exercice
Indication pour I’exercice

Soit {yn}n une suite convergente de D(€2). Alors

1K CQ compact :suppy, C K, Vn
o — ©o® dansL>(0,T), Vk € N

/f p)dx

Indication pour ’exercice [f]

< llon = @lloe / fldz —s 0.

a) Soit {¢y,}, une suite convergente de D(0, 7). Alors

3 K C ) compact : suppy, C K, Vn
o' — @ dansL>(0,T), Va € NV

On a donc pour tout a € NV
(DT, ) = (=1)lNT, o) — (=1) (T, W) := (D(a)T, ¢,) car T € D'(0, T} E).
Donc D®T est une distributions.

b) Comme f € C*(Q), alors f € LL _(Q) C D'(Q). Et on a pour tout a € NV avec
la| <k :

<D(Q)Tf’ ‘P) = <_1)|a|<va 90a>

D’autre part

(D) = / D fgda
_ a'/fD(a)stx—( DTy, o)
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Indication pour I’exercice[7]
Appliquer I'inégalité de Holder sur les fonction |f|” € LP/"(Q), |g|” € LP'/7(Q).
Indication pour I’exercice

1. On applique l'inégalité de Holder

Vo= Fltuey = / fo — flida

q/p 1—q/p
< </Q’fn_f‘pdx) (/de) :Can_quLp(Q) —0

2. On a pour tout ¢ € D(N) :
| / (o = D] < 1o — Pl | @llimoy — 0

Indication pour I’exercice [J

Comme f est continue sur €2, et & support borné, alors elle est bornée et donc elle
est dans L?(Q2). D’autre part, comme f est de classe C'! par morceaux, alors il existe une
famille des ouverts disjoints {Q;}5_; telle que Q = U}, Q; et f différentiable sur ©;, pour
tout j. D’ou, on peut montrer facilement que

A
aij = Z f‘/QjXQj S LQ(Q)

j=1

Indication pour I’exercice

1. On a L
feLl(Q)<:>/ 79dr < 00 = a > —1
0
2. On a .
feLQ(Q)<:>/ r*dr < 00 = a > —1/2
0
et on a

1
f e L*(Q) < / 22 Vdg < 00 = a > 1/2
0

Donc f € H'(0,1) < a > 1/2.
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3. Si a > —3/2, alors, pour tout v € D(0,1), on a

1
/ z%vdx
0

1 1 (a+1),, 1/2 :
m(fox vdx) sia# —1

[(fs0) g1l = la—1]

fol In zv'dx si a=-—1
1 T (a41),, 1/2 :
m(fom vdx) sioa# -1
= . N N - I -
Jo (Inz)*dz o vdz sioa=-—1
< Cllollmg-

Donc f € H 1(0,1). Si a < —3/2, alors on applique le théoréme de représentation
de Riesz. On a

1
fe H'0,1) < 3w e Hy(0,1) : (f, ) a1xmp = (W, ) = / w'v'dz, Yo € Hg(0,1).
0

D’ou .
/ fodr = —(w", ), Vo € D(0,1).
0

Donc —w” = f dans (0,1) et par conséquent

xa+2
xott — +ar+b si a# -2
w'(z) = — +1—|—a, w(x) = (a+1)(a+2) 7
. Linz+ar+b si a=-2

T a+l

D’apreés la question 2), on a pour o # —2, w & H'(0,1) car a +2 < —3/2+2 = 1/2.
et pour « = —2, on a w € H}(0,1) car w’ & L*(0,1). Donc w ¢ H}(0,1) et donc

f & H0,1).

Indication pour I’exercice[13|La fonction de R™ dans lui méme définie par f(X) = |X|?,
p > 1 est convexe et différentiable et on a Vf = p|X[P72X. On a d’aprés la convexité :
vt e (0,1)

lal” + t(lal” = [b]) > |a + (b — @) = |a|” + tplal’"a.(b — a) + t|b — ale(t)
ce qui implique
laf” = [o" > plalP*a.(b — a) + |b — ale(t)

faisant tendre t — 0, on obtient la premiére inégalité. Pour les deux inégalités restants,ils
sont immeédiat.
Indication pour I’exercice
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1. Sil<p<28Soitte(0,1),alors si b+ t(a—0b) =0, I'inégalité est facile a démontrer
par un calcul direct. Si non alors, on a

laf2a bl %] =

g s
/0£|b+t(a—b)| (b + Ha — b))dt

[ s ta-op=s,
+ ([b+tla—=0)P(b+t(a—0b)).(b—a)(d+ta—1b))) dt|
<

la — bl / b+ t(a — b)[P~2dt
Q

I1 suffit de voir que
b+t(a—b)P~2 < Cyla—bP2.

(distinguer les deux cas si |b| > |a — b|, et |b] < |a —b].)

2. Sip =2, c’est évident, Si p > 2, on a la fonctions définie sur RY par g(X) = | X[P72X
est différentiable et on

Dijg = |X|P720; + (p — 2)|X [P~y

Donc

|lal"=2a — [b[~20|

1y s
/Oa|b+t(a—b)| (b +t(a — b))dt

1
/ (|b—|—t(a — b)‘p_2(5ij
0

+ ([b+tla=0)P~(b+t(a—0b)).(b—a)(b+ta—1)))dt|
< (p=D(al™ + bI")]a — b

5.2 Indication pour le chapitre 02
Indication pour I’exercice [16| Soit {¢,}, une suite convergente de D(0,7"). Alors

3K C (0,T) fermé : suppp, C K, Vn
o) — o®) | dansL=(0,T), Vk € N

On a donc pour tout k € N*

(f®, 0n) = —(f& 7, ¢)
(—1)5(f, k) — (1) (f, ") := (f®), @) car f € D'(0,T; E).

Donc f est k-fois dérivable au sens des distributions. Comme k est quelconque, alors elle
est indéfiniment dérivable.
Indication pour I’exercice
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1. Changer entre les signes intégrale et dualité et utiliser la définition de la dérivée
faible uj, dans L?(0,T; H~'(Q)).

2. Passer a la limite dans la formule de la question 1 en utilisant les deux hypotheéses

pour obtenir
T T
</ vedt, w) = —</ u'dt, w).
0 0

Ce qui donne v = /.
Indication pour I’exercice

1. Soit u € WP(0,T; E). Tout d’abord, on a £(u) € LP(0,T; E) car

/0 [(u(t)Pdt < /O P|lu(t)|[Pdt < oo,

Et on a, grace a la densité, on peut supposer que u € D([0,T]; E) . Pour montrer
que ((u) € WH(0,T; F), on montre que £(u) = {(u') € LP(0,T; F) en utilisant la
définition classique de la dérivée de £(u)’.

2. Il suffit de considérer ((u) := [, udz, E = L'(Q), F =R.
Indication pour I’exercice
1. Soit w € W'?(0,T; E), v € WH(0,T; F). On a B(u,v) € L"(0,T;G) car

A|mmeWMtst/&mm%mwmw

0

o ([ o) ([ mnsar)” <o

Gréce a la densité, on peut supposer que u € D([0,T]; E), v € D(0,T; F). Pour
montrer que (B(u,v))" € L™(0,T;G), il suffit de voir-en utilisant la définition classique
de dérivée- que

IN

(B(u,v)) = B(t,v) + B(u,v") € L"(0,T; G). (5.1)

2. 11 suffit d’intégrer la formule (5.1)) entre s et ¢.

3. Considérer E = F = L*(Q), G =R et

B(u,v) :/uvd:v
Q

et utiliser la question 2.

Indication pour I’exercice
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1. Soit u € LP(0,T; W,"(Q)). 1l suffit de montrer que A,u est une forme linéaire
continue sur LP(0,T; W, 7(Q)). Soit v € LP(0,T; W, ?(Q)), on a

T
(Au,v) o / /|Vu|p2Vu.Vvdxdt
o Ja

T 1/p T 1/p
(/ / ||Vu|p_2Vu|p/dxdt) </ / |Vv|pdmdt)
0 Q 0 Q

= Hu||i/p]zo7T;W01;P(Q))||UHLP(0,T;W01‘1’(Q)) ((p—1)p" =p)

IN

= CHUHLP(O,T;W(}"?(Q))'
2. i) Pour tout élément 7' € L (0, T; W17 (Q)) -
(T, u,y — (T, u), lorsque n — oo.

ii) On définit la forme linéaire suivant

T
(T, u) déf/ /|Vv|p_2VU.Vud:1:dt
o Ja

D’aprés la question 1), il est claire que 7T, une forme linéaire continue sur

LP(0,T; W, ?(Q)), done T, € L (0, T; W1 (Q)), d’on
(Ty, upn) — (T, u).
La réciproque n’est pas vraie (chercher un contre exemple).

Indication pour I’exercice

T T T
| tepwar = | (umw)dt=< / uwdt,w>
0 0 0
T T
= <—/ Uk@,dt>w>:/ (ug, 'w) dt
0 0

2. On passe a la limite dans 1’égalité de la question 1), on obtient le résultat.

1. On a

5.3 Indication pour le chapitre 03
Indication pour l’exercice

1. Soit u € L*((0,T) x ), alors la fonction v : (0,7) — L?*(f2), définie par v(t) = u(t,.)
est dans L%(0,7;€)) et on a grace a I'inégalité de Fubini

||u||L2((O,T)><Q) = ||'U||L2([)7T;Q)).

La méme chose pour I'inverse. D’otl on peut identifier entre les deux espaces.
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2. On a Soit u € L*((0,T) x Q) = L*(0,7T;)). On a pour tout ¢ € D(0,T), w € D(Q).

/(u’ ywde = / / ug'dtwdx
Q
/ / u(pw)' dzdt

= (O, pw).
D’oti, on peut identifier entre u’ et Oyu.

Indication pour I’exercice[23| La fonction de RY dans lui méme définie par f(X) = | X|P,
p > 1 est convexe et différentiable et on a Vf = p|X|P72X. On a d’aprés la convexité :
vt e (0,1)

lal” + t(jal” — bI") > |a + (b — )" = |al” + tplal”*a.(b — a) + t|b — ale(t)
ce qui implique
lal” = [b]" > pla[’~*a.(b — a) + [b — ale(t)

faisant tendre ¢ — 0, on obtient la premiére inégalité. Pour les deux inégalités restants,ils
sont immeédiat.
Indication pour I’exercice

1. On a par soustraction :
Or(u —v) — (=A,u— Apv) =0 dans (0,7) x €.
On multiplie par (v — v)" := max{u — v, 0}, et on intégre par parties sur Q :

1d

—— [ (u—v) Pz + / (IVulP = |[VoP*Vu) V(u—v)dz <0 (5.2)
2dt Q {u—v>0}

et on a d’aprés lexercice précédente (|VulP~2 — |Vu[P~2Vv).V(u —v) > 0, d'ou

d

pr (u —v)*?dz <0,

Par conséquent,

Vt>0: /Q(u(t) —o(t)dr < /(uo —vg) 2z = 0.

Q

Donc (u —v)" =0, c’est a dire u < v.
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2. De la méme maniére, et utilisant le fait que f est Lipschitzienne, on obtient

1d

— _ +2 < - +2
5 Q(u v) dx_/(u v)2de.

Q

En utilisant le lemme de Gronwall (voir Exercice [21)), on obtient

/(u — )Tz < /(uo — vg)T2dze* = 0.
Q

Q
3. Soient u et v deux solutions, alors uy = vy, par conséquent u = v.
4. Supposons que ug € L>(Q). Posons @ = || | et + |Juo|| o= (0)-

i) Posons @ = || f|| et + ||to|| oo (02). Le probléme parabolique satisfait par @ est

ou— Ay = || fllzee dans Qp = (0,7) x Q
(P) u(t,.) = |fllzet + |luollpe sur  0Q p.p.t € (0,T)
u(0,.) = |juollr< sur )

ii) Montrons que —u < u < w. On montre que u < u. Par soustraction on a :
O(u—1) = (Apu — Ayu) = f — || fll= <0

On multiplie cette equation par (u — )" et on suivais la méme preuve de la
question 4-1). La méme chose pour montrer que —u < u

iii) Par conséquent u € L>®({r). En effet, on a —u < u <uwetonal <u <
| fllLeeT + JJug||p == C, d’ott —C' < u < C. Donc u € L®(Qr).

Indication pour ’exercice

1. II suffit de remarquer que

tn 1 tn tnfl
/ tdt = (1" — (1" 1)?) = P A
tn—l 2 2

2. On a

1
—(tn + tn-1) / Vu (Vu" — Vu" )
2 0

1
> Z(tn+tn_1)/(|Vu"]2— (Vu ) da
Q
1 n|2 n—1|2 At n|2 n—1|2
= — [ (tp,|VU"]? = t, 1| VU P de — — | (|VU"]* + | VU F)da
2 Q 4 Q

3. Utiliser la question 1) et I'inégalité de Young.

4. Conséquence des questions précédentes.
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Indication pour I’exercice [26) On
Ve € Q[ f(u(@)] < |fll=@)
dou f e L™(Q).

D’autre part, on a

/ () [2der < b2/ luf2de < oo,
Q Q
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