Chapitre 2

Ensembles et applications

2.1 Définitions et exemples

2.1.1 Ensembles et éléments

e Intuitivement, un ensemble est une collection d’objets. Les objets d’un ensemble sont
appelés éléments de cet ensemble et qu'un élément a appartient & E (on écrit : a € E) ou
n’appartient & E (on écrit : a ¢ E).

e Un ensemble particulier est 'ensemble vide, noté () qui est ’ensemble ne contenant aucun
élément.

e Un ensemble F = {a}, formé d’un seul élément, et appelé un singleton.

e Soit E un ensemble. Si un ensemble A est contenu dans E, on dit que A est une partie
ou un sous ensemble de E. Les éléments de E n’appartenant pas a l'’ensemble A constituent
une nouvelle partie de E, appelée complémentaire de A dans E et notée A ou bien Cg(A).

Formellement, Cg(A) ={z € E |z ¢ A}.

2.1.2 Opérations sur les ensembles

A partir de deux ensembles A et B, on peut construire d’autres.
e On dit que A est inclus dans B (A est un sous-ensemble de B ou une partie de B) et on
note A C B si tout élément de A est aussi un élément de B.

ACB& (Vre A=z € B).

e On dit que A et B sont égaux si et seulement si A C B et B C A.
e Soient A et B deux ensembles. La réunion de A et de B et noté AU B (lire A union de
B) est 'ensemble des éléments appartenant & A ou appartenant a B.

AUuB={x|x€ AV z € B}

e Soient A et B deux ensembles. L'intersection de A et de B et noté AN B (lire A inter B)
est 'ensemble des éléments appartenant a la fois a A et a B.

ANB={x|x€ A AN z € B}
e On dit que A, B sont des ensembles disjoints si AN B = (.

Exemple 2.1 Dans N, si l’on désigne par D(n) l'ensemble des diviseurs de l’entier naturel n,
on aura

D(24) UD(16) = {1,2,3,4,6,8,12, 16,24} et D(24) N D(16) = {1,2,3,4, 8}
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2.1.3 Propriétés et régles de calculs

Voici quelques propriétés et régles de calculs sur les ensembles.

Proposition 2.1 Soient A, B,C des parties d’un ensemble E. Alors
1. AUA=A ANnA=A.
2. AUD=A, An0 =0.
3. AUB=BUA, AN B = BnNA (Commutativité).
4. AU(BUC)=(AUB)UC, AN(BNC)=(ANB)NC (Associativité).
5. AUBNC)=(AUB)N(AUC), An(BUC)=(ANB)U(ANC) (Distributivité).

Preuve: On démontre que AU (BN C)=(AUB)N(AUC)

Soit x€ AU(BNC) & xz€A ou xze€(BNC)

re€A ou (xeB et zel)

(xreA ou xe€B) et (xe€A ou zeC)
(r€ AUB) et (x€e AUC)
re(AUB)N(AUQ).

t e

Définition 2.1 (L’ensemble des parties) Soit E un ensemble. On admet qu’il existe un
ensemble noté P(E), tel qu’on ait l’équivalence

XePE)eXCE
P(E) est appelé l'ensemble des parties de E.
Remarque 2.1 Si card(E) = n, alors cardP(E) = 2".
Exemple 2.2 Si E = {1,2,3}. Alors, cardP(E) =23 =8 et

P(E) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, {1,2,3}}.

Définition 2.2 (Différence ensembliste) Soient A, B deuz sous-ensembles de E.

1. La différence de A et de B noté A\ B est formé des éléments qui sont dans A mais qui
ne sont pas dans B c.a.d A\ B=ANCg(B).

2. La différence symétrique de A et de B noté A A B est l’ensemble (A\ B) U (B \ A) ou
bien l'ensemble (AU B) \ (AN B).

Exemple 2.3 1. Dans N, on a D(24) \ D(16) = {3,6,12,24} et D(16) \ D(24) = {16}.
Aussi, D(24)AD(24) = {6, 12,16, 24}.

2. L’ensemble R\ Q contient des nombres irrationnels comme .

Remarque 2.2 Lorsque AC E, ona: E\ A= Cg(A).



Proposition 2.2 Soient A, B deux sous-ensembles de E. Alors

1. A\ A=0.

2. A\ =A.

3. AUCE(A) =E.

4. ANCgr(A) =10

5. Cp(Cg(A)=A.

6. Ce(AN B) = Cg(A)UCg(B).
7. Cx(AUB) = Cg(A)NCg(B).

Preuve: On démontre que Cg(AN B) = Cp(A) U Cg(B).

Soit x € Cp(ANB) & x¢ (ANB)

T (ANB)
reAetreDB
reAouxreB
r¢ Aoux ¢ B

x € Cg(A)UCg(B).

(I

Définition 2.3 (Partition) Soit E un ensemble. Une partition de E est un ensemble {E;} de
parties de E, qui vérifie les deux conditions suivantes :

el

Exemple 2.4 Soit A un sous-ensemble de E. Alors l’ensemble {A, Cg(A)} est une partition
de I.

Définition 2.4 (Produit cartésien) Soient A, B deux ensembles. Le produit cartésien, noté
A x B, est l’ensemble des couples (x,y) o x € A ety € B.

Ax B={(xz,y) |z € A ety € B}.
Exemple 2.5 .
1. RZ=RxR={(z,y) | v,y € R}.
2. Soient A = {1,2,3} et B = {a,b}. Alors, AxB = {(1,a),(1,b),(2,a), (2,b), (3,a),(3,b)}.
Généralisation

Si on considére des ensembles Ay, A,, ..., A,, on peut de méme définir les n-uples (z1, z3, ..., ;)
oux € Ay, 19 € Ay, ...,x, € A,.

Al X AQ X ... X An = {(ZL‘l,IQ, ,{En> | X € Al,ZEQ € AQ, ey Iy € An}

Proposition 2.3 Soient A, B,C, D quatre sous-ensembles de E. Alors
1. AxC)U(Bx(C)=(AUB)xC.
2. (AxCYU(Ax D)=Ax (CUD,).
3. (AxC)N(BxD)=(ANB)x (CND,).
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Preuve: On démontre que (A x C)U (B x C) = (AUB) x C.

(AxC)U(BxC) = {(z,y) ]| (z,y) € AxCou (z,y) € BxC}
= {(r,y)|(zreAetyeC)ou(xreBetyel)}
{(z,y) | (r€ Aouz € B)etye C}

2.2 Applications

2.2.1 Définitions et exemples

Définition 2.5 Soient E, F' deux ensembles. On dit que f est une application de E dans F' st
pour chaque élément x € E, il existe un élément unique y € F tel que f(x) =y et on note

f+E— F ou bien L F

e L’ensemble E est dit ensemble de départ et F' est dit ensemble d’arrivée. L’élément x est
dit l’antécédent et y est dit l'image de x par f.
e On note par F(E, F) l’ensemble de toutes les applications de E dans F.

Exemple 2.6 .
f: {1,2,3} — {2,4,5} | L
1. . = 22 n’est pas une application.
2. L’identité I f :) est une application et sera tres utile dans la suite.
3. Les projections P.: ExXF — E P,: ExXF — F
' g (z,y) = P(zy) =z (z,y) = By =y

sont des applications ausst.

Définition 2.6 (Restrictions et prolongements) Soit f une application de E vers F

1. On appelle restriction de f a une partie A C I, l'application notée fla : A — F définie
par

2. On appelle prolongement de f a un ensemble E' contenant E, toute application g de E’
vers F' dont la restriction est f.

Exemple 2.7 Si [ est lidentité de RT dans lui-méme, elle possede une infinité de prolonge-
ment a R, parmi lesquels :

1. L’application identité de R.
2. L’application "valeur absolue” de R dans lui-méme.

3. L’application h définie par h(z) = 3(z + |z|), et qui est identiquement nulle sur R™.



2.2.2 L’image directe et I'image réciproque

Définition 2.7 Soient E, F' deux ensembles

1. Soit AC E et f: E— F, l"image directe de A par f est un sous-ensemble de F' définie
par

fA) ={f(z) |z € A}.
2. Soit BC F et f:FE — F, [image réciproque de B par f est un sous-ensemble de K
définie par
f(B) ={z| f(z) € B}.

f: N — N

n = 2n+1
1. Soit A =10,1,2}, alors f(A) ={f(n) |ne A} ={f(0), f(1), f(2)} ={1,3,5}.
2. Soit B= {5}, alors f{7Y(B) ={n eN| f(n) € B} ={n e N| f(n) =5} = {2}.

Exemple 2.8 Soit f une application donnée par :

Proposition 2.4 Soient f : E — F une application, Ay, As deux parties de E et By, By deux
parties de F'. Alors

(1) f(A1UAs) = f(A1) U f(A2), f(A1NA2) C f(A1) N f(A2);
(2) Si Ay C Asy, alors f(Ay) C f(As);
(3) Ar C fH(f(A):
(4) [7H(BLUBy) = fTH(B) U f7H(Ba), fTH(B1NBs) = fH(B1) N f(Ba):
(5) Si By C By, alors f~1(By) C f~1(By);
(6) f(f~(B1)) C Bu.
Preuve: On démontre la propriété (2)

Soit y € f(A;), alors dx € A; | f(x) = y, et comme A; C As, donc dz € Ay | f(x) = v.
Douy € f(Az). m

Définition 2.8 (La composition) Soient E, F,G trois ensembles et f,g deux applications
telles que

ESsr % q

On peut en déduire une application de E vers G notée h = go f et appelée application composée
de f et g, par

Vo € E, h(z) = go f(z) = glf(2)].
Remarque 2.3 En général, on a fog# go f ceci est illustré par les fonctions réelles
flx)=2a% g(z)=220+1

fog(x)=flg(x)] = f(2z +1) = (22 +1)*, gof(z)=g[f(z)] = g(z*) = 22" + 1.
Alors, fog+#go f.

e Par contre la composition des applications est associative ho (go f) = (hog)o f.



2.2.3 Injection, surjection, bijection

Définition 2.9 Soient E, F deux ensembles et f: E — F une application

1. f est ingective si et seulement si
Vo, o' € E, f(x) = f(2') = 2 =12".
2. f est surjective si et seulement si
Vye F,3x € E |y = f(x).

e Une autre formulation : f est surjective si et seulement si f(F) = F.

3. [ est bygective si f a la fois injective et surjective. Autrement dit :
Vye F,3lz € E |y = f(z).

Remarque 2.4 Si f est bijective, et seulement dans ce cas, a tout y € F' on fait correspondre
un x € E et un seul. On définit ainsi une application bijective, notée

' F—F
et appelée application réciproque de f, et on a ’équivalence
y=f(x) & z=f"(2)

Exemple 2.9 Soit f : N — Q définie par f(x) = H% . Montrons que f est injective

Soit x,2" € N tels que f(x) = f(a'). Alors H% = ﬁ, donc1+x =142 et donc x = 2.
Alors f est injective.

Par contre f n’est pas surjective. Il s’agit de trouver un élément y qui n’a pas d’antécédent
par f. Ici il est facile de voir que l'on a toujours f(x) < 1 et donc par exemple y = 2 n’a pas
d’antécédent. Ainsi f n’est pas surjective. Donc n’est pas bijective.

Théoréme 2.1 Soient E, F, G trois ensembles et f, g deux applications telles que f : E — F
etg: F—G

1. Si f et g sont injectives, alors go [ est injective.

2. Si f et g sont surjectives, alors go f est surjective.

3. Si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective.

4. Si f et g sont bijectives, alors (go f)™' = fltog™l.

Preuve:

1. Comme f et g sont injectives, alors
(go f)x) = (90 N)y) = flz) = fly) =z =y.
2. Comme f et g sont surjectives, alors on a
(g0 /)E) =glf(E)] =g(F) =G.

3. Directement d’apres (1) et (2).

4. Soit z € G, comme g o f est bijective donc Jz € E | (go f)(z) = z.
Ona(gof) '(2) = (g0 /) ((go f)(z)) =z
D'autre part (f~tog™")(z) = (f"tog™)((gof)(x)) = f~H (g (9(f(2))) = [ (f(2)) = z.
Done, (go f)~(2) = (fog!)(2) Vz€G.Dlou, (go f)™' =flog™



