Chapitre Il Cinématique du point matériel

Rappel du cours

1- Introduction

La cinématique est 1’étude des mouvements sans se préoccuper des causes responsables de ces
mouvements (comme les forces par exemple, etc.). Le mouvement ne peut se définir que par
rapport a un référentiel (ou un repere).

2- caractéristiques du mouvement
En cinématique, les deux notions fondamentales sont I’espace et le temps car le mouvement
s’effectue dans I’espace en fonction du temps. Les grandeurs essentielles sont :

- vecteur position (OM), - vecteur vitesse (V) ,- vecteur accélération y .

2.1- Vecteur position
La position d’un objet est donnée par son déplacement par rapport a O (I’origine).

a-Trajectoire

La trajectoire d'un mobile est I'ensemble des positions successives occupées par ce mobile
au cours du temps.

2.2- Vecteur vitesse
La vitesse est une grandeur vectorielle qui représente le rapport de la distance parcourue au
temps. Le sens de la vitesse est le méme sens de déplacement.

a-Vitesse moyenne
Supposons qu’a I’instant t; 1’objet est a la position M, et a un instant ultérieur t,, il est en
M,. La vitesse moyenne entre M, et M, est définie par :

_ MM, _AOM
Ct,—t, At
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b-Vitesse instantanée
La vitesse instantanée est définie a un instant précis via la notion de la dérivation comme
suit :

—_—

7 dom
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2.3- Vecteur d’accélération
L’accélération instantanée est la variation du vecteur vitesse par rapport au temps. Elle est
définie comme suit :
dv  d?oM

V=% T dez




3- Mouvements dans différents systemes de coordonnées et bases
3.1- Repére cartésien

Chaque point M est repéré par ses coordonnées (x, y, z) dans la base (7, J, E).
Le vecteur de position est définit a partir du point origine O et les coordonnées (x, y, z):

OM = xT+ y] + zk
|oM|| = om = (Jm)
GOW _ dx. dyo dzp

-Le vecteur vitesse :  V = " —dtl+dt]+zk=Xl+y1+Zk

Pl=v=Je+yir7

712 - - d‘7 el [ d .._>
-Le vecteur accélération: y = prial i T Zk

a
7l =y = (V&7 +37 +72)

3.2- Repére polaire

Le repére polaire est orthonormé, il est formé de deux vecteurs unitaires (i, ig). Ces deux
vecteurs sont variables avec le temps.

Le vecteur de position est definit a partir du point origine O et les coordonnées (p, 6):

OM = P,
lom|| = oM = p

~

Dans le repére cartésien : OM = x7+ yJ
Donc,ona:
x = pcosO
{y = psinf

u, = cosft + sindj



Ug = —sindT+ cosO]

-Le vecteur vitesse : ¥ =224 = P, + pOuy

dt
17l =v= (‘/pz ; <pe'>z)

=

Maratinn. o _ 47
-Le vecteur accélération: y = —-

¥ =(p—p02)u, + (206 + pd)ii

7= = (- p62)" + 200 + p032)

3.3- Repére cylindrique
Le repére cylindrique est orthonormé, il est formé de trois vecteurs unitaires (i, g k), dont
les deux vecteurs (ii,, ) sont variables avec le temps tandis que k est fixe.

-

Chaque point M est repéré par ses coordonnées (p, 8, z): dans la base (l—l,)p,l—l,)g'l—f)) (figure).
Le vecteur de position est définit a partir du point origine O et les coordonnées, (p, 6, z):

B

OM == pu, + zk
||W|| = 0M = ,/p? + z?
Dans le repére cartésien : OM = xi+ yj + zk

Donc,ona:
x = pcos6
{y = psinf
zZ=1z

—_—

- Le vecteur vitesse :  V = ‘f—tM = pl, + pOiig + 7k

71 =v = (o + o2 + 22



dv

-Le vecteur accélération: V==

V= (p—pb2)i, + (2p 6 + pb)iy + 7k

Il =y = (J(b’ —p62)° + (2p 6 + p6)? + 22>

3.4- Repére sphérique

Le repére sphérique est orthonormé, il est formé de trois vecteurs unitaires (i, tig Ui, ). Ces
trois vecteurs unitaires sont variables avec le temps.

Chaque point M est repéré par ses coordonnées (r, 8, @) dans la base (i, i 1, ) (figure).

6 = (oz,0M)
¢ = (ox,0M")

Le vecteur de position est définit a partir du point origine O et les coordonnées (r, ¢, 6):
OM = ril,

Tr
W<<p> (0 <gp<2m) ,0 <6<
6

|oM|| = oM = r
OM = rsin 6cosgl + rsin sin 9] + rcos 0k

Dans le repére cartésien : OM = xi+ yj + zk

En déduit que :
Xx = rsin Bcosg
y = sin 8sin ¢
z=rcos B

OM = rsin 6cosgl + rsin Osin ¢ + rcos 0k



OM = r(sin Ocospi + sin Osin ¢j + cos 0k) = ru;

D .

u, = sin Bcospl + sin Osin @j + cos Ok;
U, est le vecteur unitaire radial.

ou,
20

= Ty = cos Ocosel + cos Osin ¢] — sin Ok

Uy est le vecteur orthoradial.

L1 0uy 1 0d,
Yo = Coso dp  sinb dg

= —sinl + cos @J

-Le vecteur vitesse : V = dg—tM
V = i, + r(fiy + ¢sinfi,)
||I7|| =V = (\/7’”2 + 1202 + r2<p2(sin9)2>

-Le vecteur accélération: y =—

7 = (F — r¢?(sinf)? — r6?)ii, + (278 + rf — r@?sin Hcosh) iy
+ (27 ¢sing + résind + 2r0'<pc050)72¢,

7=y = ([n? +7o% +1,?)
avec Yy = —r@*(sing)? — r62,y, = 270 + 16 — r¢?sin Ocosb, y,, = 27 ¢sind +
r@sind + 2ré¢pcosh

3.5-Repére intrinséque (repere de Frenet)

Soit un point matériel M en mouvement dans le plan (7,7, l?). Sa trajectoire est une courbe
orienté dans le sens du mouvement. On définit :

ur . le vecteur unitaire tangent a la courbe et orienté dans le sens du mouvement.

uy : le vecteur unitaire orthogonal a u; et dirigé selon la concavité de la trajectoire.

a-Abscisse curviligne
Dans ce repere, on définit 1’abscisse curviligne S du point M de long de la trajectoire comme
¢tant égal a la longueur de ’arc MM’. Notant que :

— dug
Uy =p %, ‘R est le rayon de courbure.

-Le vecteur vitesse:



ds

V=Vu, V=—
Ur dt
.
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-Le vecteur accélération :
L, v dv dur
V=% T ac T dt
R /N C
VY= EUT P Uy

Y = yrir + yniy
dv Ry :
Yr =2, ; accélération tangentielle

= V2 .
Yy = 7; accélération normale

VIl =y = Jyr? +va?

4-Exercices résolus

4.1-Exercice 01

1-Trouver les coordonnées cartésiennes (x,y) du point M(3,g) donné en coordonnées
polaires.

2-Trouver les coordonnées polaires (p,6) du point M(2,1) donné en coordonnées
cartésiennes.

3-Trouver les coordonnées cylindriques (p, 8, z) et sphériques (r, 8, ¢) du point M(1,3,2)
donné en coordonnées cartésiennes.

4-Trouver les coordonnées cartésiennes (x,y,z) du point M (3,%, 2) donné en coordonnées
cylindriques.



5- Trouver les coordonnées cartésiennes (x,y,z) du point M (8,%,%) donné en coordonnées
sphériques.

4.1.1-Corrigé
l-ona: M (3,%) donné en coordonnées polaires. On cherche les coordonnées cartésiennes

xy) .

{x = pcos6
y = psinf

( 3 T
x = 3cos 3

= ?)SinE
&y 3

= 9

3
= < 2
3v3

2-on a: M(2,1) donné en coordonnées cartésiennes. On cherche les coordonnées polaires
(p,0).

p=x2+y?

0= arctanz
X

p=v5
= 6
= aT'CtanE
= { p=v5
6 = 26.56°

3-ona: M(1,3,2) donné en coordonnées cartésiennes. On cherche :
a- les coordonnées cylindriques (p, 8, z) :

p=x*+y?
0 = arctanz
X

zZ =12

p=+v10
=16 = arctan3
z=2

p =10
=130 = 71.56°
z=2




b-Les coordonnées sphériques (r, 6, @) :

0 = 57.68°

4- On a: M(SE,Z) donne en coordonnées cylindriques. On cherche les coordonnées
cartésiennes (x,y,z) :

X = pcos6
y = psinf
z=2z

( _3 T

x = 3cos3

= 1 . T
= 3sin—

y sinz

f

N
|

N

<INIUJ|
w

X =

= < 3
y:

\ ;=

NN

5- On a: M(B,E,g) donné en coordonnées sphériques. On cherche les coordonnées
cartésiennes (x,y,z) :

X = rsinfcosp
y = rsinfsing
Z =rcosf
( . T VA
x = 8sin—cos =

J 4 3
8 . n . n
= = - —
y sin sing
| o T
k z = COSZ



x =22
>3y = 2V6
z =42
4.2-Exercice 02
Les équations horaires d’un point M sont 1 x = t,y = t2 — 4.
a) Trouver I’équation de la trajectoire. Tracer la dans le plan xoy.
b) Trouver en coordonnées cartésiennes les vecteurs de position 7(t), vitesse v(t) et
accélération y(t). Calculer leurs modules.
c) Trouver la vitesse moyenne et 1’accélération moyen entre Iintervalle 1 < t < 2s.

d) Calculer I’accélération tangentielle et normale. Déduire le rayon de la courbure.

4.2.1-Corrigé
a)L’équation de la trajectoire :

y

(-2.0)

(0’-4)

Ona:x=t
=y = x% — 4. C’est une parabole.
b) la position :

7(t) =xt+y] =ti+ (t? — 4)j(t)

I7]l = t2 + (t2 — 4)2
La vitesse :

B d7(t)

v(t) =—4;

=1+ 2t]



131l = /1 + 422

L’accélération :

3 dv(t) 3
=— =

y(@®)

Iyl =2

2]

c) La vitesse moyenne entre ’intervalle 1 < t < 2s :

7F(t=2)—-7({t=1)

L, 2-(@=-37@) L .
=1, /2= T =1+ 3j(t)

L’accélération moyenne entre I’intervalle 1 < t < 2s :

L, v(t=2)-v(t=1)

SVn/i=1+4—-(0+2))=2]

d)L’accélération tangentielle :

allvll
Ye = dt
R 4t
'}/ = ————
VIt 42

L’accélération normale :

Ona:y?=y2+y?

SV = [Y2 -9

I A L
= 1+4t2 1+ 42

Le rayon de la courbure :

Ona:
UZ
Vn:F
v? 1 + 4t?
ﬁR:—:—
Yn 2

V1 + 4t?

3
= R =2 (1+4t2):.



4.3-Exercice 03
Soit un point matériel M repéré par ces coordonnées cartésiennes :

x = R(1+ cos20), y =Rsinf, 6 = wt

1-Trouver en coordonnées cartésiennes :

-I’équation de la trajectoire et tracer la.

-les vecteurs de position, vitesse et accélération. Calculer les modules de la vitesse et
I’accélération.

2-Trouver en coordonnées polaires :

-I’équation de la trajectoire p = f(0) et tracer sur la courbe de la trajectoire les vecteurs
unitaires polaires et intrinseques.

-les vecteurs de position, vitesse et accélération. Calculer les modules de la vitesse et
I’accélération.

3-Trouver en coordonnées intrinséques :

-I’accélération tangentielle et 1’accélération normale.

-déduire le rayon de la courbure.

4-Calculer I’abscisse curviligne en fonction de 6 .

4.3.1-Corrigé
1-L’équation de la trajectoire :
Ona:

{x = R(1 + cos28) y 4
y = Rsin26

1-I’équation de la trajectoire

{x — R = Rcos26
y = Rsin26

= (x—R)*+y? =R’

C’est un cercle de rayon R et de centre (R,0) .

v

o O’(R,0)

Le vecteur position :
F=xi+yJ

7 = R(1 + cos20)T + Rsin267]



Le vecteur vitesse :

() = dz(tt)

(t) = 2Rw(—sin267 + cos20j+)
I7]l = 2Rw
Le vecteur accélération :

4
7@ = Z(tt)

¥(t) = —4Rw?(cos20T + sin20j+)
IVl = 4Rw?

2-en coordonnées polaires :

-I’équation de la trajectoire p = f(0) :

p=x2+y?

= p = R/ (1 + c0s26)? + (sin26)?

= p =R\2(1+ cos208)

Ona: cos20 = cos?6 — sin?6
= 05260 = 2c0s%0 — 1

= p = R\/4cos?0

= p = 2R|cos0|

Le vecteur position :
7= pu,
= 7 = 2RcosOu,

Le vecteur vitesse :

dt
= 9(t) = 2Rw[—sin9u_p’ + cos@%]

Il = 2Rw

yA




Le vecteur accélération :

B dv(t)
S dt

y(@®)

= 7(t) = —4Rw?[cosOu, + sinbuy|
I7Il = 4Rw?
3-en coordonnées intrinseques :

L’accélération tangentielle :

_dlBl
Ve = dt =

L’accélération normale :

Yv =¥ = 4Rw?

4-1’abscisse curviligne :
Ona:
_dS  dSdo ds

R —_—— = —

V=% T dea do
v

= dS = —d6
w

2Rw
= dS = Td@ = 2Rd0O

S 0
= deszRdH
So 0

= S(0) = 2RO + S,

4.4-Exercice 04

L’accélération d’un point matériecl M en fonction du temps, en coordonnes intrinséques, est
donnée par I’expression : d = au; + ftu, ol u; et u, sont les vecteurs unitaires du triédre de
Frénet et a et B des constantes positives.

1. Donner I’accélération tangentielle a, et normal a,, .

2. Déterminer I’abscisse curviligne S(t) du point matériel M sachant qu’a linstant t =
0,V(t=0)=V, et S(t=0)=0.

3. Déterminer 1’expression du rayon de courbure R de la trajectoire.

4.4.1-Corrigé



Soit: d = au; + ft*u,
1-Calcul de I’accélération tangentielle a, et normal a,, :
Ona:

- —_— —_—
a = au; +a,u,

= aq, = a,a, = Bt?

2-Détermination de I’abscisse curviligne S(t) :
Ona:

das S t .
V="-= [ ds=[jvdt;

Calculde v ;

v 4 t t
at:E:jdV=Jatdt=aojdt
Vo

S t
So 0

a
2

3-Détermination de 1’expression du rayon de courbure R :

Ona:

R (at +Vy)*
pt?

4 5-Exercice 05

Le mouvement d’un point matériel dans le plan (Oxy) est donné en coordonnées cartésiennes

par les équations :

x(t) = atcosO, y(t) = atsinh,f = wt

a et w sont des constantes.

1-Trouver les vecteurs de vitesse et accélération dans la base cartésienne (7,7).

2-Donner le vecteur position dans la base polaire (u,, ug).

3-Trouver les vecteurs de vitesse et accélération dans la base polaire (u,,ug). Calculer leurs

modules.



4-Trouver I’accélération tangentielle et ’accélération y, normale yy .

5-Calculer le rayon de la courbure .

4.5.1-Corrigé
1-La vitesse et 1’accélération dans la base cartésienne (7, )) :

Ona:
OM = atcos67 + atsindj
dOM

y = 4o
dt

V(t) = al[(cosB — Bsinf]T + (sinb + Ocosh)]

_dV(®)
Codt

140)
Y (@) = aw[—(2sind + OcosO]T + (2cosf — Osinf)]

2-Le vecteur position dans la base polaire (u,, ug) :

W=pu_p’

p =Jx2 + y2 = at\/cos?6 + sin?6
=>p=at

= OM = atu,

3-La vitesse et accélération dans la base polaire (u,,ug) :

dOM _d -
at  ar @)

= au, + atwig

||I7|| = a1+ w?t?

<Y

LAV _d
y(t) = TR (auw, + atwug)
Y () = —aw?tu, + 2awity

IO = aw/ 4 + w?t?

4- I’accélération tangentielle et I’accélération y, normale yy :



d
Ye =E(a\/1 + w?t?)
aw?t
Ve = —
‘ V1 + w2t2
YN = VY2 Ve

a’wt?

YN = \/azwz(l} + w?t?) — m
aw (2 + wt)
YN = T /———
N VT wae

5- Calcul du rayon de la courbure R :
VZ
R
_a*(1+w?t?)
— aw(2 + wt)
V1+ w?t?
(1 + w?t?)3/?
(2+ wt)

R

a
R=—.
w

4.6-Exercice 06

Les équations horaires d’un point M sont : x = rcos6,y = rsinf,z = hf,0 = wt.

1-a) Quel est le mouvement du point M dans le plan (x0y).

b) Quel est le mouvement du point M suivant la direction de I’axe Oz.

c) Quel est le mouvement resultant du point M.

2-Déterminer les composantes cylindriques et le module des vecteurs : position, vitesse et

accélération.

3-Quelles sont les composantes tangentielle et normale du vecteur accélération. Déduire le

rayon de la courbure de la trajectoire.

4-Calculer I’abscisse curviligne S(t) du point M, sachant qu’a I’instant t = 0,S(t) = 0.

4.6.1-Corrigé
Ona:

X = rcos@
y =rsinf, 0 = wt
z=ho



1-a le mouvement du point M dans le plan (x0y) :
x? +y2 =12, c’est un cercle de rayon r et de centre (0,0) .
b-Le mouvement suivant Oz est linéaire croissant selon 8.

c-Le mouvement résultant est hélicoidal.

1)
D

2-En coordonnées cylindriques :

Le vecteur position :

szu_p’+zz

Ona:p=,x?+y?=r
= OM = ru, + hwtk
Le vecteur vitesse :

R dOM
v(t) = T

=>9(t) = w[ru_g’ + hE]
|17]] = w72 + h?

Le vecteur accélération :
B dv(t)

dt

40)

=y(@) = —rw?u,



171l = rw?

3-I’accelération tangentielle :

_dlsl _
Ve = dt

L’accélération normale :

Yn =Y =rw?

Le rayon de la courbure :

2 2
Ona:yy=— = R==
YN R -
2 2 2
:R=L:")
TrTw
h2

>R=r+—
T

4- ’abscisse curviligne :

Ona:

as
v=— =dS = vdt
dt

S t
:jd5=a)\/r2+h2fdt
0 0

= S(t) = wyr?2 + h%t

4.7-Exercice 07
Soit un point M repéré par ses coordonnées sphériques (r,0,9):r = R,0 = %,(p = at?.

1. Ecrire I’expression du vecteur position en coordonnées cartésiennes.

2. Déterminer les composantes cartésiennes et le module des vecteurs: vitesse et
accelération.

3. Donner I’équation de trajectoire. Tracer la trajectoire.

4. Quelle est la nature du mouvement.

4.7.1-Corrigé

1- P’expression du vecteur position en coordonnées cartésiennes :

Ona:



[ NII=R~v]

r
M<{ 0

@ = at?

x = rsinfcose
M Jy = rsin@sing
z =rcosf

T 2
X = Rsm6 cosat

I
>M { y = Rsmﬂsmat2
I m
k z= RcosE
. R . R 3
oM = Ecosat l+55mat ] +7Rk
2-le vecteur vitesse :
R dOM
v(t) = T

= y(t) = —Ratsinat?T + Ratcosat?]
I7]l = Rat
Le vecteur accélération :

dv(t)

7@ = =

= ¥(t) = —Ral[sinat? + 2at?cosat?]l + Ra[cosat? — 2at?sinat?]]

7]l = Ray/1 + 4a?t*

3-la trajectoire :
Ona:

X =—=cosQ

. . R . 1, 3
La trajectoire est un cercle de rayon 2 »qui se trouve a I’hauteur gR :



N[

v

4-la nature du mouvement :
Ona:
¥(@®).7(t) = R?a’t > 0

=le mouvement est accéléré (y(t).v(t) > 0) non uniforme (y # C) .

5-Exercices supplémentaires sans solution

5.1-Exercice 01

Une particule se déplace sur I’axe des X suivant la loi : x = t3 — 3t? — 9t + 5. Pendant quels
intervalles de temps la particule se déplace-elle vers les X positifs ? vers les X négatifs ?
Pendant quels intervalles de temps le mouvement est-il accéléré ? Retardé ? Représenter
graphiquement x, v, et a en fonction du temps

5.2-Exercice 02
Les coordonnées d’un mobile M dans le plan (0,1,7) sont :

x() =t2—4t+7; y©) =t—2

1-Trouver I’équation de la trajectoire. Tracer la dans le plan xoy.

2-Trouver en coordonnées cartésiennes les vecteurs de vitesse ©(t) et accélération y(t).
Calculer leurs modules.

3-Calculer I’accélération tangentielle et normale.

4-Trouver le temps t; pour lequel la vitesse est perpendiculaire a I’accélération.



5-Donner I’expression de rayon de courbure. Appliquer pour t = t;.
6-Calculer le temps t, pour lequel le module de 1’accélération tangentielle est égal au module

de ’accélération normale.

5.3-Exercice 03

Soit le mouvement d’un point matéricl M définie en coordonnées polaires (p,8) par les
équations :

p = poe®, 6 = wt,

tel que py, @, w des constants positifs.
1-Donner I’expression du vecteur position OM . Quelle est sa norme ||0M || :

2-Trouver ’expression du vecteur vitesse V et calculer sa norme ||I7|| :
3-Trouver I’expression du vecteur vitesse y et calculer sa norme ||y]| .
4-Calculer I’accélération tangentielle ¥, et I’accélération normale yy .
5- Trouver le rayon de la courbure R en fonction py, @, w .

5.4-Exercice 04
Dans un plan muni d’un systéeme d’axes OXY, un point matériel se déplace sur une courbe
d’équation :

p = 2R cosf

ou p et 8 son ses coordonnées polaires et R une constante positive.

1. Exprimer 1’équation de sa trajectoire en coordonnées cartésiennes. Quelle est sa nature ?

2. Dans la base (i, ,1iy) associée au coordonnées polaires, exprimer les vecteurs position 7,
o, . s s s dO s d%6

vitesse v et accélération a en fonctionde R, 6,6 et 8. (60 = — et 0 = =

3. Dans la suite, on supposera que 6 = w est constante. Déterminer les composantes

tangentielle et normale de 1’accélération. Déduire le rayon de la courbure.

4. Déterminer I’abscisse curviligne S(t) du point matériel sachant que S(t = 0) = 0.

5. Ecrire les vecteurs unitaires i, et i, de la base intrinséque dans la base i, , iy .

5.5-Exercice 05
Le vecteur de position d’un mobile dans le plan xOy est donné par I’expression :

OM =7 = 4e~ ™74 2(1 — e~24t)7

1-Déterminer la position do mobile a I’instant initiale = 0 .

2-Trouver 1’équation de la trajectoire. Quelle est ca nature.

3-Trouver la vitesse du mobile ¥ et son accélération y .

4-Trouver I’accélération tangentielle 7 .

5-Trouver les vecteurs unitaires radial et transversal (i, ,iy) exprimé dans le systeme de
cordonnées cartésiennes (7', 7).

6-Trouver les équations horaires dans le systeme de coordonnées polaires (p(t), 8(t)).
7-Calculer les vitesses radiale et transversale.
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