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2= Modele surfacique

= Construction du modéle surfacique par points

" |nterpolation / approximation de points
= Beaucoup...

" 0ou peu;

(R) Bazier surface
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= Modele surfacique

» Construction du modele surfacique par points (suite)

= Surfaces a variation globale:
L a surface ou ses courbes sont définies

par un ensemble de points de controle.
Le déplacement d'un point modifie
la surface globalement.

= Surfaces a variation locale:
L a surface ou ses courbes sont définies
par un ensemble de points de controle.

Le déplacement d'un point modifie
la surface localement.
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Ert Modele surfacique

» Construction du modele surfacique par courbes

» Surface cylindrique:
Projection d'une courbe génératrice
le long d’un vecteur;

= Surface réglée: c1 s C2
Balayage d'un segment de droite -
entre deux courbes; G

» Surface de révolution:
Révolution d'une courbe génératrice
autour d’'une ligne ou d’un axe.

Usinage des surfaces gauches
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Ert Modele surfacique

» Construction du modele surfacique par courbes (suite)

= Surface par balayage: rmnas Spine
Déplacement d un profil le long d'une =S
courbe génératrice AL =T

= Surface sculptée:
Surface définie par un ensemble de
courbes génératrices formant une grille. =

= Type de surface le plus genéral

Usinage des surfaces gauches



Ert Modele surfacique

= Construction du modele surfacique a partir d’autres surfaces

* Typiquement, ce sont des surfaces
permettant de joindre des surfaces existantes. ™

= Exemples : chanfreins, congés de raccordement, etc.

* Complexite associee a la generation de
telles surfaces (congés) issues de
I'intersection de surfaces existantes.

Usinage des surfaces gauches
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=== Représentation parametrique

= Comme pour les courbes, les surfaces peuvent étre
représentées sous forme :

» |mplicite: fix,y,z) =0 ;
» Explicite: z = fix,y) ;
* Parameétrique:

» Meilleur contréle dans la description des surfaces,

* Controle des sous-domaines pour diviser une surface complexe en
carreaux simples.

Usinage des surfaces gauches
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== Représentation parametrique

* Forme genérale d’'une surface paramétree:
= Pour une courbe, un seul paramétre est nécessaire :

x = x(u) y = ylu) z = z(u) /'/

Curve

= Pour une surface, deux paramétres sont nécessaires :
x = x(u,v) y = yluv) z = z(u,v)

» Caractéeristiques générales

= |Les techniques de représentation sont des extensions des courbes
paramétriques dans la seconde dimension v;

» Les surfaces ainsi obtenues partagent beaucoup de caractéristiques
avec les courbes correspondantes.

Usinage des surfaces gauches



Représentation paramétrique
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» Courbes iso-parametriques d’une face:
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Représentation paramétrique

= Exemple simple: Carreau rectangulaire du plan XY...
= Sommets Py(a, b), P, 4(c, b), Py ,(c, d), Py ,(a, d)...

x(u,v)=a+(c—a)u
w=1 ylu,v)=b+(d —b)v

Z{u,v)=0

> X
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Représentation paramétrique

= Exemple: Surface bilinéaire (planaire) dans I'espace 3D...

= Sommets Py, Pyo, Py, Poy

u=1
u=0
Y
o/
=0
P_ F.____..-"'? — — — — — —
7 X 0. u F{U,U’] = Fﬂﬂ + l:P;L.ﬂ _Fn.u :II'J + l-IFI|:|,1 - PIIII;I:I }V
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Surfaces balayées

= Surface cylindrique

= (Créée par une droite directrice sur laquelle est translatée de maniere
paralléle une courbe génératrice.

= Sila génératrice est un cercle, on obtient un cylindre circulaire;

= SE: Extrusion = directrice droite (direction + distance) +
profil générateur quelconque (esquisse);

Directrice P(u)

Geneératrice Q(v) ai)

P(0)=a/(0)

Usinage des surfaces gauches
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Ee= Surfaces balayees
o

= Surface de revolution

= QObtenue par révolution d’une courbe génératrice autour d’'un axe de
révolution;

= Génératrice = courbe déplacée qui balaie la surface;

= 'intersection d’un plan perpendiculaire a I'axe de révolution qui coupe
la surface donne un cercle nomme paralléle;

7Y Paralléle:
Génératrice P(u) Cercle de rayon P, (u,)
avec u, constante

Axe de révolution e

Usinage des surfaces gauches
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Surface spherique centrée en P, = (x,, ¥, 2,):

x(u,v)=x, +r-cos(u)-cos(w)
E[u,v} =+ ylu,v)=y, +r-cos(u)-sinlw) ,ue [—%,g}w = [D,EFE’]

z{u,v)=2z, +r-sin(u)

= Paralléles (latitude): courbes T
iso-parameétriques a v constant;

FCORN COSe

= Méridiens (longitude): courbes
iso-paramétriques a w cste;

Paralbel of lagitude
= curve o Sonstent i

e Beridian = ool of conetsnt w

" Exercice: Sphére de rayon 2 située au
point (-1,1,4); Equation de I'équateur?

Usinage des surfaces gauches
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. Surfaces balayees

Université Mohamed Boudiaf - Msila

\ = Surface réglee

= Surface telle que en chaque point de la surface passe un segment de
droite complétement contenu dans la surface;

= Peut étre obtenue par balayage d'un segment de droite (génératrice)
qui se déplace entre deux courbes quelconques.

Q“(1)

Usinage des surfaces gauches
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. Surfaces balayeéees

Université Mohamed Boudiaf - M'sila

= Surface réglée (formulation mathématique):

= Soit deux courbes P(u) et Q(u) définie dans I'espace 3D en fonction du
méme parameétre u variantde 0 a 1;

= SiP(u) et Q(v), effectuer un changement de variable v = f{u);

= Le principe revient a former un segment de droite entre tous les points

Qo) b

évalués P(u;) et Q(u,):

afy a“l

S(u,v)=(1-v)P(u)+vQ(u)

Usinage des surfaces gauches
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. Surfaces balayees

Université Mohamed Boudiaf - M'sila

\ = Surface conique

= Une surface conique est engendrée par une droite génératrice passant
par un point fixe S (sommet) et sappuyant sur une courbe plane;

= (Cone de révolution: directrice circulaire, hauteur passant par le centre
du cercle;

= (Cone oblique: toutes courbes, hauteur hors centre de la courbe;

= |a génératrice peut étre différente d’une droite...

= Ex.: Génératrice est une parabole = cone parabolique.

Usinage des surfaces gauches
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= Carreaux de surface

Université Mohamed Boudiaf - Msila

= (Caractéristiques générales:
» Elément de base dans la définition de surfaces complexes;
» Equivalent aux segments pour la définition des courbes;

= Un carreau est considéré bi-paramétrique puisqu’il est décrit par deux
parametres (u et v);

= Pour un carreau, u et v varient habituellement de 0 a 1;

= Enfixant uw ou v, on génére une courbe iso-paramétrique sur la surface
définie en fonction du 2® parametre;

= Une surface est ainsi décrite par un réseau
de courbes iso-paramétriques;

= |ci, incrément de 0.1 en u et v.

Usinage des surfaces gauches
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Carreaux de surface

Pour chaque carreau, il faut déterminer les conditions aux
frontieres (contraintes geométriques):

» Surface de Coon (Coon’s patch):
= 4 points (coins),
= 4 courbes frontiéres;

» Surface bicubique (L'Hermite):
= 4 points,
= 8 vecteurs de tangence,

= 4 yecteurs de torsion.

Usinage des surfaces gauches
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= Surface de Coon (Coon’s Patch)
= Steven Anson Coon, MIT, 1960s;

* Ensemble de techniques d'interpolation
entres les courbes qui définissent le
contour d’une surface;

= |'interpolation linéaire est la plus simple;

= 'interpolation de degré supérieur est
également utilisée;

= Par exemple, I'interpolation cubique
permet d’assurer une continuité au
niveau des tangentes entres des
carreaux adjacents.

Usinage des surfaces gauches
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= | Surface spline bi-cubique

= Surface spline genérale:
Représentation par une suite de polynomes de degré n;

= Forme bi-cubique:
= Polyndomes de degré 3,
= < Bi > : deux variables paramétriques nécessaires;
» Equivalent ‘surface’ des courbes cubiques paramétrées;
= Elles sont definies par des points et des vecteurs de tangence;

= Pour une courbe cubique, quatre conditions frontiéres requises;

= Pour une surface, il faut seize conditions frontiéres (4 x 4).

Usinage des surfaces gauches
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= | Surface spline bi-cubique

= Forme algébrique:

= Pour une courbe polynomiale cubique nous avions :

P(u)= "f‘ar.u" ,avecu€(0,1]
i=0

Dans le cas d’'une surface bi-cubique nous avons :

S(u,v) Zz.ﬂruu ,avecu,ve|0,1]

i=0 j=0

= Polyndme de 16 termes;

* Chaque vecteur a; comprend 3 inconnues (a,, a,, a,);:
x(u,v)=(a, ),u’v: +(a ), u’v: +... +(a

eJoo

* On adonc 48 coefficients algébriques ou degrés de liberté.

Usinage des surfaces gauches
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= | Surface spline bi-cubique

Université Mohamed Boudiaf - M'sila

= Forme matricielle:

ey .y 7T

P=UAV

R 2 ]

U=lv" v wuwu 1

. 7 3 2

V=|v ve v 1
333 aEE 331 aﬂﬂl
a. a a. a

23 22 21 20

A=|_ B _ B

la13 alE la11 alll]
B dp; QA 9 Ay ]

= Chaque élément de A posséde 3 composantes (x, y, z), donc la matrice
est 4xdx3.
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Surface spline bi-cubique

Chaque surface possede ses 48 coefficients (ou 16 vecteurs)
propres qui déterminent sa forme et sa position;

= 1 point sur la surface existe pour chaque paire (u;v)

= Pour déterminer les 48 degrés de liberté:
= Technique de Lagrange:
= Requiert grille de seize points (4 x 4) .
avec valeurs de paramétres u et v; A
= Technique de I'Hermite:
= Points (4)
= \ecteurs de tangence (8)
= Vecteurs de torsion (4).

Usinage des surfaces gauches
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= | Surface spline bi-cubique

Université Mohamed Boudiaf - M'sila

= |nterpolation d’'Hermite:
® Seize conditions frontiéres sont :

* Les points aux quatre coins du carreau:
PI’JD’ PCIIF Plﬂ'-" Pl]

» Les deux vecteurs de tangente selon v et v a chaque coin, ce qui
apportent huit conditions supplémentaires :

L u ur u ¥ ¥ 1 v
P[HJJPGIJFIG’FII’PDD’PDPPl'ﬂ-‘Fll
» |es vecteurs de dérivée croisée 0°P/dudv a chaque coin:
L e U L
P 00+ P 01 F 10+ P 11

= Les vecteurs de dérivée croisée, appelés aussi vecteurs de torsion
fournissent une mesure de la torsion de la surface.

Usinage des surfaces gauches
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= | Surface spline bi-cubique

Université Mohamed Boudiaf - M'sila

= |a spécification des vecteurs de torsion par 'utilisateur n'est pas
naturelle;

= On peut imposer la formulation d"hypothéses particuliéres
(continuité ou valeur nulle).

Usinage des surfaces gauches
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==== |nterpolation de Lagrange

= |nterpolation de Lagrange:
= Pas toujours facile de connaitre tangentes et torsions;
= A8 degrés de liberté pour définir surface:
= 16 points 3D (x, v, z);
= QOrganiser les positions des points
selon des ratios de 1/3 des paramétres;

= Difficile de contréler la continuité
a la jonction de tels carreaux;

= On utilisera donc les surfaces de Bézier.

Usinage des surfaces gauches
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Surfaces de Bézier

Les surfaces de Bézier sont I'équivalent des courbes de Bézier au niveau
des surfaces;

Elles utilisent un polyédre caractéristique, aussi appelé maillage
caractéristique;
La surface passe par les points de coin du polyédre;

Les arétes extérieures de la surface sont tangentes aux segments de
droites formant les coins du polyédre caractéristique.

Usinage des surfaces gauches



1985

élpuoll - walpgy 2000 daols
Université Mohamed Boudiaf - M'sila

Surfaces de Bézier

* Formulation mathematique:

» (n+1) points de controle selon u :
polynome de degré n en u; ood

= (m+1) points de contréle selon v :
polyndome de degré m en v;

Plu,v)= ZZ B (u)B,, (v) avec u,ve[0,1]

=0 =l

Figure 8.3 5 » 3 Bézier patch.

= P, : coordonnees (x,y,z) des sommets du polyédre caractéristique;

* Les fonctions d’influence B,  (u) et B,  (v) sont définies par :

n! i . ml j -
Efrnl[u]—m u'(1-u) B}.Jm{u]—mv (1—v)

Usinage des surfaces gauches




. Surfaces de Bézier

Université Mohamed Boudiaf - M'sila

= Continuite entre des carreaux de Bezier

= Pour continuité G? a la frontiére des carreaux, les points adjacents
doivent étre colinéaires:

Patch 1 Patch 2
Py Py F:m————-lﬁf'.- __ M Pvg Pyz
1 ____1.;_____.
i
Pl Pp| Pl Pgli Pul e eyl
() U § AP
o
i |
Pyl Pp Pe i Pelll Pel ps| by
A pa——— H
HE
: !
Pas Pd.zl Pey --.pf'.:...'-.piﬁ_..- Pas Par
Ny I. N il L
l—— ___.__RI‘_-. _____ |
/ “‘xH
Sat of collinaar points Paints detining the
baoundary gure

Figure 8.4 G' continuity across two Bézier patches,
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S Surfaces B-spline
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= Surface approximative construite par I'assemblage de plusieurs carreaux
de surfaces, donc a variation locale;

* Pas de limitation du nombre de points de contréle;

» Le degré des courbes caractéristiques est indépendant du nombre de
points de controle;

» Chaque carreau de la surface posséde ses propres fonctions d'influence

(blending functions), dont les valeurs sont non-nulles uniqguement pour
I'intervalle correspondant.
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