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 Chaptre two الفصل الثاني
 العزم الحركي في ميكانيك الكم

Angular momentum in Quantum Mechanics 

 مقدمة 
يكانيك هو يمثل في الميلعب دورا مهما جدا سواء في ميدان ميكانيك الكم أو الميكانيك الكلاسيكي. ف المقدار الفيزيائي المسلمى بالعزم الحركيإن 

ل ئأحد المقادير المحفوظة بالنسلبة لتطور جملة معزولة مع الزمن وذلك بالإضافة إلى طاقتها واندفاعها. كما أنه محفوظ أيضا بالنسلبة للمسلاالكلاسيكي 

 -ل في الفص و معروف. سنعود لدراسة هذه المسلألة الأخيرة في إطار ميكانيك الكمهلقوة مشتقة من كمون مركزي كما التي تدرس حركة جسليم خاضع 

هذا المقدار، أي العزم الحركي، في ميكانيك الكم من حيث أهميته في تصنيف فائدة لك تبرز ذلنطبق عليها النظريا  التي سنثبتها في هذا القصل. ك

 الظواهر كمفعول زيمان المغناطيس ي وغيرها كثير.زيئية والنووية، سبين الجسليما  وكذلك مغناطيسلية المواد، وتفسلير بعض الأطياف الذرية والج

 سنميز في هذه الدروس نوعين من لعزوم الحركية:

  العزم الحركي المداري𝐋 (orbital anguler momentum) والمعرف ب  والذي يملك المقدار المكافئ الكلاسيكي لهℒ = 𝐫 × 𝐩. 

  العزم الحركي الذاتي، والذي نسلميه سبينSpin  ونرمز له ب𝐒.وهو مقدار كمومي بحت فهو لا يملك نظيرا له في الميكانيك الكلاسيكي ، 

من ركيب عزوم حركية للعزم الحركي سواء كان مداريا أو عزم سبين أو مجموعهما أو ت 𝐉في الحقيقية، سنرمز بصفة عامة للعزم الحركي بالحرف 

 أنواع مختلقة

 𝐉 = ∑𝐋𝑖
𝑖

𝐉   أو  = ∑𝐒𝑖
𝑖

𝐉   أو  =∑(𝐋𝑖 + 𝐒𝑖)

𝑖

 (2-1) 

 في الفصل القادم.هذه ض لمسلألة تركيب العزوم سنتعر 

 علاق ات تبادل العزوم الحركية 

 العزوم الحركية المدارية 

إن المقدار المقابل له . 𝐩و شعاع الاندفاع  𝐫عن الجداء الشعاعي لشعاع الموضع  رأينا في المقدمة تعريف العزم الحركي الكلاسيكي والذي هو عبارة

العزم الحركي المداري والذي نتحصل عليه باستعمال قواعد التكميم المعروفة. أي انطلاقا من العبارة الكلاسيكية نقوم في ميكانيك الكم هو مؤثر 

مع الأخذ بعين الاعتبار القيام بعملية التناظر إن لزم الأمر للحفاظ على هرميتية المؤثر الذي  𝐏و  𝐑إلى الملحوظتين  𝐩و  𝐫بتحويل المقدارين الأساسين 

 ريد تكميمه. في الحقيقة سنرى أنه لا داعي لعذه العملية في حالة العزم الحركي المداري.ن

 𝓛 ℒ𝑥 , ℒ𝑦, ℒ𝑧 = 𝐫 × 𝐩
قواعد التكميم

→      𝐋 𝐿𝒙, 𝐿𝒚, 𝐿𝒛 = 𝐑 × 𝐏 
(2-2) 

 حسلب التعريف الكلاسيكي سنتحصل على المركبا  كما يلي:

 {

ℒ𝑥 = 𝑦𝑝𝑧 − 𝑧𝑝𝑦   ⟺    𝐿𝒙 = 𝑌𝑃𝑧 − 𝑍𝑃𝑦
ℒ𝑦 = 𝑧𝑝𝑥 − 𝑥𝑝𝑧   ⟺    𝐿𝒚 = 𝑍𝑃𝑥 − 𝑋𝑃𝑧
ℒ𝑧 = 𝑥𝑝𝑦 − 𝑦𝑝𝑥   ⟺    𝐿𝒛 = 𝑋𝑃𝑦 − 𝑌𝑃𝑥

 (2-3) 

,𝑅𝑖]الموضع ومؤثر الاندفاع من خلال علاقا  التبادل بين مركبا  مؤثر  𝑃𝑗] = 𝑖ℏ𝛿𝑖𝑗  ،نلاحظ أن مركبا  العزم الحركي المداري هي مؤثرا  هرميتية

 .(symetrization)ولذلك لا داعي للقيام بعملية تنظير لها 
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 الموضع والاندفاع كالتالي:سنقوم بحسلاب المبدلا  بين المركبا  المختلفة للعزم الحركي المداري انطلاقا من تلك الخاصة بمؤثر 

[𝐿𝒙, 𝐿𝒚] = [𝑌𝑃𝑧 − 𝑍𝑃𝑦, 𝑍𝑃𝑥 − 𝑋𝑃𝑧] 

= 𝑌  𝑃𝑧 , 𝑍    
=−𝑖ℏ

𝑃𝑥 + 𝑋  𝑍, 𝑃𝑧    
𝑖ℏ

𝑃𝑦  

= 𝑖ℏ  𝑋𝑃𝑦 − 𝑌𝑃𝑥          
=𝐿𝒛

 

 نجد في النهاية إذن علاقة التبادل الأولى:

 [𝐿𝒙, 𝐿𝒚] = 𝑖ℏ𝐿𝒛 (2-4) 

 باتباع نفس الخطوا  السلابقة يمكن أن نبرهن العلاقتين التاليتين:

 [𝐿𝒚, 𝐿𝒛] = 𝑖ℏ𝐿𝒙 (2-5) 

  𝐿𝒛, 𝐿𝒙 = 𝑖ℏ𝐿𝒚  (2-6) 

 cyclic permutationيمكن ملاحظة أنه يمكن الحصول عليها باجراء تبادل دوري بين مركبا  العزم الحركي 

 تعميم علاق ات التبادل 

مثلا بمؤثر شعاعي تحقق مركباته الكارتيزية  𝐉حركيا  في ميكانيك الكم، نتفق على أن نسلمي عزما ,𝐽𝑥 كل مقدار فيزيائي شعاعي م  𝐽𝑦, 𝐽𝑧    نفس علاقا

 أي: . (6-2)و  (5-2)و  (4-2)التبادل التي يحققها العزم الحركي المداري 

 {

[𝐽𝒙, 𝐽𝒚] = 𝑖ℏ𝐽𝒛

[𝐽𝒚, 𝐽𝒛] = 𝑖ℏ𝐽𝒙
 𝐽𝒛, 𝐽𝒙 = 𝑖ℏ𝐽𝒚

 (2-7) 

 ة التاليةوالتي يمكن تكثيفها في العلاقة الشعاعي

 𝐉 × 𝐉 = 𝑖ℏ𝐉 (2-8) 

العبارة معدومة. فيجب التنبه في كل مرة نجري فيها عمليا  من هذا  مع مراعاة أننا نتعامل مع مؤثرا  شعاعية وليس مع أشعة عادية حتى تكون هذه

 النوع على المؤثرا . لدينا أيضا 

 𝐉2 = 𝐽𝑥
2 + 𝐽𝑦

2 + 𝐽𝑧
2 (2-9) 

 يمكن أن نبرهن ما يلي:، (9-2)والعبارة   (7-2)انطلاقا من علاقا  التبادل 

  𝐉2, 𝐽𝑥 = [𝐉2, 𝐽𝑦] =  𝐉2, 𝐽𝑧 = 0 (2-10) 

 على سبيل المثال:

 𝐉2, 𝐽𝑥 = [𝐽𝑦
2 + 𝐽𝑧

2, 𝐽𝑥] = [𝐽𝑦
2, 𝐽𝑥] +  𝐽𝑧

2, 𝐽𝑥  

= 𝐽𝑦 [𝐽𝑦, 𝐽𝑥]   
=−𝑖ℏ𝐽𝑧

+ [𝐽𝑦, 𝐽𝑥]   
=−𝑖ℏ𝐽𝑧

𝐽𝑦 + 𝐽𝑧  𝐽𝑧 , 𝐽𝑥    
=𝑖ℏ𝐽𝑦

+  𝐽𝑧 , 𝐽𝑥    
=𝑖ℏ𝐽𝑦

𝐽𝑧  

= 0 

 ملاحظة مهمة جدا

حين أننا نسلتطيع  أو اثنان منهما، في 𝐉نلاحظ أنه لا يمكننا أن نقيس في وقت واحد جميع مركبا  العزم الحركي  (7-2)حسلب علاقا  التبادل 

,𝐽𝑥 مع قياس إحدى المركبا  التزامن ب  𝐉2أن نقيس المقدار   (10-2)حسلب العلاقا   𝐽𝑦, 𝐽𝑧 تار . من أجل دراسة خصائص العزم الحركي سوف نخ
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,𝐉2}في باقي الدروس الثنائية  𝐽𝑧}  كما هو شائع في كتب ميكانيك الكم. في الحقيقة النتائج لا تتعلق باختيار مركبة العزم الحركي وفق المحور(𝑂𝑧) ،

في نفس الوقت لأنها مركبا   𝐉2بل هي صحيحة من أجل المركبا  الأخرى، فقط يجب أن نتذكر أنه لا يمكن أخذ اثنين من المركبا  مع قياس الملحوظة 

 كما رأينا من علاقا  التبادل السلابقة، بل نأخذ مركبة واحدة فقط كما ينفعل فيما يأتي من الدروس. incompatible observablesغير متوافقة 

 النظرية العامة للعزم الحركي في ميكانيك الكم 

,𝐉2}الثنائية بما أن  𝐽𝑧} فإننا سنقوم في هذه الفقرة بالحث عن خصائص الأشعة الذاتية المشتركة بينهما وكذلك خصائص  تتبادل فيما بينها

متعلق  𝑚بينما الدليل  𝐉2إلى الملحوظة  𝑗، حيث يعود الدليل { 𝑗,𝑚 }القيم الذاتية لكل منهما. سنشير لمجموعة الأشعة الذاتية المشتركة لهما بالرمز 

تاج في طرحنا هنا لنظرية العزوم الحركية إلى إدخال مؤثرا  تسلهل علينا عملية البحث عن هذه الخصائص بفضل العلاقا  . سنح𝐽𝑧بالملحوظة 

 الجبرية التي تربطها مع مركبا  العزم الحركي ومع بعضها البعض. كما تظهر أهميتها أيضا في تطبيقا  عديدة للعزوم الحركة.

 ±𝐽مؤثرات الرفع والخفض   
بالنسلبة للعزوم الحركية بدلالة المركبا   −𝐽ومؤثر الخفض  +𝐽نعرف مؤثر الرفع ، يمكننا أن 𝐉2لملحوظة لندرسها مع  𝐽𝑧يارنا للمركبة بعد اخت

,𝐽𝑥 الأخرى  𝐽𝑦  :كما يلي 

 {
𝐽+ = 𝐽𝑥 + 𝑖𝐽𝑦          (𝑎)

𝐽− = 𝐽𝑥 − 𝑖𝐽𝑦          (𝑏)
 (2-11) 

 نلاحظ من خلال هذا التعريف أن:

 (𝐽+)
+ = 𝐽−    و    (𝐽−)

+ = 𝐽+ (2-12) 

ذاتية سة تأثيرهما على الأشعة الوالذي يدل على أن كلاهما ليس مؤثرا هرميتيا. إن تسلميتهما بمؤثر الرفع والخفض ستظهر فيما بعد حينما نقوم بدرا

برتبة واحدة. ثم إن هذه التسلمية  −𝐽برتبة واحدة فيما يخفضها  𝑚على هذا الشعاع يتسلبب في رفع قيمة  +𝐽حيث سنبرهن أن تأثير   𝑗,𝑚 المشتركة 

طريقة قيم الذاتية لهاملتوني الهزاز التوافقي حين نتبع الشبيهة بتسلميا  مؤثرا  الخفض والرفع التي نسلتعملها في دراسة خصائص الأشعة الذاتية وال

,𝐽𝑥 من أجل كتابة المركبا   (11-2)يمكن أيضا قلب العلاقة  .3الجبرية 𝐽𝑦   بدلالة(𝐽+, 𝐽−) نتحصل على:ل 

 {
𝐽𝑥 =

1

2
(𝐽+ + 𝐽−)          (𝑎)

𝐽𝑦 =
1

2𝑖
(𝐽+ − 𝐽−)          (𝑏)

 (2-13) 

 يمكن أن نبرهن العلاقا  البسليطة والمهمة التالية: (7-2)باستخدام هذه التعاريف مع علاقا  التبادل 

 
 𝐽𝑧 , 𝐽+ =  𝐽𝑧 , 𝐽𝑥    

=𝑖ℏ𝐽𝑦

+ 𝑖 [𝐽𝑧 , 𝐽𝑦]
   
=−𝑖ℏ𝐽𝑥

= ℏ𝐽+ 
(2-14) 

 بنفس الطريقة نبرهن الاتي:

  𝐽𝑧 , 𝐽− = −ℏ𝐽− (2-15) 

  𝐽+, 𝐽− = 2ℏ𝐽𝑧  (2-16) 

 يتبادل مع مؤثري الرفع والخفض:  𝐉2أن المؤثر  (9-2)كما يمكن أن نبرهن انطلاقا من 

  𝐉2, 𝐽+ =  𝐉2, 𝐽− = 0 (2-17) 

 لتأثير المتتابع لمؤثري الخفض والرفع، لذلك سيكون من الجيد أن نبرهن ما يليسنحتاج فيما بعد إلى نتيجة ا

                                                 
  .uantum FieldQالمدروسة  أين يتم خلق كما  الحقول مية بمؤثرا  الخلق والفناء أو البناء والهدم كما تسلمى في نظرية الحقول الكمو   3 
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𝐽+𝐽− =  𝐽𝑥 + 𝑖𝐽𝑦  𝐽𝑥 − 𝑖𝐽𝑦 = 𝐽𝑥
2 + 𝐽𝑦

2 − 𝑖  𝐽𝑥𝐽𝑦 − 𝐽𝑦𝐽𝑥 
         

[𝐽𝑥,𝐽𝑦]

 

ى أننا نتعامل مع مؤثرا  وليس مع أعداد، خاصة وأن هذه المؤثرا  غير متبادلة فيما عند القيام بنشر الجداء بين الأقواس يجب أن ننتبه جيدا إل

 نتبه لهذه الملاحظةفيمكن أن نرتكب الخطأ الفاحش التالي إن لم ن (16-2)بينها كما برهنا ذلك في العلاقة 

 𝐽𝑥 + 𝑖𝐽𝑦  𝐽𝑥 − 𝑖𝐽𝑦 ≠ 𝐽𝑥
2 + 𝐽𝑦

2 

 نكتب الان إذن

𝐽+𝐽− = 𝐽𝑥
2 + 𝐽𝑦

2 − 𝑖 [𝐽𝑥, 𝐽𝑦]
   
=𝑖ℏ𝐽𝑧

⇒ 𝐽+𝐽− = 𝐽𝑥
2 + 𝐽𝑦

2 + ℏ𝐽𝑧  

,𝐉2}والتي يمكن أن نكتبها أيضا بدلالة الثنائية  𝐽𝑧} :فقط وذلك كما يلي 

 𝐽+𝐽− = 𝐉2 − 𝐽𝑧
2 + ℏ𝐽𝑧  (2-18) 

 وبنفس الطريقة نتحصل على

 𝐽−𝐽+ = 𝐉2 − 𝐽𝑧
2 − ℏ𝐽𝑧  (2-19) 

 العلاقة التالية (19-2)و  (18-2)كم يمكن أن نسلتخرج من 

 𝐉2 =
1

2
(𝐽+𝐽− + 𝐽−𝐽+) + 𝐽𝑧

2 (2-20) 

 .𝐽𝑧و  𝐉2بعد إثبا  العلاقا  السلابقة في هذه الفقرة، يمكن الان أن ندرس خصائص القيم والأشعة الذاتية المشتركة لكل من 

,𝐉𝟐}مميزات القيم الذاتية والأشعة الذاتية للثنائية    𝑱𝒛} 

 اصطلاحات 

 تمثل ملحوظة، فهي إذن مؤثر هرميتي بالضرورة وعليه تكون العلاقة التالية صحيحة مهما كان شعاع الحالة 𝐉2نعلم أن 

 ∀ 𝜓 :  ⟨𝜓  𝐉2 𝜓 ≥ 0 (2-21) 

 في الحقيقة، نحن نعلم أن معيار أي شعاع يجب أن يكون موجبا تماما إن كان الشعاع غير معدوم وبالتالي:

(𝐽 𝜓 )+ = ⟨𝜓 𝐽 ⇒ ‖𝐽 𝜓 ‖2 = (𝐽 𝜓 )+(𝐽 𝜓 ) = ⟨𝜓 𝐽𝐽 𝜓 = ⟨𝜓  𝐉2 𝜓 ≥ 0 

 مثلا، فإنه سيكون لدينا عندئذ  λℏ2  4مرفق بالقيمة الذاتية 𝐉2شعاع ذاتي غير معدوم للملحوظة   𝜓 فإذا كان 

 ⟨𝜓  𝐉2 𝜓 = λℏ2⟨𝜓 𝜓 ≥ 0 ⇒ λ ≥ 0 (2-22) 

بدلا من  𝐉2من الشائع في ميكانيك الكم أخذ كتابة أخرى لعبارة القيم الذاتية للملحوظة ، لكن λيمكن أيضا متابعة البحث باستخدام في الواقع، 

 في هذا السلياق وهو ما سنعتمده هنا. فنكتب إذن 𝐉2وذلك لفائدتها في تسلهيل دراسة طبيعة طيف  λℏ2الكتابة 

 λ = 𝑗(𝑗 + 𝑗  حيث   (1 ≥ 0 (2-23) 

 تأخذ الشكل التالي 𝐉2وعليه فإن معادلة القيم الذاتية للملحوظة 

 𝐉2 𝑗,𝑚 = 𝑗(𝑗 + 1)ℏ2 𝑗,𝑚  (2-24) 

,𝐉2}حيث رمزنا للأشعة الذاتية المشتركة للثنائية  𝐽𝑧}  بالترميز 𝑗,𝑚   كما أشرنا إلى ذلك سابقا. سنتفق أيضا على كتابة القيم الذاتية التابعة

 كما يلي 𝐽𝑧للملحوظة 

                                                 
 بدون وحدة. λ. وفي هذه الحالة سيكون العدد ℏنكتبها بهذه الطريقة لأن بعد العزم الحركي هو نفسله بعد الفعل الذي وحدته من وحدة الثابت  4

 𝐽 =  ℏ = 𝑗. 𝑠 
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 𝐽𝑧  𝑗, 𝑚 = 𝑚ℏ 𝑗, 𝑚  (2-25) 

 يمكننا دائما اختيار هذه الأشعة الذاتية متعامدة ومقنّنة. أي

 ⟨𝑗,𝑚 𝑗′, 𝑚′ = 𝛿𝑗𝑗′𝛿𝑚𝑚′  (2-26) 

بَ 
 
 رهنا  التالية.بعد التعريف بالاصطلاحا  اللازمة، يمكننا الان أن نثبت صحة الم

 مُبرهَنات 

رفق بالقيم الذاتية لكل منهما  𝐽𝑧و  𝐉2شعاع ذاتي مشترك لكل من   𝑗,𝑚 لنفرض أن  𝑗(𝑗م  + 1)ℏ2  و𝑚ℏ .على الترتيب 

 𝒎و  𝒋العلاقة بين  –المبرهنة الأولى  1.2.2.3

 𝐉ينهما لكل عزم حركي العلاقة التالية ب  𝑗,𝑚 المكتوبان في أي شعاع  𝑚و  𝑗يحقق العددان 

 −𝑗 ≤ 𝑚 ≤ +𝑗  (2-27) 

 الإثبات

 جبا تماما إن كان الشعاع غير معدوم، والذي نكتبه كما يليكنا قد أشرنا إلى أن معيار أي شعاع يجب أن يكون مو 

 ∀ 𝜑 ≠ 0; ‖ 𝜑 ‖2 = ⟨𝜑 𝜑 > 0    and   ‖ 𝜑 ‖ = 0   if    𝜑 = 0 (2-28) 

 يليكن ما يل

{
 𝜑 = 𝐽+ 𝑗,𝑚 ⇒ ⟨𝜑 = ⟨𝑗,𝑚 𝐽−
 𝜒 = 𝐽− 𝑗,𝑚 ⇒ ⟨𝜒 = ⟨𝑗,𝑚 𝐽+

 

 لدينا (28-2)إذن حسلب العلاقة 

 ‖ 𝜑 ‖2 = ⟨𝜑 𝜑 = ‖𝐽+ 𝑗,𝑚 ‖2 = ⟨𝑗,𝑚 𝐽−𝐽+ 𝑗,𝑚 ≥ 0 (2-29) 

 ‖ 𝜒 ‖2 = ⟨𝜒 𝜒 = ‖𝐽− 𝑗,𝑚 ‖2 = ⟨𝑗,𝑚 𝐽+𝐽− 𝑗, 𝑚 ≥ 0 (2-30) 

 لدينا (19-2) ولكن حسلب العلاقة

‖𝐽+ 𝑗, 𝑚 ‖
2 = ⟨𝑗,𝑚 (𝐉2 − 𝐽𝑧

2 − ℏ𝐽𝑧) 𝑗, 𝑚 = ℏ2 𝑗(𝑗 + 1) − 𝑚2 −𝑚 ⟨𝑗,𝑚 𝑗,𝑚        
=1

 

 ويمكن أن نكتبها كما يلي . 𝐽𝑧و  𝐉2لكل من  (25-2)و  (24-2)حيث استخدمنا معادلا  القيم الذاتية 

 ‖𝐽+ 𝑗,𝑚 ‖
2 = ℏ2 𝑗(𝑗 + 1) − 𝑚2 −𝑚  (2-31) 

 (29-2) يكون حسلب المعادلةنجد إذن أنه 

 𝑗(𝑗 + 1) − 𝑚2 −𝑚 ≥ 0 (2-32) 

ميّز 𝑚بالنسلبة للعدد  من الدرجة الثانية (32-2)يمكن أن نقوم بالبحث عن حلول المتراجحة 
 
 والتي نثبت من خلالها أن ∆ 5بدراسة الم

 −(𝑗 + 1) ≤ 𝑚 ≤ +𝑗 (2-33) 

 نجد (18-2) من جهة أخرى وانطلاقا من المعادلة

‖𝐽− 𝑗,𝑚 ‖
2 = ⟨𝑗,𝑚 (𝐉2 − 𝐽𝑧

2 + ℏ𝐽𝑧) 𝑗,𝑚 ≥ 0 ⇒ ℏ2 𝑗(𝑗 + 1) − 𝑚2 +𝑚 ⟨𝑗,𝑚 𝑗,𝑚        
=1

 

                                                 
 يلي في الحقيقة نجد ما 5

∆= 1 + 4𝑗(𝑗 + 1) = (2𝑗 + 1)2 ⇒  ∆= 2𝑗 + 1 > 𝑗 لأن 0 ≥ 0 

𝑚1وبالتالي حلول المتراجحة هي  = 𝑗  و𝑚2 = −(𝑗 +  والحل سيكون محصورا بينهما. أي (1

𝑚2 ≤ 𝑚 ≤ 𝑚1 
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 . نكتب بوضوح أن𝐽𝑧و  𝐉2لكل من  (25-2)و  (24-2)معادلا  القيم الذاتية حيث استخدمنا هنا أيضا 

 ‖𝐽− 𝑗,𝑚 ‖
2 = ℏ2 𝑗(𝑗 + 1) − 𝑚2 +𝑚  (2-34) 

 يكون  (30-2)وحسلب 

 𝑗(𝑗 + 1) − 𝑚2 +𝑚 ≥ 0 (2-35) 

 والتي بحلها نتحصل على ما يلي

 −𝑗 ≤ 𝑚 ≤ 𝑗 + 1 (2-36) 

 في نفس الوقت يجب أن يكون  (36-2)و  (33-2)حتى تتحقق المعادلتان 

−𝑗 ≤ 𝑚 ≤ 𝑗 

 وهو المطلوب.

  𝑱+  𝒋,𝒎خصائص الشعاع  –المبرهنة الثانية  2.2.2.3

𝑚إذا كان   -1 = 𝑗  فإن 

 𝐽+  𝑗, 𝑗 = 0 (2-37) 

𝑚إذا كان  -2 < 𝑗 فإن 

 𝐉2(𝐽+  𝑗, 𝑚 ) = 𝑗(𝑗 + 1)ℏ2𝐽+  𝑗, 𝑚  (2-38) 

 𝐽𝑧(𝐽+  𝑗, 𝑚 ) = ℏ(𝑚 + 1)(𝐽+  𝑗, 𝑚 ) (2-39) 

,𝐽+  𝑗)أي أن الشعاع  𝑚 )  هو شعاع ذاتي مشترك لكل من𝐉2  و𝐽𝑧 رفق بالقيمتين الذاتيتين 𝑗(𝑗 م  + 1)ℏ2  وℏ(𝑚 +  على الترتيب. (1

 الإثبات

 نجد أن (31-2) حسلب العلاقة

‖𝐽+ 𝑗, 𝑗 ‖
2 = ⟨𝑗, 𝑗 𝐽−𝐽+ 𝑗, 𝑗 = 0 

𝑚فإنه من أجل  ولا يكون معيار أي شعاع حالة معدوما إلا إذا كان الشعاع نفسله معدوما. ولذلك = 𝑗  مثبتة. (37-2)تكون النتيجة 

𝑚أما إذا كانت  < 𝑗 (17-2)، فحسلب 

 𝐉2, 𝐽+  𝑗, 𝑚 = 0 ⇒ 𝐉2(𝐽+  𝑗, 𝑚 ) = 𝐽+(𝐉
2  𝑗, 𝑚 ) 

 .(38-2)فإننا نثبت النتيجة  (24-2)باستعمال معادلة القيم الذاتية 

 حيث نجد (14-2)يكفي أن نسلتخدم علاقة التبادل  (39-2)بالنسلبة لإثبا  

 𝐽𝑧 , 𝐽+  𝑗,𝑚 = ℏ𝐽+ 𝑗,𝑚 ⇒ 𝐽𝑧(𝐽+  𝑗, 𝑚 ) = ℏ𝐽+  𝑗, 𝑚 + 𝐽+  𝐽𝑧  𝑗, 𝑚      
=𝑚ℏ

  

 وهو المطلوب.

,𝐽+  𝑗)يمكن أن نسلتنتج أن الشعاع  (39-2)وإلى النتيجة  𝐽𝑧للملحوظة  (25-2)ة القيم الذاتية بالنظر إلى معادل 𝑚 ) مع الشعاع  6متناسب

 𝑗,𝑚 +  والتي يمكننا أن نعبر عنها كما يلي  1

 𝐽+  𝑗, 𝑚 = 𝑐𝑗𝑚
+  𝑗, 𝑚 + 1  (2-40) 

𝑐𝑗𝑚حيث 
من حيث أنه يرفع قيمة  بمؤثر الرفع +𝐽ؤثر تترجم معنى تسلمية الم (40-2)إن العبارة  هو ثابت التقنين والذي سنسلتخرج عبارته فيما بعد. +

 . 𝑗,𝑚 بوحدة بالنسلبة للشعاع  𝑚العدد 

                                                 

 .𝑗أجل قيمة محددة للعدد . أي من ℇ(𝑗)غير منحلة داخل الفضاء الجزئي  𝐽𝑧مع الأخذ بعين الاعتبار أن القيم الذاتية للملحوظة  6 
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  𝑱−  𝒋,𝒎خصائص الشعاع  –المبرهنة الثالثة  3.2.2.3

𝑚إذا كان  -1 = −𝑗  فإن 

 𝐽−  𝑗, −𝑗 = 0 (2-41) 

𝑚إذا كان  -2 > −𝑗 فإن 

 𝐉2(𝐽−  𝑗, 𝑚 ) = 𝑗(𝑗 + 1)ℏ2𝐽−  𝑗, 𝑚  (2-42) 

 𝐽𝑧(𝐽−  𝑗, 𝑚 ) = ℏ(𝑚 − 1)(𝐽+  𝑗, 𝑚 ) (2-43) 

,𝐽−  𝑗)أي أن الشعاع  𝑚 )  هو شعاع ذاتي مشترك لكل من𝐉2  و𝐽𝑧 رفق بالقيمتين الذاتيتين 𝑗(𝑗 م  + 1)ℏ2  وℏ(𝑚 −  على الترتيب. (1

ترك إثبا  هذه المبرهنة الأخيرة للطالب لتشابه خطواتها مع المبرهنة السلابقة.  ي 

,𝐽−  𝑗أن الشعاع  (43-2)ج أيضا من النتيجة نسلتطيع أن نسلتنت 𝑚    متناسب مع الشعاع 𝑗,𝑚 −  . أي 1

 𝐽−  𝑗, 𝑚 = 𝑐𝑗𝑚
−  𝑗,𝑚 − 1  (2-44) 

 . 𝑗,𝑚 بوحدة بالنسلبة للشعاع  𝑚بمؤثر الخفض من حيث أنه يخفض قيمة العدد  −𝐽عنى تسلمية المؤثر تترجم م (44-2)إن العبارة 

 𝑱𝒛و  𝐉𝟐المتعلقة بطيف  (𝒋,𝒎)الأعداد دراسة طبيعة  

′𝑚. عندئذ، إذا كان 𝐽𝑧و  𝐉2مشترك لكل من شعاعا ذاتيا   ′𝑗,𝑚 ليكن  = 𝑗  يكون  (37-2)فإنه حسلب 

(𝐽+ 𝑗, 𝑗 = ′𝑚. لنفرض الان أن (0 < 𝑗 فبالتطبيق المتتالي ،𝑝  مرة لمؤثر  الرفع𝐽+  على الشعاع 𝑗,𝑚′   نتحصل على متتالية من الأشعة

 كالاتي 𝐽𝑧و  𝐉2اتية للملحوظتين الذ

  𝑗,𝑚′ ; 𝐽+ 𝑗,𝑚
′ ; (𝐽+)

2 𝑗,𝑚′ ; (𝐽+)
3 𝑗,𝑚′ ; … (𝐽+)

𝑝 𝑗, 𝑚′  (2-45) 

 مرة النتيجة التالية 𝑛مكررة  (40-2)يحقق حسلب العبارة  (45-2)فكل واحد من أشعة هذه المتتالية 

 (𝐽+)
𝑛 𝑗,𝑚′ = 𝛼𝑛(𝑗,𝑚

′) 𝑗,𝑚′ + 𝑛 ;   𝑛 = 0,1,2, …  𝑝 (2-46) 

,𝛼𝑛(𝑗و  𝑚
,′𝑗,𝑚)هو ثابت تناسب للتقنين يتعلق بالأعداد  (′ 𝑛) يجب أن يحقق بالضرورة الشرط التالي (45-2). إن الحد الأخير من المتتالية 

 𝑗 − 1 < 𝑚′ + 𝑝 ≤ 𝑗 (2-47) 

برهنة لأنه 
 
𝑚0يكون فيه   𝑗,𝑚0 لا يمكن أبدا أن نتحصل على شعاع  (27-2)حسلب الم > 𝑗 وكذلك الحال بالنسلبة للشعاع الأخير في المتتالية ،

′𝑗,𝑚 سيكون متناسبا مع الشعاع  (46-2)لأنه حسلب  (2-45) + 𝑝   الذي يجب أن يكون فيه−𝑗 ≤ 𝑚′ + 𝑝 ≤ 𝑗لدينا . 

 (𝐽+)
𝑝 𝑗,𝑚′ = 𝛼𝑝(𝑗,𝑚

′) 𝑗,𝑚′ + 𝑝  (2-48) 

′𝑚حقيقة، سنثبت الان أن في ال + 𝑝 = 𝑗  .تماما 

′𝑚فلو فرضنا أن  + 𝑝 < 𝑗الشعاع سيكون  (39-2)بالضبط الشرط الثاني الذي يسلمح باستنتاج المعادلة  ، فإنه حسلب المبرهنة الثانية و

(𝐽+ 𝑗,𝑚
′ + 𝑝 )  للملحوظة اذاتيشعاعا 𝐽𝑧 رفقا بالقيمة الذاتية ′ℏ(𝑚 م  + 𝑝 + ′𝑗,𝑚 أي شعاعا من الشكل  .(1 + 𝑝 + . هذا الأخير  1

 . أي (27-2)يجب أن يحقق المتراجحة 

 −𝑗 ≤ 𝑚′ + 𝑝 + 1 ≤ +𝑗 (2-49) 

𝑗سنجد أن  (47-2) حةالمتراج الطرف الأيسلر من لأنه حسلبوهذا غير ممكن  < 𝑚′ + 𝑝 + (49-2)وهذا يتناقض مع الطرف الأيمن للمتراجحة   1

 محققا للشرط التالي (45-2). فإذن سيكون الشعاع الأخير من المتتالية 

 𝑚′ + 𝑝 = 𝑗 (2-50) 

 .(37-2)حسلب   سيعطي نتيجة معدومة 𝑝زيادة عن عدد المرا   +𝐽فأي تطبيق مرة أخرى للمؤثر 
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,𝑗 بالنسلبة لنفس شعاع البداية  𝑚′  ،  سنقوم بعملية معاكسلة، وهي عملية التخفيض بواسطة المؤثر𝐽−.  

′𝑚فإذا كان  = −𝑗  سيكون  (41-2)فإنه حسلب(𝐽−  𝑗, −𝑗 = ′𝑚. أما إذا كانت   (0 > −𝑗  فبالتطبيق المتتالي𝑞  مرة لمؤثر  الخفض𝐽− 

 وذلك من اليمين إلى اليسلار  𝐽𝑧و  𝐉2نتحصل على متتالية من الأشعة الذاتية المشتركة للملحوظتين   ′𝑗,𝑚 على الشعاع 

 (𝐽−)
𝑞 𝑗, 𝑚′ ;…… ; (𝐽−)

3 𝑗,𝑚′ ; (𝐽−)
2 𝑗,𝑚′ ; 𝐽− 𝑗,𝑚

′ ;  𝑗,𝑚′  (2-51) 

  (44-2)يحقق، حسلب العبارة  (51-2)فكل واحد من أشعة هذه المتتالية 
ً
 مرة، النتيجة التالية 𝑙مكررة

 (𝐽−)
𝑙 𝑗, 𝑚′ = 𝛽𝑙(𝑗,𝑚

′) 𝑗,𝑚′ − 𝑙 ;   𝑙 = 0,1,2, …  𝑞 (2-52) 

𝛽𝑙(𝑗,𝑚حيث 
,′𝑗,𝑚)هو ثابت تناسب للتقنين يتعلق بالأعداد  (′ 𝑙) . 

 الضرورة الشرط التالييجب أن يحقق ب (51-2)إن الحد الأخير من المتتالية 

 −𝑗 ≤ 𝑚′ − 𝑞 < −𝑗 + 1 (2-53) 

برهنة 
 
,𝑗 لا يمكن أبدا أن نتحصل على شعاع  (27-2)لأنه حسلب الم 𝑚0   يكون فيه𝑚0 < −𝑗 وكذلك الحال بالنسلبة للشعاع الأخير في المتتالية ،

′𝑗,𝑚 سيكون متناسبا مع الشعاع  (52-2)لأنه حسلب  (2-51) − 𝑞   وبالتالي لا يمكن أن نجد𝑚′ − 𝑞 < −𝑗لدينا . 

 (𝐽−)
𝑞 𝑗,𝑚′ = 𝛽𝑞(𝑗, 𝑚

′) 𝑗, 𝑚′ − 𝑞  (2-54) 

′𝑚في الحقيقة، نثبت بسلهولة أن  − 𝑞 = −𝑗 ن أجل ذلك نفرض أن تماما. م𝑚′ − 𝑞 > −𝑗بالضبط الشرط  ، فإنه حسلب المبرهنة الثالثة و

𝐽− 𝑗,𝑚)سيكون الشعاع  (43-2)الثاني الذي يسلمح باستنتاج المعادلة 
′ − 𝑞 ) للملحوظة اذاتيا شعاع 𝐽𝑧 رفقا بالقيمة الذاتية  م 

ℏ(𝑚′ − 𝑞 − ′𝑗,𝑚 أي شعاعا متناسبا مع الشعاع  .(1 − 𝑞 −  . أي(27-2)الشعاع يجب أن يحقق الشرط وهذا   1

 −𝑗 ≤ 𝑚′ − 𝑞 − 1 ≤ +𝑗 (2-55) 

′𝑚سنجد أن  (53-2) المتراجحة الطرف الأيمن من غير ممكن، لأنه حسلبوهو  − 𝑞 − 1 < −𝑗  وهذا يتناقض مع الطرف الأيسلر للمتراجحة

 محققا للشرط التالي (51-2)لشعاع الأخير من المتتالية . فإذن سيكون ا(2-55)

 𝑚′ − 𝑞 = −𝑗 (2-56) 

جميع الأشعة الذاتية   ′𝑗,𝑚 استطعنا أن ننش ئ انطلاقا من شعاع كيفي  على الترتيب، −𝐽و  +𝐽إذن بالتطبيق المتتالي لكل من مؤثري الرفع والخفض 

𝑗(𝑗بارة أخرى، كل الأشعة الذاتية التي تشترك في نفس القيمة الذاتية . بع𝑗الأخرى التي تتعلق بنفس العدد  + 1)ℏ2  للملحوظة𝐉2.  ،من جهة أخرى

 نجد (50-2)من المعادلة  (56-2)بطرح المعادلة 

 𝑗 =
𝑝 + 𝑞

2
 (2-57) 

 إلا أعدادا صحيحة أو نصف صحيحة موجبة. أي من الشكل 𝑗لا يمكن أن يأخذ العدد  (57-2)أعداد طبيعية، فحسلب  𝑞و  𝑝وبما أن كلا من 

 𝑗 = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2, … (2-58) 

′𝑚بالنسلبة للعدد  = 𝑚 يمكن أن نسلتنتج أنه لا يمكن إلا أن يكون عددا صحيحا أو نصف صحيح، سالبا  (56-2)أو  (50-2)، فوفق أحد المعادلتين

 لديناأو موجبا أو معدوما. 

 −𝑗 ≤ 𝑚 = 𝑚′ = 𝑗 − 𝑝 = −𝑗 + 𝑞 =
𝑞 − 𝑝

2
≤ 𝑗 (2-59) 

  قيما نصف صحيحة موجبة أو سالبة. 𝑚عددا نصف صحيح، أخذ  𝑗بة أو سالبة، وإن كان قيما صحيحة موج 𝑚عددا صحيحا، أخذ  𝑗فإذا كان 

 القيم التالية (59-2)هي حسلب  𝑚. فالقيم الممكنة للعدد 1من قيمة إلى أخرى موالية لها يتم بخطوة صحيحة تسلاوي  𝑚وانتقال 

 
𝑚 = −𝑗,−𝑗 + 1,−𝑗 + 2,……… . , 𝑗 − 2, 𝑗 − 1, 𝑗                           

(2𝑗+1) قيمة

 
(2-60) 
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2𝑗)هو إذن   𝑗,𝑚 فعدد الأشعة التي يمكن استخراجها بواسطة التطبيق المتتالي لمؤثرا  الرفع والخفض على شعاع كيفي  + قيمة. وبعبارة  (1

𝑗(𝑗أخرى، درجة انحلال القيمة الذاتية  + 1)ℏ2  للملحوظة𝐉2  هي𝑔𝑗 = (2𝑗 + 1). 

 ℇ(𝒋)الفضاءات الجزئية   
نا من الأشعة الذاتية المشتركة للملحوظتين   ℇ(𝑗)، يمكن أن ننشأ أساسا للفضاء الجزئي  𝑗بتة للعدد من أجل قيمة ثا كو  وذلك انطلاقا  𝐽𝑧و  𝐉2م 

عد هذا الفضاء المشكل بهذه الطريقة هو  كما رأينا قبل قليل.  𝑗,𝑚 من الشعاع الذاتي  𝑔𝑗من الواضح أن ب  = (2𝑗 + تعيين  . ولكن يجب(1

𝑐𝑗𝑚ثوابت التقنين 
𝑐𝑗𝑚و  +

 تكون أشعة هذا الأساس متعامدة ومقننة. حتى (44-2)و  (40-2)الموجودان في المعادلتين  −

 (40-2)من جهة، وحسلب المعادلة 

𝐽+  𝑗, 𝑚 = 𝑐𝑗𝑚
+  𝑗,𝑚 + 1 ⇒ ‖𝐽+  𝑗, 𝑚 ‖

2 =  𝑐𝑗𝑚
+  

2
⟨𝑗, 𝑚 + 1 𝑗,𝑚 + 1              

=1

=  𝑐𝑗𝑚
+  

2
 

 نجد أن (31-2)من جهة أخرى، وباعتبار المعادلة 

  𝑐𝑗𝑚
+  = 𝑐𝑗𝑚

+ = ℏ 𝑗(𝑗 + 1) − 𝑚2 −𝑚 (2-61) 

𝑐𝑗𝑚حيث نختار أن نأخذ المعاملا  
 كأعداد حقيقية. إذن +

 𝐽+  𝑗, 𝑚 = ℏ 𝑗(𝑗 + 1) − 𝑚(𝑚 + 1) 𝑗,𝑚 + 1  (2-62) 

𝑐𝑗𝑚بالنسلبة للمعاملا  
 (44-2) ننطلق من المعادلة، −

𝐽−  𝑗, 𝑚 = 𝑐𝑗𝑚
−  𝑗,𝑚 − 1 ⇒ ‖𝐽−  𝑗, 𝑚 ‖

2 =  𝑐𝑗𝑚
−  

2
⟨𝑗, 𝑚 − 1 𝑗,𝑚 − 1              

=1

=  𝑐𝑗𝑚
−  

2
 

 نجد إذن (34-2)وبالعودة إلى المعادلة 

  𝑐𝑗𝑚
−  = 𝑐𝑗𝑚

− = ℏ 𝑗(𝑗 + 1) − 𝑚2 +𝑚 (2-63) 

𝑐𝑗𝑚أن نأخذ المعاملا  حيث اخترنا أيضا 
 كأعداد حقيقية. وبالتالي يكون  −

 𝐽−  𝑗, 𝑚 = ℏ 𝑗(𝑗 + 1) − 𝑚(𝑚 − 1) 𝑗,𝑚 − 1  (2-64) 

,𝐉2}من خلال معادلا  القيم الذاتية للملحوظتين  𝐽𝑧} نلاحظ أن المصفوفا  الممثلة لهما في القاعدة ،{ 𝑗,𝑚 }  قطريتان. لأن كل الأشعة المسلتخرجة

 المبرهنتين الثانية والثالثة.هي أشعة ذاتية مشتركة لهما حسلب  (64-2)و  (2-62)

,𝒌 } التمثيل المعياري    𝒋,𝒎 } 
,𝐉2}بالنسلبة للجمل الفيزيائية التي يعالجها ميكانيك الكم، لا تمثل المجموعة  𝐽𝑧}  دائما مجموعة تامة من الملحوظا  المتبادلة )م. .م.م(. ولذلك

 𝑚و  𝑗هذا إضافة عدد آخر للعددين  ...، نضيفها على هذه المجموعة حتى نتحصل على م. .م.م. ويتم من أجلCو  Bو   Aنحتاج إلى ملحوظا  أخرى 

,𝑘 وذلك حتى يتم تحديد حالة الجملة بصفة تامة بواسطة أشعة الحالة  𝑘وهو العدد  𝑗,𝑚 في الحقيقة، إن العدد . 𝑘 ف مجموعة  يمثل
 
بشكل مكث

,𝐉2}الأعداد الكمية المرتبطة بالقيم الذاتية للملحوظا  الواجب إضافتها إلى المجموعة  𝐽𝑧}  ،وفي هذه الحالة نرمز لفضاء الحالا  الجزئي من أجل 𝑗 

,ℇ(𝑘معيّنين ب  𝑘و  𝑗)  عده هو 2𝑗)والذي ب  + ,ℇ(𝑘نتحصل عليه بضم كل الفضاءا  الجزئية E. و فضاء الحالا  الكلي (1 𝑗). 

,𝑘 }تشكل مجموعة كل الأشعة المتعامدة والمقننة  𝑗,𝑚 } ي أساسا لفضاء الحالا  الكلE .وتسلمى القاعدة المعيارية أو التمثيل المعياري 

 

{
 

 
⟨𝑘′, 𝑗′, 𝑚′ 𝑘, 𝑗,𝑚 = 𝛿𝑘𝑘′𝛿𝑗𝑗′𝛿𝑚𝑚′

∑∑ ∑  𝑘, 𝑗,𝑚 ⟨𝑘, 𝑗,𝑚 

+𝑗

𝑚=−𝑗𝑗𝑘

= Ι
 (2-65) 
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,𝒌 }المصفوف ات الممثلة لمؤثرات العزم الحركي في التمثيل المعياري    𝒋,𝒎 } 
,ℇ(𝑘في الفضاء الجزئي  𝑗) حسلب عناصر المصفوفا  الممثلة لمختلف مؤثرا  العزم الحركي انطلاقا من المعادلا  التالية

 
 ت

 

{
 
 

 
 
𝐉2 𝑘, 𝑗,𝑚 = 𝑗(𝑗 + 1)ℏ2 𝑘, 𝑗,𝑚 

𝐽𝑧  𝑘, 𝑗,𝑚 = 𝑚ℏ 𝑘, 𝑗,𝑚              
                                   

𝐽+  𝑘, 𝑗,𝑚 = ℏ 𝑗(𝑗 + 1) − 𝑚(𝑚 + 1) 𝑘, 𝑗,𝑚 + 1 

𝐽−  𝑘, 𝑗,𝑚 = ℏ 𝑗(𝑗 + 1) − 𝑚(𝑚 − 1) 𝑘, 𝑗,𝑚 − 1 

 (2-66) 

 :  1مثال 

𝑗) من أجل = 1 2⁄ ,𝑘 }في القاعدة المعيارية  𝐽𝑦و  𝐽𝑥و  𝐽𝑧و  𝐉2أوجد المصفوفا  الممثلة للملحوظا   ( 𝑗,𝑚 }. 

  الحل:

)السلبين  –سنحتاج هذا المثال عند دراستنا للعزم الحركي الذاتي 
1

2
وسنعود حينها إلى النتائج التي سنثبتها هنا في إطار النظرية العامة للعزم الحركي  –(

 .{ 𝑗,𝑚 }عدة بدونه، أي نسلتعمل المجموعة للاختصار، ونكتب أشعة هذه القا 𝑘في ميكانيك الكم. سنهمل هنا الدليل 

عد الفضاء الجزئي  ,ℇ(𝑘إن ب  𝑗 = 1 2⁄ 𝑔𝑗=1هو  ( 2⁄ = (2𝑗 + 1) =  . إذن لدينا شعاعان مكونان لقاعدة هذا الفضاء الجزئي. لدينا 2

 𝑗 =
1

2
⇒ −

1

2
≤ 𝑚 ≤

1

2
⇒ {

𝑚 = 1 2⁄ ⟶ |
1

2
,
1

2
⟩ ≡  + 

𝑚 = −1 2⁄ ⟶ |
1

2
,−

1

2
⟩ ≡  − 

 (2-67) 

|}نأخذهما بهذا الترتيب 
1

2
,
1

2
⟩ ≡  + , |

1

2
, −

1

2
⟩ ≡  − }.  

 قطريتان بالنسلبة لهذه القاعدة وعناصرهما القطرية هي القيم الذاتية التابعة لهما. في الحقيقة افإن مصفوفتيهم 𝐽𝑧و   𝐉2بالنسلبة للملحوظتين 

𝐉2 𝑗,𝑚 = 𝑗(𝑗 + 1)ℏ2 𝑗,𝑚  

 ⇒

{
 

 𝐉2 + = 𝐉2 |
1

2
,
1

2
⟩ = ℏ2

1

2
 
1

2
+ 1 |

1

2
,
1

2
⟩ =

3ℏ2

4
 + 

𝐉2 − = 𝐉2 |
1

2
, −

1

2
⟩ = ℏ2

1

2
 
1

2
+ 1 |

1

2
,−

1

2
⟩ =

3ℏ2

4
 − 

 (2-68) 

 نجدوبالتالي 

 (𝐉2) =
3ℏ2

4
(
1 0
0 1

) (2-69) 

 .𝐽𝑧بنفس الطريقة نعمل من أجل 

 𝐽𝑧  𝑗, 𝑚 = 𝑚ℏ 𝑗,𝑚 ⇒ {
𝐽𝑧 + = 𝐽𝑧 |

1

2
,
1

2
⟩ =

ℏ

2
|
1

2
,
1

2
⟩ =

ℏ

2
 + 

𝐽𝑧 − = 𝐽𝑧 |
1

2
, −

1

2
⟩ = −

ℏ

2
|
1

2
,−

1

2
⟩ = −

ℏ

2
 − 

 (2-70) 

 فالمصفوفة تأخذ الشكل التالي

 (𝐽𝑧) =
ℏ

2
(
1 0
0 −1

) (2-71) 

. (13-2)من خلال علاقة التعريف  ±𝐽، فحتى نسلتطيع إيجادهما علينا أن نسلتعين بالمؤثرا  𝐽𝑥و  𝐽𝑥بالنسلبة للمصفوفتين الممثلتين للملحوظتين 

 .(66-2)أو العبارة العامة  (64-2)و  (62-2)في هذه القاعدة وذلك باستعمال  ±𝐽فنبحث أولا عن المصفوفا  الممثلة للمؤثرا  
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{
 
 

 
 𝐽+ + = 𝐽+ |

1

2
,
1

2
⟩ = 0 ;   𝑚 = 𝑗 =

1

2
                                                                                            

𝐽+ − = 𝐽+ |
1

2
, −

1

2
⟩ = ℏ√

1

2
 
1

2
+ 1 −  −

1

2
  −

1

2
+ 1 |

1

2
,−

1

2
+ 1⟩ = ℏ |

1

2
,
1

2
⟩ = ℏ + 

 (2-72) 

 

{
 
 

 
 
𝐽− + = 𝐽− |

1

2
,
1

2
⟩ = ℏ√

1

2
 
1

2
+ 1 −  

1

2
  

1

2
− 1 |

1

2
,
1

2
− 1⟩ = ℏ |

1

2
, −

1

2
⟩ = ℏ − 

𝐽− − = 𝐽− |
1

2
, −

1

2
⟩ = 0;  𝑚 = 𝑗 = −

1

2
                                                                         

 (2-73) 

  هما إذن (73-2)و  (72-2)حسلب  −𝐽و  +𝐽رين فالمصفوفة الممثلة للمؤث

(𝐽+) = ℏ (
0 1
0 0

)        (𝐽−) = ℏ (
0 0
1 0

) 

 (13-2)وفق  𝐽𝑥ومنهما نسلتخرج المصفوفة الممثلة للملحوظة 

 𝐽𝑥 =
1

2
(𝐽+ + 𝐽−) ⇒ (𝐽𝑥) =

ℏ

2
(
0 1
1 0

) (2-74) 

 نجد (13-2)أنه أيضا وفق   حيث 𝐽𝑦وكذالك بالنسلبة للمصفوفة 

 𝐽𝑦 =
1

2𝑖
(𝐽+ − 𝐽−) ⇒  𝐽𝑦 =

ℏ

2
(
0 −𝑖
𝑖 0

) (2-75) 

 : 21مثال

𝑗) من أجل = ,𝑘 }في القاعدة المعيارية  𝐽𝑦و  𝐽𝑥و  𝐽𝑧و  𝐉2أوجد المصفوفا  الممثلة للملحوظا   (1 𝑗,𝑚 }. 

 الحل:

 .{ 𝑗,𝑚 }للاختصار، ونكتب أشعة هذه القاعدة بدونه، أي  𝑘سنهمل الدليل 

عد الفضا ,ℇ(𝑘ء الجزئي إن ب  𝑗 = 𝑔𝑗=1هو  (1 = (2𝑗 + 1) =  . إذن لدينا ثلاثة أشعة مكونة لقاعدة هذا الفضاء الجزئي. لدينا 3

𝑗 = 1 ⇒ −1 ≤ 𝑚 ≤ 1 ⇒  
𝑚 = 1 ⟶  1,1 ≡  1 

𝑚 = 0 ⟶  1,0 ≡  2 

𝑚 = −1 ⟶  1,−1 ≡  3 
 

 الممثلة للملحوظا  المطلوبة في هذه القاعدة هيمأخوذة بهذا الترتيب وباتباع نفس خطوا  المثال السلابق، فإننا نجد أن المصفوفا  

 (𝐉2) = 2ℏ2  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

  (2-76) 

 (𝐽𝑧) = ℏ 
1 0 0
0 0 0
0 0 −1

  (2-77) 

 (𝐽𝑥) =
ℏ

 2
 
0 1 0
1 0 1
0 1 0

  (2-78) 

  𝐽𝑦 =
ℏ

 2
 
0 −𝑖 0
𝑖 0 −𝑖
0 𝑖 0

  (2-79) 



 اني: العزم الحركي في ميكانيك الكمالفصل الث المسيلة–جامعة محمد بوضياف  

 قسم الفيزياء –كلية العلوم   40 2020 – الأستاذ: مجدل صهيب

𝒀𝓵الدوال التوافقية الكروية    – 𝐋العزم الحركي المداري   
𝒎(𝜽,𝝋) 

بداية هذا الفصل والمعرف في ميكانيك الكم  كتطبيق أول للنظرية العامة للعزوم الحركية، نعالج هنا مسلألة العزم الحركي المداري الذي ذكرناه في

,𝐋 𝐿𝒙بواسطة الملحوظة  𝐿𝒚, 𝐿𝒛 = 𝐑 × 𝐏  عبارة مركباته (3-2). رأينا في العلاقا  𝐿𝒙, 𝐿𝒚, 𝐿𝒛  لتي يمكن كتابتها في تمثيل الموضع وا{ 𝐫 } 

 كما يلي

 

{
  
 

  
 𝐿𝒙 =

ℏ

𝑖
 𝑦

𝜕

𝜕𝑧
− 𝑧

𝜕

𝜕𝑦
 

𝐿𝒚 =
ℏ

𝑖
 𝑧

𝜕

𝜕𝑥
− 𝑥

𝜕

𝜕𝑧
 

𝐿𝒛 =
ℏ

𝑖
 𝑥

𝜕

𝜕𝑦
− 𝑦

𝜕

𝜕𝑥
 

 (2-80) 

,𝐿𝒙 في الحقيقة، إن الملحوظا   𝐿𝒚, 𝐿𝒛  لمتعلقة بالمتغيرا  الزاوية، ولا تؤثر على دالة متعلقة بالبعد لا تؤثر إلا على الدوال ا𝑟 .يكفي  وليتضح ذلك

,𝑟)الاحداثيا  الكروية الملحوظا  في أن نكتب عبارة هذه  𝜃, 𝜑)، 

  
𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 cos 𝜑
𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 sin𝜑
𝑧 = 𝑟 cos 𝜃          

;   
𝑟 ≥ 0

0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋
0 ≤ 𝜑 < 2𝜋

 (2-81) 

≡ 𝐫 }أي نقوم بالانتقال   𝑟, 𝜃, 𝜑 } ⟵ { 𝐫 ≡  𝑥, 𝑦, 𝑧 } فنجد 

 𝐿𝒙 = 𝑖ℏ  sin𝜑
𝜕

𝜕𝜃
+
cos𝜑

tan 𝜃

𝜕

𝜕𝜑
  (2-82) 

 𝐿𝒚 = 𝑖ℏ  − cos𝜑
𝜕

𝜕𝜃
+
sin𝜑

tan 𝜃

𝜕

𝜕𝜑
  (2-83) 

 𝐿𝒛 = −𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝜑
 (2-84) 

 فإن عبارتها في هذا التمثيل الكروي هي 𝐋2حوظة بالنسلبة للمل

 𝐋2 = −ℏ2  
𝜕2

𝜕𝜃2
+

1

tan 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
+

1

sin2𝜃

𝜕2

𝜕𝜑2
  (2-85) 

ر الحركة، أي تتعلق تغيفيظهر جليّا من خلال العبارا  أعلاه أن المركبا  المختلفة لمؤثر العزم الحركي المداري تعمل على دوال متعلقة بالزوايا التي تتغير ب

احية كلاسيكية إذا نظرنا إلى تعريف العزم الحركي، فهو معدوم بالنسلبة لحركة باتجاه الحركة، وليس بالبعد عن المركز. إن هذا الأمر ليس غريبا من ن

 مسلتقيمة.

 لا بأس أن نذكر في هذا السلياق عبارة عنصر الحجم في الاحداثيا  الكروية

 𝑑𝑉 = 𝑟2 sin 𝜃 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜑 = 𝑟2𝑑𝑟𝑑Ω (2-86) 

 هي الزاوية الصلبة )المجسّلمة( المعطاة بالعبارة 𝑑Ωحيث 

 𝑑Ω = sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜑 (2-87) 

,𝐋2}القيم الذاتية والدوال الذاتية للثنائية    𝐿𝒛} 

,𝐉2}رنا في النظرية العامة للعزم الحركي إلى أننا نرمز للأشعة الذاتية المشتركة للثنائية أشقد ا كن 𝐽𝑧}  كتابة بال 𝑗,𝑚  . فكذلك الأمر هنا بالنسلبة

,𝐋2}للثنائية  𝐿𝒛}  ولكن بالكتابة ℓ,𝑚 إذن . 
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 {
𝐋2 ℓ,𝑚 = ℓ(ℓ + 1)ℏ2 ℓ,𝑚 

𝐿𝒛 ℓ,𝑚 = 𝑚ℏ ℓ,𝑚               
 (2-88) 

≡ 𝐫 }في تمثيل الموضع   𝑟, 𝜃, 𝜑 }  نرمز للدوال الذاتية𝜓𝑘ℓ𝑚(𝑟, 𝜃, 𝜑)  الموافقة للأشعة الذاتية 𝑘, ℓ,𝑚  هي 

 𝜓𝑘ℓ𝑚(𝑟, 𝜃, 𝜑) = ⟨𝐫 𝑘, ℓ,𝑚 = ⟨𝑟, 𝜃, 𝜑 𝑘, ℓ,𝑚  (2-89) 

 في تمثيل الموضع هو، (89-2) ،(85-2)، (84-2)حسلب  (88-2)فيكون بذلك إسقاط معادلا  القيم الذاتية 

 −ℏ2  
𝜕2

𝜕𝜃2
+

1

tan 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
+

1

sin2𝜃

𝜕2

𝜕𝜑2
 𝜓𝑘ℓ𝑚(𝑟, 𝜃, 𝜑) = ℓ(ℓ + 1)ℏ2𝜓𝑘ℓ𝑚(𝑟, 𝜃, 𝜑) (2-90) 

 −𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝜑
𝜓𝑘ℓ𝑚(𝑟, 𝜃, 𝜑) = 𝑚ℏ𝜓𝑘ℓ𝑚(𝑟, 𝜃, 𝜑) (2-91) 

,𝐋2}بما أن المؤثرين  𝐿𝒛}  يؤثران على دوال متعلقة بالزوايا، فيمكن أن نقوم بفصل دالة الموجة𝜓𝑘ℓ𝑚(𝑟, 𝜃, 𝜑)  إلى جداء دالتين إحداهما متعلقة

,𝜃)فقط والأخرى متعلقة بالاتجاه المحدد بالزوايا  𝑟بالبعد  𝜑) كما يلي 

 𝜓𝑘ℓ𝑚(𝑟, 𝜃, 𝜑) = 𝑓𝑘𝑙𝑚(𝑟)𝑌ℓ
𝑚(𝜃, 𝜑) (2-92) 

𝑌ℓ (angular part)حيث يحقق الجزء الزاوي 
𝑚(𝜃, 𝜑) معادلا  القيم الذاتية التالية 

 {
𝐋2𝑌ℓ

𝑚(𝜃, 𝜑) = ℓ(ℓ + 1)ℏ2𝑌ℓ
𝑚(𝜃, 𝜑)

𝐿𝒛𝑌ℓ
𝑚(𝜃, 𝜑) = 𝑚ℏ𝑌ℓ

𝑚(𝜃, 𝜑)              
 (2-93) 

𝑌ℓوتسلمى هذه الدوال 
𝑚(𝜃, 𝜑)  بالدوال التوافقية الكروية(spherical harmonics) وهي تتعلق فقط بالدليلين ،"ℓ,𝑚"  كما هو واضح من عبارة

,𝐋2}المؤثرين  𝐿𝒛}  بينما يسلمى الجزء . (93-2) المعادلا وكذا𝑓𝑘𝑙𝑚(𝑟)  بالجزء القطري(radial part)  حيث قمنا بإضافة القرائن"𝑘, ℓ,𝑚"  بصفة

 ةلاحتمال تعلقه بهذه الأعداد الكمية. سنترك التدقيق في هذا الموضوع لحين دراسة بعض المسلائل فيزيائية في الفصل القادم، كحل مسلألة ذر   مبدئية

 الهيدروجين مثلا.

,𝜓𝑘ℓ𝑚(𝑟إذا اعتبرنا الدوال الذاتية  𝜃, 𝜑) نه يمكننا أن نأخذ كل جزء من جزئيها الزاوي والقطري مقننا كل على حدى. أيمقنّنة، فإ 

 ∫ 𝑓𝑘𝑙𝑚(𝑟) 
2𝑟2𝑑𝑟

∞

0

= 1 (2-94) 

 ∫ ∫ 𝑌ℓ
𝑚(𝜃, 𝜑) 2𝑑Ω

𝜋

0

2𝜋

0

= ∫ ∫ 𝑌ℓ
𝑚(𝜃, 𝜑) 2 sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜑

𝜋

0

2𝜋

0

= 1 (2-95) 

𝑌ℓإذا اكتفينا بدراسة الجزء الزاوي 
𝑚(𝜃, 𝜑)  فقط للدالة الموجية𝜓𝑘ℓ𝑚(𝑟, 𝜃, 𝜑) وّار الصلد مثلا،  (rigid rotator)، كما في مسلألة دراسة الد 

 فإننا نكتب 

 𝑌ℓ
𝑚(𝜃, 𝜑) = ⟨𝜃, 𝜑 ℓ,𝑚  (2-96) 

 هي أعداد صحيحة "𝓵,𝒎"إثبات أن الأعداد   

( هي أعداد تأخذ إما قيما صحيحة أو "ℓ,𝑚"اد )وبالتالي الأعد "𝑗,𝑚"لقد درسنا في الجزء المتعلق بالنظرية العامة للعزوم الحركية أن الأعداد 

لا يمكن أن تأخذ إلا قيما صحيحة فقط. في الحقيقة،  "ℓ,𝑚"فإن الأعداد  𝐋نصف صحيحة. لكن سنثبت هنا أنه في حالة العزم الحركي المداري 

 فإنه يكون لدينا (93-2)و  (84-2)وحسلب 

 −𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝜑
𝑌ℓ
𝑚(𝜃, 𝜑) = 𝑚ℏ𝑌ℓ

𝑚(𝜃, 𝜑) (2-97) 
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𝑌ℓإن حل هذه المعادلة التفاضلية البسليطة يمكننا كتابة الدوال 
𝑚(𝜃, 𝜑)  على شكل جداء دالتين إحداهما متعلق بالزاوية السلمتية𝜑  والأخرى

 وهو 𝜃ية متعلقة بالزاو 

 𝑌ℓ
𝑚(𝜃, 𝜑) = 𝐹ℓ

𝑚(𝜃)𝑒𝑖𝑚𝜑 (2-98) 

𝑌ℓتمرارية الدوال التوافقية الكروية إن استمرارية الدوال الموجية وبالتالي اس
𝑚(𝜃, 𝜑)  يعني أنه من أجل قيمة معينة للزاوية𝜃 فإن 

𝑌ℓ
𝑚(𝜃, 𝜑 = 0) = 𝑌ℓ

𝑚(𝜃, 𝜑 = 2𝜋) ⇒ 1 = 𝑒2𝑖𝑚𝜋 ⇒ 𝑚 →  عدد صحيح

اللتي أثبتناها في الجزء المتعلق بالنظرية العامة. فنكتب  (59-2)يكون بالضرورة عددا صحيحا وفق المعادلة  ℓعددا صحيحا، فإن العدد  𝑚وإذا كان 

 إذن

 {
ℓ = 0,1,2, …                  
𝑚 = 0,±1,±2,… ,±ℓ

 (2-99) 

𝒀𝓵العبارة التحليلية للدوال   
𝒎(𝜽,𝝋) وبعض خواصها 

𝒀𝓵العبارة التحليلية للدوال  
𝒎(𝜽,𝝋) 

ة يقود إلى عدة عبارا  مختلفة من حيث الشكل، منها كتابتها بواسطة كثيرا  حدود إن البحث المفصل عن العبارة التحليلية للدوال التوافقية الكروي

، وكل هذه العبارا  التحليلية المختلفة شكلا هي متكافئة في تمثيل هذه الدوال التوافقية الكروية. نعطي على سبيل المثال أحد (Legendre)لوجوندر 

 هاته العبارا 

 𝑌ℓ
𝑚(𝜃, 𝜑) =

(−1)ℓ

2ℓℓ!
√
2ℓ + 1

4𝜋

(ℓ + 𝑚)!

(ℓ − 𝑚)!
𝑒𝑖𝑚𝜑(sin 𝜃)−𝑚

𝑑ℓ−𝑚

𝑑(cos 𝜃)ℓ−𝑚
(sin 𝜃)2ℓ 

(2-100) 

 باستعمال هذه العبارة يمكن أن نسلتخرج الدوال التوافقية الأولى والتي نجدها في نهاية هذا افصل.

𝒀𝓵بعض خصائص الدوال   
𝒎(𝜽,𝝋) 

المختلفة مثل  ة الفيزيائيةتحقق هذه الدوال التوافقية الكروية بعض الخواص المفيدة والتي نحتاجها في التطبيقا  العديدة لميكانيك الكم على النظم

. ولذلك آلية امتصاص وإصدار الاشعاعا  الكهرومغناطيسلية للذرا  والجزيئا  وغيرها عبر دراسة القيم المتوسطة لمؤثر ثنائي القطب الكهربائي مثلا

 نذكر بعضها هنا

 Parityالزوجية  1.2.3.4

𝐫إن عملية التناظر بالنسلبة للمبدأ، أي عملية التحويل  ⟶ −𝐫 ر عب   عنها في الاحداثيا  الكروية بواسطة التحويلا  التالية، ي 

 𝑟 ⟶ 𝑟;  𝜃 ⟶ 𝜋 − 𝜃;  𝜑 ⟶ 𝜋 + 𝜑 (2-101) 

 دالة على عبارتها مع تغير في الإشارة فقط بحيث تكون إما موجبة أو سالبة نقول أن هذه الدالة زوجية أو فردية على الترتيب. وان تغير فإن حافظت ال

 على الدوال التوافقية الكروية فإننا نجد (101-2)عبارتها فإننا نقول أن هذه الدالة لا تملك زوجية محددة. فلو طبقنا التحويل 

 𝑌ℓ
𝑚(𝜃, 𝜑) ⟶ 𝑌ℓ

𝑚(𝜋 − 𝜃, 𝜋 + 𝜑) = (−1)ℓ𝑌ℓ
𝑚(𝜃, 𝜑) (2-102) 

فردي. إن مفهوم زوجية  ℓزوجي، أو فردية إذا كان  ℓمما يعني أن هذه الدوال التوافقية تملك زوجية محددة بصفة جيدة، فهي إما زوجية إذا كان 

 ل التي نبحث عنها عند دراسة الدوال الذاتية لهاملتوني جملة ما.مقدار فيزيائي مهم جدا في ميكانيك الكم، فهو يسلاعد في تبسليط الحلو 

𝑌ℓوتحقق الدوال 
𝑚(𝜃, 𝜑) الخاصية التالية أيضا 

  𝑌ℓ
𝑚(𝜃, 𝜑) ∗ = (−1)𝑚𝑌ℓ

−𝑚(𝜃, 𝜑) (2-103) 



 اني: العزم الحركي في ميكانيك الكمالفصل الث المسيلة–جامعة محمد بوضياف  

 قسم الفيزياء –كلية العلوم   43 2020 – الأستاذ: مجدل صهيب

 علاقة التعامد والتقنين 2.2.3.4

 ، يمكن أن نعمم هذه العلاقة لتصبح علاقة تعامد وتقنين كما يلي(95-2)إن تقنين الدوال التوافقية الكروية تم التعبير عنه بواسطة المعادلة 

 ∫ ∫ 𝑌ℓ′
𝑚′(𝜃, 𝜑) 

∗
𝑌ℓ
𝑚(𝜃, 𝜑) sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜑

𝜋

0

2𝜋

0

= 𝛿ℓℓ′𝛿𝑚𝑚′ 
(2-104) 

,𝜃 }مع إدراج علاقة الانغلاق الخاصة بالتمثيل  (26-2)والتي يمكن الحصول عليها باستعمال  𝜑 } المتعلق بالجزء الزاوي للمسلألة 

 ∫ ∫ 𝜃, 𝜑 ⟨𝜃, 𝜑 sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜑

𝜋

0

2𝜋

0

= 𝕀 (2-105) 

 .(96-2)ستعمال العلاقة مع ا

 𝐋2و الملحوظة   𝚫العلاقة بين مؤثر اللابلاسيان   
 إن عبارة مؤثر اللابلاسيان في الاحداثيا  الكروية هي

Δ =
1

𝑟

𝜕2

𝜕𝑟2
𝑟 +

1

𝑟2
 
𝜕2

𝜕𝜃2
+

1

tan𝜃

𝜕

𝜕𝜃
+

1

sin2𝜃

𝜕2

𝜕𝜑2
  

 نجد أن (85-2)لأنه حسلب العبارة  𝐋2فيمكن كتابته إذن بدلالة الملحوظة 

 Δ =
1

𝑟

𝜕2

𝜕𝑟2
𝑟

     
حد الطاقة الحركية الانسحابية

−
𝐋2

ℏ2𝑟2 
حد الطاقة الحركية الدورانية

 (2-106) 

 𝐒السبين    -  الذاتي )السبيني(   العزم الحركي 

 جيرلاخ  –تجربة ستيرن   

هي فقط الأعداد الصحيحة. لكن في الحقيقة، هناك العديد من  "ℓ"كنا قد رأينا عند دراستنا للعزم الحركي المداري أن القيم الممكنة للعدد الكمي 

الذي درسناه في النظرية العامة للعزوم الحركية قيما نصف صحيحة. كدراسة البنية الدقيقة  "𝑗"د التجارب أكد  وجود عزوم حركية يأخذ فيها العد

، وغيرها. ولكننا نريد أن نعرض هنا التجربة الأصلية التي كانت سببا في افتراض (anormal Zeeman effect)لأطياف الذرا ، أو مفعول زيمان الشاذ 

 1922في عام  ير العزوم الحركية المدارية، وهي التي نسلميها سبين. هذه التجربة أجريت من طرف ستيرن وجيرلاخ وجود نوع آخر من العزوم الحركية غ

. ما يعني أن هذه الذرة 𝐾𝑟 (4𝑑)105𝑠1 . إن التوزيع الالكتروني لهذه الذرة هو باختصار إلكترونًا 47لديها  التي 𝐴𝑔47 باستخدام ذرا  الفضة

، وأن محصلة مسلاهمة باقي الالكترونا  معدومة 5𝑠1ا الأساسية تملك عزما مداريا معدوما كون الالكترون الأخير موجود في الطبقة الفرعية في حالته

ر حسلاسة اسية غيسبالنسلبة للعزم الحركي المداري الكلي. إن انعدام هذا العزم المداري سيجعل من هذه الذرة المعتدلة كهربائيا و الموجودة في حالتها الأ 

ذرا  عبر للتأثير حقل مغناطيس ي مطبق عليها كون العزم المغناطيس ي متناسبا مع العزم الحركي المداري للجسليم. فلو أرسلنا حزمة من هذا النوع من ا

 ها. وحتى لو كانتحقل مغناطيس ي فسلنتوقع عدم انحرافها وسنشاهد على شاشة الكشف نقطة )لطخة( إسقاط واحدة وهي متناظرة بالنسلبة لمركز 

ℓالتي يكون فيها  𝑝الذرة تملك عزما مداريا غير معدوم، كأن تكون مثارة فيقع الالكترون الاخير في الطبقة الفرعية  = ، فإننا نتوقع أن نتحصل على 1

2ℓ)عدد فردي من نقاط وقوع الحزمة على الشاشة كون القيم الممكنة لاتجاها  العزم الحركي تعطى بالعدد  + عدد القيم التي يأخذها  ، أي(1

𝑚ℓ تجانس سيقوم بتقسليم الحزمة الأساسية إلى 
ّ
. لكن تجربة ستيرن وجيرلاخ أثبتت أنه بإرسال مثل هذه الحزمة عبر حقل مغناطيس ي شديد اللا

 حزمتين متباعدتين نكشفهما بواسطة الشاشة الموضوعة في طريق انتشارهما كما هو موضح في الشكل أدناه.
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ا، متجربة يمكن إجراؤها على ذرا  أبسلط مثل ذرة الهيدروجين التي تملك إلكترونا وحيدا موجودا في الطبقة الأساسية ويملك عزما مداريا معدو نفس ال

 عن لا و فنتائج التجربة مخالفة لما نتوقعه بواسطة ما تسلمح به النظرية الكمية دون الأخذ بعين الاعتبار نوعا آخر من العزوم الحركية يكون مسلؤ 

 .ااكتسلاب هذه الذرا  عزوما مغناطيسلية تكون سببا في تفاعلها مع الحقول المغناطيسلية الخارجية غير المنتظمة التي تتسلبب في انحراف مسلاره

ن امتلاك الالكترون لنوع آخر م1925" سنة ”Goudsmit and Uhlenbeckلتفسلير ما حدث في هذه التجربة افترض العالمان جودسميت و أولينبيك 

قه بأي من متغيرا  ا
ّ
شير إلى عدم تعل ع الخاصة لموضالعزوم، بالإضافة طبعا إلى العزم الحركي المداري، وقاموا بتسلميته بالعزم الحركي الذاتي حتى ي 

اتية للجسليما  صية ذبالالكترون. وسمي أيضا بالعزم الحركي السلبيني أو السلبين اختصارا، وهو لا يملك ما يقابله في الميكانيك الكلاسيكي، كونه خا

 ي.ر المجهرية كالكتلة والشحنة وغيرها. وبهذا الاقتراح تم تفسلير ما حدث في تجربة ستيرن وجيرلاخ وذلك عبر محاكاته مع العزم الحركي المدا

سيرافقه عوم  ،𝑞بشحنة  ومشحون  𝑚ما، كتلته   لجسليم 𝐋من النظرية الكهرومغناطيسلية الكلاسيكية أن العزم الحركي المداري  في الحقيقة، نعلم

𝝁مغناطيس ي مداري 
𝓵

 تعطى عبارته كما يلي 

 𝝁
𝓵
 =

𝑞

2𝑚𝑐
𝐋 (2-107) 

𝑞هي سرعة الضوء. فإن كان هذا الجسليم هو إلكترون فإننا نضع  𝑐ث حي = −𝑒 وبالتالي سيكون اتجاه كل من .𝝁
𝓵

متعاكسلان. بالقياس على  𝐋و  

𝝁و عزمه المغناطيس ي السلبيني  𝐒هذا العزم الحركي المداري وعزمه المغناطيس ي المرافق، تم فرض وجود السلبين 
𝒔

 (107-2)حسلب وأن العلاقة بينهما  

𝝁 هي
𝒔
= (−𝑒 2𝑚𝑐⁄ )𝐒ولكن التجربة أثبتت أن القيمة الحقيقة هي تقريبا ضعف هذه القيمة. وعلى كل حال فإن العبارة الصحيحة هي التالية . 

 𝝁
𝒔
= −𝑔𝑠

𝑒

2𝑚𝑐
𝐒 (2-108) 

𝑔𝑠. وقيمته التجريبية التقريبية (gyromagnetic ratio)أو النسلبة الجيرومغناطيسلية  (Landé factor)يسلمى معامل لاندي  𝑔𝑠حيث  ≈ . فقط 2

التي تمت كتابتها بالتماثل مع العبارة  (108-2)يتم إستخراجها من المعادلا  الأساسية للكهرومغناطيسلية عكس المعادلة  (107-2)نشير إلى أن العبارة 

 امل لاندي. يجب أن نتذكر أن السلبين هو مقدار كمومي بحت لا نظير كلاسيكي له.مع إضافة مع (2-107)

فإن ذرة الفضة، أو حتى ذرة الهيدروجين إن أردنا ذلك، ستكتسلب هذا العزم المغناطيس ي للأسباب التي شرحناها ‘ بامتلاكه عزما مغناطيسليا سبينيا

 ير منتظم سيتسلبب في انحرافها عن مسلارها لأن طاقة التفاعل مع هذا الحقل تعطى بالعبارةغ 𝐁سابقا. ونتيجة لذلك فإن مرورها عبر حقل مغناطيس ي 

 𝐸𝑝 = −𝝁
𝒔
⋅ 𝐁 (2-109) 

 وتخضع الذرة نتيجة لطاقة التفاعل هذه إلى قوة متناسبة مع تدرج الحقل المغناطيس ي حيث

 𝐅 = −𝛁𝐸𝑝 = 𝛁 𝝁
𝒔
⋅ 𝐁  (2-110) 

 تكتب كما يلي (110-2)في الاتجاه الموجب، فإن العبارة  (𝑂𝑧)فإذا افترضنا أن اتجاه وازدياد الحقل المغناطيس ي يكون وفق المحور 

 𝐅 = −(𝑔𝑠
𝑒

2𝑚𝑐
) 𝑆𝑧

𝜕𝐵

𝜕𝑧
 (2-111) 

متجهة في نفس اتجاه الحقل  𝑆𝑧. فإن كانت المركبة (𝑂𝑧)وفق المحور الحركي السلبيني  هي الزاوية بين الحقل المغناطيس ي و مركبة العزم 𝜃حيث 

، فإن القوة المطبقة على الذرة ستوجهها عكس اتجاه تزايد الحقل المغناطيس ي، أي في الاتجاه (𝑂𝑧)المغناطيس ي، أي وفق الاتجاه الموجب للمحور 

، فإن الذرة ستتجه في (𝑂𝑧)متجهة عكس اتجاه الحقل المغناطيس ي، أي وفق الاتجاه السلالب للمحور  𝑆𝑧 المركبة، وإن كانت (𝑂𝑧)السلالب للمحور 
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، فانحراف حزمة الذرا  سيكون إذن راجعا إلى اتجاه سبين الجسليم بالنسلبة (𝑂𝑧)اتجاه تزايد الحقل المغناطيس ي، أي في الاتجاه الموجب للمحور 

. إن تجربة ستيرن وجيرلاخ أظهر  أن الحزمة 𝑆𝑧ون راجعا أيضا إلى القيم الممكنة له، أي إلى قيم المسلاقط الممكنة  للحقل المغناطيس ي، كما سيك

نة للمسلقط كالأصلية انقسلمت إلى حزمتين فقط احداهما في الاتجاه الموجب للحقل المغناطيس ي والأخرى في الاتجاه السلالب له، مما يعني أن القيم المم

𝑆𝑧  .هما قيمتان فقط 

لاقا  ع بما أننا فرضنا وجود العزم الحركي السلبيني، فهو يجب أن يحقق الخواص التي درسناها في النظرية العامة للعزوم الحركية كلها، فهو يحقق

حيث برهنا أن  𝑚𝑠، والمعطاة بالقيم (𝑂𝑧)المميزة للعزوم الحركية، كما أنه يمكن معرفة عدد القيم التي تأخدها مركبته وفق المحور  (7-2)التبادل 

−𝑠 ≤ 𝑚𝑠 ≤ +𝑠  2)الذي يعطي عددا من القيم قدره𝑠 +  𝑆𝑧. فحسلب تجربة ستيرن وجيرلاخ التي أعطت نتيجتها قيمتين فقط للمسلقط (1

 يمكن أن نسلتنتج أن

 2𝑠 + 1 = 2 ⇒  𝑠 =
1

2
 and 𝑚𝑠 = ±

1

2
  (2-112) 

، فنقول أن سبين هذا الجسليم 𝑠، كل جسليم في الطبيعة يملك قيمة وحيدة 7الأساسية هي جسليم سبينه نصففنقول هنا أن ذرة الفضة في حالتها 

. فمثلا الالكترونا  هي جسليما  سبينها يسلاوي النصف. في الحقيقة، كل جسليما  الطبيعة تصنف إلى فئتين حسلب سبينها، فالجسليما  التي  𝑠هو 

وكل الجسليما  الناقلة للتفاعلا  الأساسية في الطبيعة، و غيرها(  𝜋لبوزونا  )مثل الفوتونا  والميزونا  سبينها يسلاوي عددا صحيحا تاما تسلمى ا

وغيرها(.   والجسليما  التي تملك سبينا يسلاوي عددا نصف صحيح تسلمى الفيرميونا  )مثل الالكترونا  و اللبتونا  والكواركا  والبروتونا  والنوترونا

خ تعاملنا مع ذرة محصلة تركيب العزوم الحركية )المدارية والسلبينية( لجميع الكتروناتها كانت تسلاوي عددا نصف صحيح، ففي تجربة ستيرن وجيرلا 

كون بذلك توهو ناتج عن الالكترون الأخير في الطبقة الخارجية. توجد كذلك ذرا  تركيب العزوم الحركية كلها لالكتروناتها يعطي عددا صحيحا تاما و 

 .4-الهليوم  بوزونا  مثل

 ℇ𝒔وفضاء حالات السبين   𝐒الملحوظة    –الوصف الكمومي للسبين   
م بعملية و نتعامل في هذه الفقرة مع هذا النوع الجديد مع العزوم الحركية والذي يمثل مقدارا فيزيائيا كموميا ليس له نظير كلاسيكي. نعلم كيف نق

والذي نسلميه  ℇ𝐫بالموضع والاندفاع لتتحول هذه المقادير إلى ملحوظا  تعمل في فضاء الحالا  تكميم كل المقادير الكلاسيكية التي نجدها متعلقة 

الذي سيأتي توضيحه في  ℇ𝑠فضاء الحالا  المدارية إذا كنا ندرس مسلألة ندخل فيها خاصية سبين الجسليما  وذلك لنميزه عن فضاء حالا  السلبين 

انطلاقا من  𝐒كلاسيكي مقابل للسلبين في الميكانيك الكلاسيكي حتى نقوم بعملية تكميمه والحصول على الملحوظة الأسفل. في الحقيقة، لا يوجد مقدار 

 بحيث تحقق ما يلي  𝐒العبارة الكلاسيكية. ولذلك نقوم ببسلاطة بإضافة متغيرا  السلبين إلى المتغيرا  الديناميكية ونعرف من أجلها الملحوظة 

 (7-2)اعتمادا على  تكون  علاقا  التبادلفإن  𝐒على العزم الحركي السلبيني    ية العامة للعزوم الحركية في ميكانيك الكمق عليه نتائج النظر يطببت .1

 هي

 {

[𝑆𝒙, 𝑆𝒚] = 𝑖ℏ𝑆𝒛

[𝑆𝒚, 𝑆𝒛] = 𝑖ℏ𝑆𝒙
 𝑆𝒛, 𝑆𝒙 = 𝑖ℏ𝑆𝒚

 (2-113) 

والذي نشكل أساسه من الأشعة الذاتية المشتركة  ℇ𝑠ء حالا  جديد نسلميه فضاء حالا  السلبين إن المؤثرا  السلبينية المختلفة تعمل في فضا .2

{ 𝑠,𝑚𝑠 }  للمجموعة التامة من الملحوظا  المتبادلة{𝐒2, 𝑆𝒛} في هذا الفضاء. إن هذه الأشعة تحقق معدلا  القيم الذاتية التالية 

 {
𝐒2 𝑠,𝑚𝑠 = 𝑠(𝑠 + 1)ℏ2 𝑠,𝑚𝑠 

𝑆𝒛 𝑠,𝑚𝑠 = 𝑚𝑠ℏ 𝑠,𝑚𝑠               
 (2-114) 

عد ال  هو ℇ𝑠فضاء  إن ب 

                                                 
أخذ في الاعتبار عند البحث عن البنية الدقيقة لأطياف الإصدار والامت 7   صاص.في الحقيقة، لقد تم اهمال سبين النواة لصغره، وللدقة يجب أن ي 
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 𝑔𝑠 = (2𝑠 + 1) (2-115) 

الذي  𝑠والعدد  𝐒قبل. ولكن يجب أن ننتبه إلى أنه هناك فرق بين شعاع السلبين كما ذكرنا ذلك من  𝑠يتم تمييز الجسليما  بواسطة العدد الكمي 

. يمكن ملاحظة ذلك من 𝑚𝑠التي تعكسلها القيم المختلفة للعدد الكمي المغناطيس ي السلبيني  𝐒يرتبط مع عدد لمسلاقط )الاتجاها ( الممكنة للملحوظة 

,𝐒2}. في هذا الفضاء ستكون المصفوفا  الممثلة لكل من (114-2)خلال المعادلة  𝑆𝒛}  مصفوفا  قطرية عناصرها القطرية هي القيم الذاتية لكل

𝑠(𝑠مرفقة بالقيمة  𝐒2هي أشعة ذاتية للملحوظة  ℇ𝑠منهما. في الحقيقة، إن كل أشعة الحالة التي تنتمي إلى الفضاء  + 1)ℏ2 . لاحظ أننا لا نسلتطيع

فكل شعاع من أشعة القاعدة يعود إلى قيمة ذاتية مختلفة عن القيمة الذاتية للشعاع الاخر من القاعدة،  𝑆𝑧أن نقول نفس الش يء بالنسلبة للمركبة 

 .𝑆𝑧 عاعا ذاتيا للملحوظةوبالتالي كل تركيب خطي لا يعطي بالضرورة ش

 ℇ𝐫 ةإن فضاء الحالا  الكلي عند دراسة جسليم كمومي مع الخذ يعين الاعتبار العزم السلبيني هو الجداء التنسلوري لكل من فضاء الحالا  المداري .3

 أي ℇ𝑠وفضاء حالا  السلبين 

 ℇ = ℇ𝐫⨂ℇ𝑠  (2-116) 

 كل ملحوظة تعمل في فضاء الحالا  المدارية تتبادل مع أي ملحوظة تعمل في فضاء حالا  السلبين.  ولوصف حالة جسليم بصفة تامة لا يكفي أخذ

كقاعدة  { 𝐫 }في الحقيقة، إذا أخذنا التمثيل  ينتمي إلى فضاء الحالا  الكلي.  𝜓 تمي لأحدهما فقط، بل يجب أخذ شعاع الحالة شعاع حالة ين

 فإن شعاعا ما من الأساس الخاص بفضاء الحالا  الكلي سيكون من الشكل ℇ𝑠كقاعدة لفضاء السلبين   { 𝑠,𝑚𝑠 }بينما نأخذ  ℇ𝐫للفضاء 

  𝐫,𝑚𝑠 ≡  𝐫 ⨂ 𝑠,𝑚𝑠  (2-117) 

 تكتب كما يلي { 𝐫,𝑚𝑠 }إن علاقة الانغلاق بالنسلبة لأشعة هذا الأساس 

 ∑ ∫𝑑𝐫 𝐫,𝑚𝑠 ⟨𝐫,𝑚𝑠 

+𝑠

𝑚𝑠=−𝑠

= Ι (2-118) 

 تابة العبارة العامة لشعاع الحالة كتركيب خطي كما يليومنه فيمكن ك

  𝜓 ∈ ℇ ⟶  𝜓 = ∑ ∫𝑑𝐫 𝐫,𝑚𝑠 ⟨𝐫,𝑚𝑠 𝜓 

+𝑠

𝑚𝑠=−𝑠

 (2-119) 

𝒔دراسة العزم الحركي السبيني    = 𝟏 𝟐⁄  مصفوف ات باولي -  

𝒔مصفوفات السبين   = 𝟏  ومصفوفات باولي ⁄𝟐

𝑠سنقوم بتطبيق ما درسناه في هذا الفصل على الحالة الخاصة والمهمة وهي حالة الجسليما  ذا  السلبين نصف  = 1 ، إذن سيأخذ العدد ⁄2

𝑚𝑠المغناطيس ي السلبيني القيمتان  الكمي = ±1 عد فضاء حالا  السلبين ⁄2 هو   (115-2)حسلب العبارة  ℇ𝑠. في هذه الحالة سيكون ب 

 𝑔𝑠=1 2⁄ = 2(1 2⁄ ) + 1 = |}له كأساس المجموعة  والذي نأخذ  2
1

2
,
1

2
⟩ ≡  + , |

1

2
, −

1

2
⟩ ≡ . إن أي شعاع حالة ينتمي إلى { − 

 يمكن كتابته إذن على شكل تركيب خطي لأشعة هذا الأساس ℇ𝑠الفضاء 

  𝜒 = 𝑐1 + + 𝑐2 −  (2-120) 

 (III.4لقد درسنا هذه الحالة في النظرية العامة للعزم الحركي عندما افترضنا في المثال الأول في الفقرة )هي معاملا  النشر والتقنين.  𝑐2و  𝑐1حيث 

𝑗قيمة  = 1   (68-2). فحسلب ⁄2
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{
 

 𝐒2 ± = 𝐒2 |
1

2
, ±

1

2
⟩ =

3ℏ2

4
 ± 

𝑆𝑧 ± = 𝑆𝑧 |
1

2
, ±

1

2
⟩ =

ℏ

2
 ± 

 (2-121) 

 كما يلي (75-2)و  (74-2)و  (71-2)و  (69-2)في هذه القاعدة فقد وجدناها حسلب  𝑆𝑦و  𝑆𝑥و  𝑆𝑧و  𝐒2بالنسلبة للمصفوفا  الممثلة للملحوظا  

 (𝐒2) =
3ℏ2

4
(
1 0
0 1

) (2-122) 

 (𝑆𝑧) =
ℏ

2
(
1 0
0 −1

) ; (𝑆𝑥) =
ℏ

2
(
0 1
1 0

) ;  𝑆𝑦 =
ℏ

2
(
0 −𝑖
𝑖 0

) (2-123) 

كتب المصفوفا  الأخيرة الممثلة للمركبا  الثلاث للملحوظة 
 
 عادة بشكل مختصر  لتصبح 𝐒ت

 (𝐒) =
ℏ

2
𝛔 (2-124) 

 إلى مجموعة مصفوفا  باولي الثلاث ذا  الشكل التالي 𝛔حيث نثشير بالرمز 

 (𝜎𝑥) = (
0 1
1 0

) ;  𝜎𝑦 = (
0 −𝑖
𝑖 0

) ; (𝜎𝑧) = (
1 0
0 −1

) (2-125) 

 (113-2)دل بعلاقا  التبا تحقق هذه مصفوفا  باولي العديد من الخصائص المهمة نترك إثباتها للطالب على شكل تمارين تدريبية وذلك بالاستعانة

 .(125-2)وكذلك تعريف مصفوفا  باولي 

 تمرين

 أثبت أن مصفوفا  باولي تحقق العلاقا  التالية -1

 𝜎𝑥
2 = 𝜎𝑦

2 = 𝜎𝑧
2 = 1 (2-126) 

 𝜎𝑗𝜎𝑘 + 𝜎𝑘𝜎𝑗 = 0 (2-127) 

,𝑗)حيث أنه  𝑘 = 𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑗 ≠ 𝑘) من علاقة المبدل المضاد التالية. في الحقيقة هاتان العلاقتان تنتجان 

 {𝜎𝑗 , 𝜎𝑘} = 𝜎𝑗𝜎𝑘 + 𝜎𝑘𝜎𝑗 = 2Ι𝛿𝑗𝑘  (2-128) 

 أثبت أيضا أن

 [𝜎𝑗, 𝜎𝑘] = 2𝑖𝜎𝑙  (2-129) 

 𝜎𝑗𝜎𝑘 = 𝑖𝜎𝑙  (2-130) 

𝑗بالنسلبة لهاتين العلاقتين الأخيرتين فإنهما صالحتان بحيث أنه إذا كان  = 𝑥, 𝑦, 𝑧  بهذا الترتيب فإن الدليل𝑘 ذا الترتيب يأخذ ه𝑘 = 𝑦, 𝑧, 𝑥 

𝑙هذا الترتيب  𝑙ويأخذ الدليل الثالث  = 𝑧, 𝑥, 𝑦 أي نقوم بتبديل دائري للثلاثية .(𝑥, 𝑦, 𝑧).  سيفيتا -كما يمكن تكثيفها باستعمال تنسلور ليفي

휀𝑗𝑘𝑙 (Levi-civita tensor) كما يلي 

 [𝜎𝑗, 𝜎𝑘] = 2𝑖𝜎𝑙휀𝑗𝑘𝑙  (2-131) 

 حيث

휀𝑗𝑘𝑙 =

{
 

 
1 ⟶     𝑗, 𝑘, 𝑙 تبديل دائري  (زوجي) للقرائن

−1 ⟶  𝑗, 𝑘, 𝑙 تبديل غير دائري  (فردي) للقرائن

0 ⟶          𝑗, 𝑘, 𝑙 تسلاوي  اثنان من القرائن

 

 كما يمكن تكثيف كل العلاقا  السلابقة في العلاقة التالية
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 𝜎𝑗𝜎𝑘 = 𝛿𝑗𝑘 + 𝑖∑휀𝑗𝑘𝑙𝜎𝑙
𝑙

 (2-132) 

 أثبت أيضا أن -2

 Tr(𝜎𝑥) = Tr 𝜎𝑦 = Tr(𝜎𝑧) = 0 (2-133) 

 Det(𝜎𝑥) = Det 𝜎𝑦 = Det(𝜎𝑧) = −1 (2-134) 

𝒔السبين  وصف حالة الجسيم ذو   = 𝟏   السبينور  – ⁄𝟐

ية حتى يكون وصف حالة الجسليم تاما، يجب أن نأخذ في الاعتبار كل درجا  حريته، والتي هي في سياقنا هذا درجا  الحرية المدارية ودرجا  حر 

ℇالسلبين، لذلك قلنا بأن فضاء الحالا  الكلي هو الجداء التنسلوري لكلا فضائي الحالا  المداري والسلبيني  = ℇ𝐫⨂ℇ𝑠 كما قلنا بأن العبارة العامة .

الذي  { 𝐫,𝑚𝑠 }ينتمي إلى هذا الفضاء تكون على شكل نشر على الأشعة المختلفة المكونة للأساس المختار له. فإذا أخذنا الأساس   𝜓 لأي شعاع 

≡ 𝐫,𝑚𝑠 تكتب أشعته   𝐫 ⨂ 𝑠,𝑚𝑠   فإن عبارة شعاع الحالة تكون في هذه حالة السلبين  ،(117-2)كما توضحه العلاقة𝑠 = 1 حسلب  ⁄2

 كما يلي (119-2)العبارة 

  𝜓 = ∑ ∫𝑑𝐫 𝐫,𝑚𝑠 ⟨𝐫,𝑚𝑠 𝜓 

+1 2⁄

𝑚𝑠=−1 2⁄

= ∫𝑑𝐫 [⟨𝐫, + 𝜓      
𝜓+(𝐫)

 𝐫,+ + ⟨𝐫, − 𝜓      
𝜓−(𝐫)

 𝐫, − ] (2-135) 

ل في هذه القاعدة بواسطة معاملا  نشره على هذه القاعدة، أي المعاملا   𝜓 في الحقيقة، إن الشعاع 
 
مَث  ي 

 {
𝜓+(𝐫) = ⟨𝐫, + 𝜓 

𝜓−(𝐫) = ⟨𝐫, − 𝜓 
 (2-136) 

نَصف تماما . ولكن ل𝜓(𝐫)بواسطة دالة الموجة  { 𝐫 }في فضاء الحالا  المدارية قبل إدخال مفهوم السلبين كنا نصف حالة الجملة في تمثيل الموضع 

𝑠حالة جسليم ذو سبين  = 1 واللتان نكتبهما على شكل نسلميه سبينور ذو مركبتين ونرمز له بالرمز  𝜓±(𝐫)يجب أن يكون لدينا كلا الدالتان  ⁄2

 𝜓 (𝐫) ونكتب 

  𝜓 (𝐫) =  
𝜓+(𝐫)

𝜓−(𝐫)
  (2-137) 

∋ 𝜑 إن أي شعاع ‘ . في الحقيقةℇ𝑠و  ℇ𝐫بالعودة إلى الجداء التنسلوري لفضائي الحالا   التكون هذه الصورة عملية أكثر، نقوم بتوضيحه ℇ𝐫 

 ه كما يلييمكن أن نكتب

  𝜑 = ∫𝑑𝐫 𝐫 ⟨𝐫 𝜑 = ∫𝑑𝐫𝜑(𝐫) 𝐫 ∈ ℇ𝐫 (2-138) 

 . أي(120-2)يمكن كتابته على الشكل  ℇ𝑠ينتمي إلى الفضاء   𝜒 ي شعاع بينما ذكرنا من قبل أن أ

  𝜒 = 𝑐+ + + 𝑐− − ∈ ℇ𝑠  (2-139) 

 يمكن الان كتابته كما يلي (135-2)المكتوب بالعبارة   𝜓 إن الشعاع 

  𝜓 =  𝜑 ⨂ 𝜒  (2-140) 

 ستصبح (140-2)و  (136-2)و  (117-2) حسلب 𝜓+(𝐫)فمثلا مركبة السلبينور العليا 

 𝜓+(𝐫) = ⟨𝐫, + 𝜓 = (⟨𝐫 ⨂⟨+ )( 𝜑 ⨂ 𝜒 ) = ⟨𝐫 𝜑 ⟨+ 𝜒 = 𝜑(𝐫)𝑐+ (2-141) 

 على الشكل التالي (137-2)وبهذا التوضيح يمكن أن نكتب السلبينور 

  𝜓 (𝐫) = 𝜑(𝐫)  
𝑐+
𝑐−
  (2-142) 
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 عبارات الدوال التوافقية الكروية الأولى –ملحق 

 

 

(2-143) 
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 ن                         تماري
 

 -محلول  – التمرين الأول 

 تعطى عبارة دالة الموجة التي تصف حالة جسليم في الاحداثيا  الكارتيزية كما يلي:

𝜓(𝐫) = 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑁
𝑥 + 𝑧

 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
 

 هو ثابت التقنين. 𝑁حيث 

 باستعمال التحويلا  بين الاحداثيا  الكارتيزية والكروية أثبت أنه يمكن كتابة دالة الموجة كما يلي: .1

𝜓(𝜃, 𝜑) = 𝑁(sin 𝜃 cos𝜑 + cos 𝜃) 

,𝜓(𝜃اكتب  .2 𝜑) روية بدلالة الدوال التوافقية الك𝑌ℓ
𝑚(𝜃, 𝜑) .)المناسبة. )انظر الجدول خلف الورقة 

 .𝑁ثم أوجد قيمة ثابت التقنين   ℓ,𝑚 بدلالة الأشعة الذاتية   𝜓 أكتب شعاع الكا   .3

 ما هي النتائج الممكنة لكل مقدار؟ وما هو احتمال الحصول على كل نتيجة له؟ 𝐿𝑧و  𝑳2لو نقوم بقياس الملحوظا   .4

ن بين مجموعا  الملحوظا  مَ  .5 ,𝑳2}،  {𝐿𝑧}،  {𝑳2}ن مِّ 𝐿𝑧}  لة  (" ؟(.E.C.O.Cتشكل "مجموعة تامة من الملحوظا  المتبادِّ

 لحـــــــــــــــــــــلا 

 باستعمال التحويلا  بين الاحداثيا  الكارتيزية والكروية التالية: .1

  𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 cos𝜑  و𝑧 = 𝑟 cos 𝜃 ضا وأي𝑟 =  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 :نجد 

𝜓(𝜃, 𝜑) = 𝑁
𝑟 sin 𝜃 cos𝜑 + 𝑟 cos 𝜃

𝑟
 

= 𝑁(sin 𝜃 cos𝜑 + cos 𝜃) 

,𝜓(𝜃كتابة  .2 𝜑)  بدلالة الدوال التوافقية الكروية𝑌ℓ
𝑚(𝜃, 𝜑) 

𝑌ℓحسلب جدول الدوال 
𝑚(𝜃, 𝜑) :نلاحظ أن 

{
𝑌1
0(𝜃, 𝜑) =  (3 4𝜋⁄ ) cos 𝜃              

𝑌1
±1(𝜃, 𝜑) = ∓ (3 8𝜋⁄ )𝑒±𝑖𝜑 sin 𝜃

 

⇒ {
cos 𝜃 =  (4𝜋 3⁄ )𝑌1

0                           

sin 𝜃 cos𝜑 =  (2𝜋 3⁄ )(𝑌1
−1 − 𝑌1

1)
 

⇒ 𝜓(𝜃, 𝜑) = 𝑁 (2𝜋 3⁄ ) 𝑌1
−1 − 𝑌1

1 +  2𝑌1
0  

  ℓ,𝑚 بدلالة الأشعة الذاتية   𝜓  كتابة شعاع الكا  .3

,𝜓(𝜃نعلم أن:  𝜑) = ⟨𝜃, 𝜑 𝜓   و 𝑌ℓ
𝑚(𝜃, 𝜑) = ⟨𝜃, 𝜑 ℓ,𝑚  يمكن أن نكتب: 2، إذن حسلب العبارة السلابقة في السلؤال 

 𝜓 = 𝑁 (2𝜋 3⁄ )  1, −1 −  1,1 +  2 1,0   

 التقنين:مقننة فإننا نتحصل على قيمة ثابت   𝜓 إذا اعتبرنا 

⟨𝜓 𝜓 =  𝑁 2(2𝜋 3⁄ ) 1 + 1 + 2 = 1 

⇒  𝑁 =  (3 8𝜋⁄ ) = 𝑁 

 كما يلي:  𝜓 كعدد حقيقي. فتصبح عبارة  𝑁حيث اخترنا أخذ 

 𝜓 = (1 2⁄ )  2 1,0 −  1,1 +  1, −1   

 واحتمالاتها 𝐿𝑧و  𝐿2نتائج القياس الممكنة للملحوظا   .4
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,(1,1)}هي  (ℓ,𝑚)الممكنة للأعداد الكمية نلاحظ أن القيم   ℓ,𝑚 على الأشعة   𝜓 ة حسلب عبارة النشر لشعاع الحال (1,0), (1, −1)} 

 إذن نتائج القياس الممكنة هي:

{
𝑳2: ℓ(ℓ + 1)ℏ2 = 2ℏ2 → 3 fois dégénérée { 1,1 ,  1,0 ,  1, −1 }     

𝐿𝑧: 𝑚ℏ = (+ ℏ →  1,1 ), (0 →  1,0 ), (− ℏ →  1,−1 ) ⟶ simples
 

 واحتمال العثور على هذه النتائج هي:

{
 
 

 
 
𝒫𝑳2(2ℏ

2) =  ⟨1,1 𝜓  2 +  ⟨1,0 𝜓  2 +  ⟨1, −1 𝜓  2 = 1

𝒫𝐿𝑧(0) =  ⟨1,0 𝜓  2 = 1 2⁄                                                      

𝒫𝐿𝑧(+ℏ) =  ⟨1,1 𝜓  2 = 1 4⁄                                                   

𝒫𝐿𝑧(−ℏ) =  ⟨1, −1 𝜓  2 = 1 4⁄                                               

 

5. {𝑳2} .لة لأنها تملك قيما منحلة  لا تشكل مجموعة تامة من الملحوظا  المتبادِّ

{𝐿𝑧}  ِّلة لأن كل قيمها الذاتية بسليطة.تشكل مجموعة تامة من الملحوظا  المتباد 

 {𝑳2, 𝐿𝑧}  لة لأن الملحوظة  .E.C.O.Cتشكل لوحدها م. .م.م  𝐿𝑧تشكل مجموعة تامة من الملحوظا  المتبادِّ

 

 التمرين الثاني

عطى الجزء الزاوي لدالة الموجة لجملة ما بدلالة المتوافقا  الكروية  𝑌ℓي 
𝑚(𝜃, 𝜑) :كما يلي 

𝜓(𝜃, 𝜑) =
1

 5
 𝑌1

1 +  3𝑌1
0 + 𝑌1

−1  

= 𝜓 𝜓⟩ثم تحقق من أن  𝐿𝑧و  𝑳2المشتركة لكل من   ℓ,𝑚 بدلالة الأشعة الذاتية   𝜓 أكتب شعاع الكا   .1 1. 

 مال الحصول على كل نتيجة له؟ما هي النتائج الممكنة لكل مقدار؟ ماذا تلاحظ ؟ وما هو احت 𝐿𝑧و  𝑳2لو نقوم بقياس الملحوظا   .2

 في نفس الوقت ما هي النتائج الممكنة ؟ وما هو احتمال الحصول على كل نتيجة؟ ماذا تلاحظ؟ فسلر. 𝐿𝑧و  𝑳2لو قمنا بقياس  .3

>، فاثبت أن (ℏ−)هي  𝐿𝑧إذا كانت نتيجة قياس المركبة  .4 𝐿𝑥 >= 0. 

 

 الثالثالتمرين 

عطى هاملتوني جملة ما ب  العلاقة التالة:ي 

𝐻 = (
𝜔0

ℏ
) 𝐿+𝐿− 

±𝐿حيث  = 𝐿𝑥 ± 𝑖𝐿𝑦 و ،𝜔0  .ثابت موجب 

𝑡0)إذا كانت عبارة دالة الموجة التي تصف حالة الجملة في اللحظة الابتدائية  =  في الاحداثيا  الكروية هي: (0

𝜓(𝜃, 𝜑, 𝑡0 = 0) = (−𝑖 3 4𝜋⁄ ) sin 𝜃 

𝐿𝑧و  𝑳2بدلالة  𝐻وني اكتب الهاملت .1
 .𝐿𝑧و  2

يطلب تعيينها  𝐸ℓ,𝑚مرفق بقيمة ذاتية  𝐻، فاثبت أنه أيضا شعاع ذاتي للهاملتوني  𝐿𝑧و  𝑳2هو الشعاع الذاتي المشترك لكل من   ℓ,𝑚 إذا كان  .2

 . 𝑚و   ℓبدلالة 

,𝜓(𝜃انطلاقا من العبارة المعطاة أعلاه، اكتب  .3 𝜑, 𝑡0 = 𝑌ℓبدلالة المتوافقا  الكروية  (0
𝑚(𝜃, 𝜑) .المناسبة 

 ثم تحقق من أنه مقنن.  ℓ,𝑚 بدلالة الأشعة الذاتية   𝜓(0) أكتب شعاع الكا   .4

 ما هي النتائج الممكنة لكل مقدار؟ وما هو احتمال الحصول على كل نتيجة له؟ 𝐿𝑧و  𝑳2لو نقوم بقياس الملحوظا   .5

 نقوم بقياس طاقة الجملة، ما هي النتائج الممكنة؟ وما هو احتمال الحصول على كل نتيجة؟لو  .6

 التي تصف تطور الجملة عبر الزمن.  𝜓(𝑡) أكتب عبارة الكا   .7
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 التمرين الرابع

عطى الجزء الزاوي لدالة الموجة في الاحداثيا  الكروية بالعبارة التالية:   ي 

 𝜓(𝜃, 𝜑) =  1 4𝜋⁄  cos 𝜃 + 𝑒𝑖𝜑 sin 𝜃  

,𝜓(𝜃اكتب  .6 𝜑)  بدلالة المتوافقا  الكروية𝑌ℓ
𝑚(𝜃, 𝜑) .المناسبة 

 ثم تحقق من أنه مقنن.  ℓ,𝑚 بدلالة الأشعة الذاتية   𝜓 أكتب شعاع الكا   .7

 ل الحصول على كل نتيجة له؟ما هي النتائج الممكنة لكل مقدار؟ وما هو احتما 𝐿𝑧و  𝑳2لو نقوم بقياس الملحوظا   .8

ن بين مجموعا  الملحوظا   .9 ,𝑳2}،  {𝐿𝑧}،  {𝑳2}مَن مِّ 𝐿𝑧}  لة  (" ؟(.E.C.O.Cتشكل "مجموعة تامة من الملحوظا  المتبادِّ

 
 

 

 

 




