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Examen final (Mesure et intégration)

A désigne la mesure de Lebesgue sur R.

Exercice 01 (03 points) :
1. Donner la définition d’une tribu sur un ensemble non vide X.

2. Citer le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue.

Exercice 02 (08 points) : Soit X = {1,2,3,4,5}.
1. Soit A ={0,{1},{2},{1,2},{3,4,5},{1,3,4,5},{2,3,4,5}, X }.

Montrer que A est une tribu sur X.

2. On définit Papplication p de A dans R par :
p(@) = p({3,4,5}) =0 p({1}) = p({1,3,4,5}) =1
n({2}) = n({2,3,4,5}) =2 p({1,2}) = p(X) =3.

Montrer que 1 est une mesure sur A.

3. Soit les fonctions ¢ et v, définies de (X, A, u) dans (R, Bg, A) comme suivant :

Ve e X : go(a:) = 2X{1}($) + X{Q}(Qﬁ) + X{3,475}($) ¢($) =2x.

i) Monterer que ¢ est une fonction mesurable.

ii) Monterer que ¥ n’est pas une fonction mesurable.

iii) Calculer/gpdu.
X

Exercice 03 (09 points) : Soit la suite des fonctions { f,}>°,, de (R, Bg, A) dans (R, Bg, ),

1

—2n%x +2n 0<x < —
définie par : Ve € R : f,(z) = ny
0 x<0Vre>-—
n

Tracer la représentation graphique de fi, fs, f3.
Montrer que la suite {f,}5°; est Lebesgue mesurable.

Montrer que la suite {f,,}5°, converge siplement vers f = 0.

=W =

Cette convergence est elle uniforme ?

5. Comparer entre lim fnd)\ et / fdA.

n—-+00

6. Est -ce - qu’on peut apphquer le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue a la
suite {f,}5°, 7



| Corrigé de ’examen final 2020-2021 (Mesure et intégration) |

Exercice 01 (03 points) :

1. (1.5 points) Soit X un ensemble non vide et A est une partie de P(X). On dit que
A est une tribu sur X si et seulement si :

i) De A,
ii) pour toute A € A, on a A° € A.
iii) pour toute _famille dénombrable {A;};c; de A, on a : U A; e A

iel

2. (1.5 points) Soit { f,}22, une suite des fonctions intégrables définie d’un espace mesuré
(X, A, u) dans (R, Bg, A). Supposons que :

(a) {fn}o, converge u—ppt vers une fonction f.

(b) I existe une fonction intégrable g telle que |fn] < g u— ppt pour tout n.

Alors : f est intégrable et f, Lﬂ“) f ( ce qui donne lirf / fndp = / fdu).

Exercice 02 (08 points) : X ={1,2,3,4,5}.
1. (2.5 points) On a :

i) 0 e A,

i) 0c= X € A, {1} ={2,3,4,5} € A, {2}° = {1,3,4,5} € A,
(1,2)¢={3,4,5) € A, {3,4,5}° = {1,2) € A, {1,3,4,5)¢ = {2} € A,
{2,3,4,5})={1} e A, X =0 e A,

i) VAc A:QUA=Ac A, XUA=X e A {1} Uu{2} ={1,2} € A,
{1}u{L,2} ={1,2} € A, {1} U{3,4,5} = {1,3,4,5} € A,

{1} U{1,3,4,5} ={1,3,4,5} € A, {1} U{2,3,4,5} = X € A,

{2y u{L,2} ={1,2} e A, {2} U {3,4,5} = {2,3,4,5} € A,

{2} U{1,3,4,5) = X € A, {2 U{2,3,4,5} = {2,3,4,5} € A,
{3,4,5}U{1,3,4,5} = {1,3,4,5} € A, {3,4,5} U{2,3,4,5} ={2,3,4,5} € A,
{1,3,4,5}U{2,3,4,5} = X € A.

Donc : A est une tribu sur X.
2. (2.5 point) On a :
i) p(0) =0,

ii) pour les ensembles disjoints :
VAe A: p(0U A) = p(A) = p(A),
p({1}U{2}) = pn({1,2}) = 3 = p({1}) + n({2}),
M<{1} U {3747 5}) = N<{17 3,4, 5}) =1= M({l}) + :U’({3747 5})7
M({l} U {2’ 3,4, 5}) = :U'(X> =3= M({1}> + M({27 3,4, 5})7
N({Q} U {37 4, 5}) = M({27 3,4, 5}) =2= M({Q}) + ,u({3, 4, 5})7
u({2} U{1,3,4,5)) = u(X) = 3 = p({2}) + u({1,3,4,5}),
u({1,2} U{3,4,5)) = u(X) = 3 = p({1,2}) + u({3,4,5}).

Donc : p est une mesure sur A.

3. Vo € X p(x) = 2xpy(2) + x3(®) + xp3asy(z)  Y(x) =2

i) (01 point)
lére réponce :
@ est une fonction simple, donc meurable.



2éme réponce :

* {1} € A, donc x(1} est une fonction mesurable.

* {2} € A, donc x{9) est une fonction mesurable.

*{3,4,5} € A, donc xy34,5 est une fonction mesurable.

Alors : ¢ = 2x11y + X423 + X{34,5) est une fonction mesurable.
ii) (01 point) On a {4} € Bg, mais ¢~ '({4}) = {4} ¢ A.

Donc : 9 n’est pas une fonction mesurable.

iif) (01 point) /X pdpi = 20({1}) + p({2}) + p({3.4,5}) = 4.

202z +2n : 0<z<
Exercice 03 (09 points) : Ve € R : f,(z) =

Vios|e
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1. (1.5 points) Représentation graphique :

G

2. (01 point) f, = (—2n%z + 2n)x[07%] produit d’une fonction continue de (R,|.|) dans
(R,[|.]) et la fonction indicatrice d’'une partie Lebesgue mesurable, donc {f,}5°, est
Lebesgue mesurrable.

3. Soit z € R.

* (01 point) Pour 2 <0, on a: f,(z) = 0. Donc, nETOO falz) =0

1
* (1.5 points) Pour z > 0, il existe ng € N* tel que x > —. Alors : f,,(z) = 0,Yn > ny.
o
Donc, lirf fn(z) =0.
n——+0oo

4. (1.5 points) On a:
hril sup |fo(x) — f(z)| = lim sup (—2n’z +2n) = lim 2n = +oo.

zeR n——+0o00 0<z <1 n—-+00

Donc : la convergence n’est pas uniforme.
1
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[ JdX=0A(R) =0 x (+0) =0.
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6. (01 point)
lére réponce : On ne peut pas appliquer théoréme de convergence dominée de Le-

besgue car lim / fndX # | fdX (par contraposition).

n—-+0o R R
2éme réponce : On ne peut pas appliquer théoréme de convergence dominée de Le-
besgue car on ne peut pas trouver une fonction intégrable g telle que |f,| < g u— ppt
pour tout n.



