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Examen de rattrapage (Mesure et intégration)
λ désigne la mesure de Lebesgue sur R.

Exercice01 (03 points) :

1. Donner la définition d’une mesure positive sur une tribu A.
2. Citer le théorème de la convergence dominée de Lebesgue.

Exercice02 (08 points) : Soit A et B de ensembles non vides, tels que A∩B 6= ∅. On pose
X = A ∪B. Soit A = {∅, A,B,A \B,B \ A,A ∩B,A∆B,X}.
Rappelle : A∆B = (A ∪B) \ (A ∩B) = (A \B) ∪ (B \ A).

1. Montrer que A est une tribu sur X.
2. Soit µ une mesure définie sur A, vérifie :

µ(A \B) = 3 µ(B \ A) = 2 µ(A ∩B) = 1.

Calculer µ(A), µ(B), µ(A∆B), µ(X).
3. Soit les fonctions ϕ et ψ, définies de (X,A, µ) dans (R,BR, λ) comme suivant :

∀x ∈ X : ϕ(x) = 2χA\B(x) + 3χB\A(x) + χA∩B(x) ψ(x) = χA(x) + χB(x).

i) Monterer que ϕ et ψ sont des fonctions mesurables.

ii) Calculer
∫
X

ϕdµ.

iii) Calculer
∫
X

ψdµ.

Exercice03 (09 points) : Soit la suite des fonctions {fn}∞n=1, de (R,BR, λ) dans (R,BR, λ),

définie par : ∀x ∈ R : fn(x) =


n : x ∈

[
− 1

2n
,

1

2n

]
0 : x /∈

[
− 1

2n
,

1

2n

]
1. Tracer la représentation graphique de f1, f2, f3.
2. Montrer que la suite {fn}∞n=1 est Lebesgue mesurable.
3. Montrer que la suite {fn}∞n=1 converge siplement vers f ≡ 0.

4. Cette convergence est elle uniforme ?

5. Comparer entre lim
n→+∞

∫
R
fndλ et

∫
R
fdλ.

6. Soit θ une fonction continue sur , et soit ρ la primitive de θ. Montrer que :

lim
n→+∞

∫ +∞

−∞
fn(x)θ(x)dx = ρ′(0) = θ(0)

.



Corrigé de l’examen de rattrapage 20-21 (Mesure et intégration)

Exercice01 (03 points) :

1. (1.5 points) Soit (X,A) un espace mesurable, et soit la fonction µ une application de
A dans R. On dit que µ et une mesure positive si et seulement si :
i) Pour toute A ∈ A, on a µ(A) ≥ 0,
ii) µ(∅) = 0,
iii) pour toute suite dénombrable {An}+∞n=1 des éléments disjoints deux à deux de A, on

a : µ

(
+∞⋃
n=1

An

)
=

+∞∑
n=1

µ(An).

2. (1.5 points) Soit {fn}∞n=1 une suite des fonctions intégrables définie d’un espace mesuré
(X,A, µ) dans (R,BR, λ). Supposons que :
(a) {fn}∞n=1 converge µ−ppt vers une fonction f .
(b) Il existe une fonction intégrable g telle que |fn| ≤ g µ− ppt pour tout n.

Alors : f est intégrable et fn
L1(X,µ)−→ f ( ce qui donne lim

n→+∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ).

Exercice02 (08 points) : A 6= ∅, B 6= ∅, A ∩B 6= ∅, X = A ∪B.
1. On a :

i) (0.5 point) ∅ ∈ A,
ii) (0.5 point) ∅c = X ∈ A, Ac = B \ A ∈ A, Bc = A \B ∈ A, (A \B)c = B ∈ A,

(B \ A)c = A ∈ A, (A ∩B)c = A∆B ∈ A, (A∆B)c = A ∩B ∈ A, Xc = ∅ ∈ A,
iii) (01 point) ∀E ∈ A : ∅ ∪ E = E ∈ A, E ∪ E = E ∈ {A}, X ∪ E = X ∈ A,

A∪B = X ∈ A, A∪ (A \B) = A ∈ A, A∪ (B \A) = X ∈ A, A∪ (A∩B) = A ∈ A,
A ∪ (A∆B) = X ∈ A, B ∪ (A \B) = X ∈ A, B ∪ (B \ A) = B ∈ A,
B ∪ (A ∩B) = B ∈ A, B ∪ (A∆B) = X ∈ A, (A \B) ∪ (B \ A) = A∆B ∈ A,
(A \B) ∪ (A ∩B) = A ∈ A, (A \B) ∪ (A∆B) = A∆B ∈ A,
(B\A)∪(A∩B) = B ∈ A, (B\A)∪(A∆B) = A∆B ∈ A, (A∩B)∪(A∆B) = X ∈ A.

Donc : A est une tribu sur X.
2. (0.5 point) les ensembles A \B,B \ A,A ∩B sont disjoints deux à deux, donc :

i) (0.5 point) µ(A) = µ((A \B) ∪ (A ∩B)) = µ(A \B) + µ(A ∩B) = 4,
ii) (0.5 point) µ(B) = µ((B \ A) ∪ (A ∩B)) = µ(A \B) + µ(A ∩B) = 3,
iii) (0.5 point) µ(A∆B) = µ((A \B) ∪ (B \ A)) = µ(A \B) + µ(B \ A) = 5,
vi) (0.5 point) µ(X) = µ((A\B)∪(B\A)∪(A∩B)) = µ(A\B)+µ(B\A)+µ(A∩B) = 6.

3. ∀x ∈ X : ϕ(x) = 2χ{1}(x) + χ{2}(x) + χ{3,4,5}(x) ψ(x) = x.

i) (1.5 points)
1ère réponce :
ϕ et ψ sont des fonctions simples, donc mesurables.
2ème réponce :
* A ∈ A, donc χA est une fonction mesurable,
* B ∈ A, donc χB est une fonction mesurable,
* A \B ∈ A, donc χA\B est une fonction mesurable,
* A \B ∈ A, donc χB\A est une fonction mesurable,
* A \B ∈ A, donc χA∩B est une fonction mesurable.
Alors :
* ϕ = 2χA\B + χB\A + 3χA∩B est une fonction mesurable.
* ψ = χA + χB est une fonction mesurable.
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ii) (01 point)
∫
X

ϕdµ = 2µ(A \B) + µ(B \ A) + 3µ(A ∩B) = 11.

iii) (01 point) On a :
ψ = χA + χB = χ(A\B)∪(A∩b) + χ(B\A)∪(A∩b) = χA\B + χB\A + 2χA∩B.
(0.5 points) Alors :∫
X

ψdµ = µ(A \B) + µ(B \ A) + 2µ(A ∩B) = 7.

Exercice03 (09 points) : ∀x ∈ R : fn(x) =


n : x ∈

[
− 1

2n
,

1

2n

]
0 : x /∈

[
− 1

2n
,

1

2n

]
1. (1.5 points) Représentation graphique :

2. (1.5 point) fn = χ[− 1
2n
, 1
2n

], et [− 1

2n
,

1

2n
] est une partie mesurable, donc {fn}∞n=1 est

Lebesgue mesurable.
3. (1.5 point) Soit x ∈ R,

il existe n0 ∈ N∗ tel que |x| > 1

n0

. Alors : fn(x) = 0,∀n ≥ n0.

Donc, lim
n→+∞

fn(x) = 0.

4. (1.5 points) On a :
lim

n→+∞
sup
x∈R
|fn(x)− f(x)| = lim

n→+∞
n = +∞.

Donc : la convergence n’est pas uniforme.

5. (1.5 points) On a :
∫
R
fndλ =

∫ 1
2n

− 1
2n

ndx = 1. Alors : lim
n→+∞

∫
R
fndλ = 1.∫

R
fdλ = 0.λ(R) = 0× (+∞) = 0.

Donc : lim
n→+∞

∫
R
fndλ 6=

∫
R
fdλ.

6. (1.5 points)
On a :

lim
n→+∞

∫ +∞

−∞
fn(x)θ(x)dx = lim

n→+∞

∫ 1
2n

− 1
2n

nθ(x)dx = lim
n→+∞

n

[
ρ

(
1

2n

)
− ρ

(
− 1

2n

)]
.

On pose h =
1

2n
, alors :

lim
n→+∞

∫ +∞

−∞
fn(x)θ(x)dx = lim

h
>−→0

ρ(h)− ρ(−h)

2h
= ρ′(0) = θ(0).
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