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Examen de rattrapage (Mesure et intégration)

A désigne la mesure de Lebesgue sur R.

Exercice 01 (03 points) :
1. Donner la définition d’'une mesure positive sur une tribu A.

2. Citer le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue.

Exercice 02 (08 points) : Soit A et B de ensembles non vides, tels que AN B # (). On pose
X =AUB.Soit A={0,A,B,A\ B,B\ A, AN B,AAB, X}.
Rappelle : AAB=(AUB)\ (ANB)=(A\B)U(B\A).

1. Montrer que A est une tribu sur X.

2. Soit p une mesure définie sur A, vérifie :
pA\B) =3  u(B\A)=2 puANB)=1

Calculer p(A), u(B), u(AAB), u(X).
3. Soit les fonctions ¢ et v, définies de (X, A, u) dans (R, Bg, ) comme suivant :

Vr € X : p(x) = 2xa\5(7) +3xp\a(z) + xanp(z)  ¥(z) = xa(®) + xB(2).
i) Monterer que ¢ et 1) sont des fonctions mesurables.

ii) Calculer/ odpu.
X

iii) Calculer/wd,u.
X

Exercice 03 (09 points) : Soit la suite des fonctions { f,}22 ,, de (R, Bg, A) dans (R, Bg, \),
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n . xe —2—,2—

définie par : Vz € R : f,(z) = 171 171
0 : — 0

v ¢ 2n’ 2n

Tracer la représentation graphique de f1, fo, f3.
Montrer que la suite {f,,}°°; est Lebesgue mesurable.

Montrer que la suite {f,}5°; converge siplement vers f = 0.

=W

Cette convergence est elle uniforme ?

5. Comparer entre lim /fnd/\ et/fd)\.
R R

n—-+o0o

6. Soit 6 une fonction continue sur , et soit p la primitive de . Montrer que :

+o00

Jim [ fa(@)8(z)d = p'(0) = 6(0)



| Corrigé de 'examen de rattrapage 20-21 (Mesure et intégration)

Exercice 01 (03 points) :

1. (1.5 points) Soit (X,.4) un espace mesurable, et soit la fonction p une application de
A dans R. On dit que p et une mesure positive si et seulement si :
i) Pour toute A € A, on a u(A) > 0,

ii) p(0) =0,

iii) pour toute suite dénombrable {A, },;> des éléments disjoints deux a deux de A, on

+oo +oo
n=1 n=1
2. (1.5 points) Soit { f,}52, une suite des fonctions intégrables définie d’un espace mesuré

(X, A, u) dans (R, Bg, A). Supposons que :
(a) {fn}o°, converge u—ppt vers une fonction f.

(b) Tl existe une fonction intégrable g telle que |f,| < g u— ppt pour tout n.
1
Alors : f est intégrable et f, L f (ce qui donne lim / fudp = / fdu).
X X

n—-+o00

Exercice 02 (08 points) : A% (), B#0),ANB#0,X =AUB.
1. On a:

i) (0.5 point) 0 € A,

ii) (0.5 point) (=X e A, A*=B\Ae€ A B°=A\Be A (A\B)°=BE€A,
(B\A=Aec A (AnNB)*=AABec A, (AAB)*=ANBe A X =0€ A,

iii) (01 point) VE€ A:0UE=Ec A EUE=Ec{A}, XUE=X € A,
AUB=X e A AU(A\B)=Ac A, AUB\A)=Xec A AU(ANB)=A€c A,
AU(AAB)=X e A, BU(A\B)=X€e A BU(B\A)=BEeA,
BUANB)=Be€e A BU(AAB)=Xec A (A\B)U(B\A)=AABec A,
(A\B)UANB)=Ac A, (A\ B)U(AAB)=AAB € A,

(B\A)U(ANB) =B € A, (B\A)U(AAB) = AAB € A, (ANB)U(AAB) = X € A.

Donc : A est une tribu sur X.

2. (0.5 point) les ensembles A\ B, B\ A, AN B sont disjoints deux & deux, donc :

i) (0.5 point) u(A) = pu((A\ B)U(ANB)) = pu(A\ B) + p(ANB) =4,

ii) (0.5 point) u(B) = u((B\ A)U(ANB)) = u(A\ B) + u(ANB) =3,

iii) (0.5 point) u(AAB) = u((A\ B)U(B\ A)) = u(A\ B) + u(B\ A) = 5,

vi) (0.5 point) u(X) = pu((A\B)U(B\A)U(ANB)) = u(A\B)+u(B\A)+u(ANB) = 6.

3. Ve e X : gp(x) = 2X{1}(l’) + X{Q}(ﬂ?) + X{3,475}(33') 1/)(%) =x.

i) (1.5 points)
lére réponce :

@ et 1 sont des fonctions simples, donc mesurables.
2éme réponce :

* A€ A, donc x4 est une fonction mesurable,

* B e A, donc xp est une fonction mesurable,

* A\ B € A, donc x4\ p est une fonction mesurable,

* A\ B € A, donc xp\4 est une fonction mesurable,

* A\ B € A, donc xanp est une fonction mesurable.
Alors :

* ¢ =2xa\B+ XB\4 + 3Xanp est une fonction mesurable.
* ) = xa + xp est une fonction mesurable.
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ii) (01 point) /Xgpd,u =2u(A\ B)+ u(B\ A) +3u(ANB) =11.

iii) (01 point) On a :
Y = X4+ XB = X(A\B)uAnb) T X(B\A)u(Anb) = XA\B T XB\A + 2X4nB-
(0.5 points) Alors :

/)(wdu:u(A\B)+u(B\A)+2u(AﬂB):7.
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Exercice 03 (09 points) : Vo € R: f,(z) = 177’ 1”
0 _
v¢ 2n’ 2n
1. (1.5 points) Représentation graphique :
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2. (1.5 point) | LI ¢ ble, donc { £}, est
. (1.5 po = = =
poin n = XL L€ 577" 57,) €St une partie mesurable, donc {fnjz2, es

Lebesgue mesurable.
3. (1.5 point) Soit x € R,
1
il existe ng € N* tel que || > —. Alors : f,,(z) = 0,Vn > ny.
To
Donc, lim f,(z)=0.
n—+o00
4. (1.5 points) On a:
lirf Sup |fu(x) — f(z)| = lirf n = +o0.
Donc : la convergence n’est pas uniforme.

5. (1.5 points) Ona:/fndA:/Q" ndz = 1. Alors : lim /fnd)\:l.

n—-+o00 R

/fdA—O)\ R) = 0 x (400) = 0.

Donc : lim /fnd)\#/fd)\

n—+oo

6. (1.5 points)

On a: )

li +oo O(x)d li ” O(x)d li L
n—1>I—iI-1c>o o fn(x) (l’) T n—1>I-Foo _% n (.73) v n—1>I-Poon [P <%> P (__

1
On pose h = —, alors :
- () — p(~h)

. T p — P\~ 7 _

im - fa(2)0(z)dz = hlglo 5h = p'(0) = 0(0)



