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Examen de rattrapage (Meure et intégration)

1
Exercice 01 (07 points) : Soit A= {0} U{ACR: : A=A}, oud!= {—,az € A}.
T

1. Montrer que A est une tribu sur R7.

2. Donner un exemple de A € A, différent de ) et différent de R? .

3. Soit la fonction f de (R?,.A) dans (R, Bg) définie par : f(z) = |Inz|.
Montrer que f est une fonction mesurable.

4. Soit la fonction g de (R, .A) dans (R, Bg) définie par : g(z) = In .
Montrer que g n’ est pas une fonction mesurable.
5. Montrer qu'une fonction i de (R*, A) dans (R, Bg) est mesurable si et seulment si :

Xz

Vz € RY : h(l) — h(z)

Exercice 02 (08 points) : A désigne la mesure de Lebesgue sur R.
Soit la suite des fonctions {f,}n2,, définit de (R%, L(RY)) dans (R, Bgr), définie par :

Vo e RY: fo(z) = (@ + 2" +1) 7.

1. Montrer que la suite {f,}>2, est Lebesgue mésurable.
2. Montrer que la suite {f,}52, est Lebesgue intégrable.
3. Montrer que la suite {f,,}°°, converge siplement vers la fonction f, définie par :

11 s 0<r <l
flz) = — o221

T

4. Montrer que Vn € N,V > 0: f,(z) < f(z).

5. Montrer que fonction f est Lebesgue intégrable.
+00
6. Endéduire lim fn(x)dz.

n—-+o0o 0

1
(1+a2%)(1+y)

Exercice 03 (05 points) : Soit la fonction f définie sur R? par : f(z,y) =

1. Rappeler lethéoréeme de Fubini-Tonelli.

2. Justifier la mesurabilité de la fonction f.
+oo

3. Calculer f(z,y)dy.
0

+oo +oo
4. Endéduire la valeur de / f(z,y)dxdy.
0 0



 Corrigé de 'examen de rattrapage (Mesure et intégration) |

Exercice 01 (07 points) :
1
A={0}U{ACR: A=A} ou A = {;,x c A}.

1. On a:
i) D e A,

ii) Soit A € A, on montre que A° € A.
1
Soit x € A¢, alors — gé A. Alors — € A i.e A°C (A9)!
et de méme (A°)~1 C A¢, donc AC = (A°)71 alors A¢ € A.

iii) Soit {A4,,}°° A, on montre que U A, e A

n=1
Soit = € U A, il existe ng tel que v € A,,. Donc : — € 4,,, ie. — € U A,.
x x

n=1
-1 0o -1

Alors [j A, C (G An) , et de méme (U An> - Ej A,,
n=1 n=1 n=1 n=1
o] o] -1 (o]

donc U A, = (U An> , alors U A, €A
n=1 n=1 n=1

Donc : A est une tribu sur X.
2. Example : {—1,1} € A
3. Montrons que la fonction f définie par f(z) = |Inz| est mesurable. Soit a € R.
*Sia<0alors f7}(] —o0o,a]) =0 € A
*Sia>0alors f71(] — 0o,al) =]e™? e[€ A.
Donc : f est mesurable.
4. Montrons que la fonction g définie par g(x) = Inx n’est pas mesurable.

On a g-}(] — 00, 1) =)0, e[¢ A.
Donc : g n’est pas mesurable.

5. Soit h une fonction de (R ,.A) dans (R, Bg).
= Supposons que h est mesurable.

1 1 1
S’il existe zp > 0 tel que h (—) # h(xg) alors h (—) < h(zp) ou h (—) > h(zo).
o o Lo

1 1
Supposons par example que h (—) < h(wp), alors zo ¢ h™* G —00, —}) )
Zo Zo

1 1 1
Mais h~* Q —00, —]) cAet —eh! G —00, —} ), ce qui donne une contradiction.
Zo Zo ZTo
< Soit a € R. Alors : ) .
r€h Y] —o00,a)) & h(z)<ae -<as —€h (] -o00,d).
x

T
Donc : h est mesurable.

Exercice 02 (08 points) : Vo € R" : f,(z) = (2*" + 2" + 1)_%
L. {f.}°°, est continue, donc {f,}52, est Lebesgue mesurable.
1
2. La fonction f est localement intégrable, équivaent a — au voisinage de I'infini. Donc,
x
fn est intégrable.
3. *Pour0<z <1l ona: lim fo(z)= lim (2> +2"+1)"% =1.

n—-+o0o n—-+o0o

1 1 1
* t = - g =
Pour x > 1, on a : nl_l)riloo fo(z) = nl_l}I_Eloo xz(l +a " a7 ) 5



3=

4. *Pour 0<z<1l,ona: (z?+a"+1)"» < 1.

1

*Pourx>1,ona:(x2”+:17”+1)_%§ 5
x

Done f,(x) < f(z).
+oo
5. On a: / lg(x)|dz = 2 < +00. Donc : g est Lebesgue intégrable.
0

6. 0 < f, < g, et g est Lebesgue intégrable. Donc {f,}5°, est Lebesgue intégrable.
+oo +0o0

7. Ona: lim fo(z)de = f(z)dx = 2.

n—-4oo 0 0
1
(1+2%y)(1+y)

1. Théoréme de Fubini-Tonelli : Soient f une fonction mesurable de (X1 x X5, A1 @A)
dans R, . Supposons que i1, fto sont o— finies. Alors :

Exercice 03 (05 points) : f(z,y) =

, x>0,y >0.

(a) Les fonctions z; — f(z1, xe)dps, xo — f(zq, x9)duy sont respectivement
X2 Xl
Ai, Ay mesurables.

(b) /XIXX2 f(x1, 22)dp @ps = /X1 ( . f($17$2)dﬂ2) dpy = /X2 ( - f<$1,$2)d,u1) dpia.

2. f est continue, donc mesurable.
oo o] x? 1 2Inzx
3. x,y)dy = — dy = )
0 J (@, y)dy /0 x2—1[1—|—x2y 1+y} Y
4. Puisque f est positive, mesurable, on peut appliquer théoréeme de Fubini-Tonelli. Alors :

+oo +oo
/ f(x,y)dzdy = / f(z,y)dyde
R2 0 0

/+°°(ln3: ln:c)
= — dz
0 r—1 x+1

oo 1 1
nz.lnle — 1| —Ina.1 1] - - d
Inz. ln|x | —Inz.In(z +1)]; /0 (a:(x—l) x(g:—{—l)) !
+00 1 1 2

+ [
0 r—1 z+1 =z
In|z—1]+In(z+1) —2Inz]S
+00.




