
Chapitre1: Séries

1 Séries numériques

De�nition 1 Soit (un)n une suite de nombres réels. On appelle une séries

numériques de terme général un; l�expression
+1X
n=0

un:

1.1 Convergence des séries

On dit que la série de terme général un est convergente ssi la suite (Sn)n dé�nie

par Sn =
nX
k=0

uk est convergente. Notée S, la limite de la suite (Sn)n quand n

tend vers l�in�ni. On écrit alors: S =
+1X
n=0

un:

Exemple: Etudier la séries
+1X
n=0

qn pour jqj < 1:

On a Sn =
nX
k=0

qk = 1 + q + q2 + ::: + qn = 1�qn+1
1�q �!

n!1
0: Donc la séries

géométrique
+1X
n=0

qn est converge vers 0:

1.2 Condition nécessaire de convergence

Theorem 2 Pour que la série de terme général un soit convergente, il est néces-
saire que un = 0. Mais cette condition n�est pas su¢ sante.

Proof. On a, pour tout entier n � 1; un = Sn � Sn�1. La convergence de la
suite (Sn)n entraîne l�égalité limn!+1 un = 0.

Remark 3 La réciproque n�est pas vraie,
1X
n=0

1
n diverge mais limn!+1

1
n = 0:

1.3 Reste d�un séries

Soit
+1X
n=0

un une séries numériques. On appelle reste d�order n de la séries
+1X
n=0

un

la quantité Rn = S � Sn =
+1X

k=n+1

uk.

Exemple: ln (1 + x) = x� x2

2 +
x3

3 + :::+
(�1)n�1xn

n +Rn:
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1.4 Operation sur les séries

� Si
+1X
n=0

un converge et � 2 R alors
+1X
n=0

�un converge.

� Si
+1X
n=0

un diverge et � 2 R alors
+1X
n=0

�un diverge.

� Si
+1X
n=0

un converge et
+1X
n=0

vn converge alors
+1X
n=0

(un + vn) converge.

� Si
+1X
n=0

un converge et
+1X
n=0

vn diverge alors
+1X
n=0

(un + vn) diverge.

� Si
+1X
n=0

un diverge et
+1X
n=0

vn diverge alors
+1X
n=0

(un + vn) cas non réglé.

1.5 Séries à termes positifs

Theorem 4 (Critère de comparaison) Soient
+1X
n=0

un et
+1X
n=0

vn deux séries

à termes positifs. Supposons que un � vn; 8n 2 N, donc

1. Si
+1X
n=0

un est divergente, alors
+1X
n=0

vn est divergente.

2. Si
+1X
n=0

vn est convergente, alors
+1X
n=0

un est convergente.

Exemple: Etudier la séries
+1X
n=0

1
n(n+3) :

En e¤et, la suit 1
n(n+3) �

1
n(n+1) et

+1X
n=0

1
n(n+1) = limn!+1

nX
k=0

�
1
k �

1
k+1

�
=

limn!+1 1 � 1
n+1 = 1: D�ou, d�aprés le critère de comparaison, on déduir

que
+1X
n=0

1
n(n+3) convergente.

Theorem 5 (Theorem d�équivalent) Soient (un)n et (vn)n deux suites à
termes positifs. Supposons que

lim
n!+1

un
vn
= 1;

2



alors les deux séries
+1X
n=0

un et
+1X
n=0

vn sont de même nature.

Exemple: Etudier la séries
+1X
n=0

un =
+1X
n=0

1
n2 :

Soit vn = 1
n(n+1) , on a limn!+1

un
vn
= 1; entraîne

+1X
n=0

un est de même nature

que
+1X
n=0

vn:

Theorem 6 (Critère de D�Alembert ) Soit
+1X
n=0

un une séries à termes stricte-

ment positifs et soit limn!+1
un+1
un

= l, alors:

1. Si l < 1;
+1X
n=0

un converge,

2. Si l > 1;
+1X
n=0

un diverge,

3. Si l = 1; on ne peut pas conclure.

Exemple: Etudier la séries
+1X
n=0

n!
nn :

En appliquant le critère de D�Alembert, on obtient: limn!+1
un+1
un

=

limn!+1

�
n
n+1

�n
= 1

e < 1 et la séries est convergente.

Theorem 7 (Critère de Cauchy) Soit
+1X
n=0

un une séries à termes stricte-

ment positifs et soit limn!+1 n
p
un = l, alors:

1. Si l < 1;
+1X
n=0

un converge,

2. Si l > 1;
+1X
n=0

un diverge,

3. Si l = 1; on ne peut pas conclure.
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Exemple: Etudier la séries
+1X
n=0

nlnn

(lnn)n :

En appliquant le critère de Cauchy, on obtient: limn!+1 n

q
nlnn

(lnn)n =

limn!+1
n
1
n
lnn

lnn = 0 < 1 et la séries est convergente.

Theorem 8 (Critère de comparaison avec une intégrale) Soit f une fonc-
tion positifs dé�nie sur [1;+1[ et décroissente; tel que limx!+1 f (x) = 0; et

soit
+1X
n=0

un une séries à termes positifs. Supposons que un = f (n) ; 8n � 1,

donc

+1Z
1

f (x) dx et
+1X
n=0

un sont de même nature.

Exemple: Etudier la séries
+1X
n=0

1
n :

La fonction x ! 1
x est positive, décroissente et tend vers 0: Par suit,

on peut appliquer le critère de comparaison avec une intégrale. On a

limt!+1

tZ
1

1
xdx = limt!+1 ln t = +1; donc la séries

+1X
n=0

1
n est divergente.

1.6 Séries à termes de signe quelconque

De�nition 9 (Séries absolument convergentes) Soit
+1X
n=0

un une séries numérique

réelle. On dit qu�elle est absolument convergente si la séries
+1X
n=0

junj converge.

L�étude de la convergence absolue d�un séries est la même que celle de la
convergence d�un séries de termes positive.

Theorem 10 Toute séries absolument convergente est convergente.

Exemple: Etudier la séries
+1X
n�1

xn

n ; x 2 R et jxj < 1:

En appliquant le critère de D�Alembert, on obtient: limn!+1

���un+1un

��� =
limn!+1

n
n+1 jxj = jxj < 1; donc la séries

+1X
n�1

xn

n est absolument convergente.

D�ou, d�aprer le théorème présédente elle est convergent.

De�nition 11 (Séries semi-convergentes) Une séries est dit semi-convergente
si elle convergente sans être absolument convergente.

4



Exemple: La séries alternée
+1X
n=0

(�1)n
n est convergente, mais elle n�est pas

absolument convergente, c.à.d
+1X
n=0

(�1)n
n est semi-convergente.

De�nition 12 (Séries alternés) Soit (un)n une suite de signe constant. On
appelle séries alternée une séries numérique dont le terme géneral vn est de la
forme vn = (�1)n un:

Exemple:

1. La séries
+1X
n=0

(�1)n�1
n est une séries alternée; on l�appelle séries harmonique

alternée.

2. La séries
+1X
n=0

(�1)n�1
n2 est une séries alternée; on l�appelle séries Riemann

alternée.

Theorem 13 Si la suite (un)n est positive, décroissente et converge vers 0:

Alors la séries
+1X
n=0

(�1)n un est convergente.

Theorem 14 (Critère D�Abel) Soit
+1X
n=0

un une séries numérique réelle tel

que un = anbn; où an; bn (n 2 N) sont des nombres réels, avec

1. La suite (bn)n est converge vers 0 et monotone (bn � bn+1;8n 2 N) ;

2. La suite des somme partielles
nX
k=0

ak de la séries
+1X
n=0

an soit bornée

 
9M > 0;8n 2 N :

�����
nX
k=0

ak

����� �M
!
:

Alors la séries
+1X
n=0

anbn converge.

Exemple:Les séries
X
n�1

cosnx
n et

X
n�1

sinnx
n sont convergente.

Theorem 15 (Critère Dirichlet) Si la suite (an)n est monotone et bornée,

et la séries
+1X
n=0

bn converge, alors la séries
+1X
n=0

anbn est aussi convergente.
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Exemple: Etudier la séries
+1X
n�1

sin�n
n ; � 2 R.

a) Si � = k�; sin�nn est identiquement null 8n 2 N, la séries converge.
b) Supposons � 6= k�; 8k 2 N

nX
k=1

sin (�k) =
nX
k=1

2(sin(�k)) sin(�2 )
2 sin(�2 )

= 1
2

nX
k=1

cos(� 2k�1
2 )�cos(� 2k+1

2 )
sin(�2 )

= 1
2

(cos(�2 )�cos(
3�
2 ))+:::+cos(�

2n�1
2 )�cos(� 2n+1

2 )
sin(�2 )

= 1
2

cos(�2 )�cos(
(2n+1)�

2 )
sin(�2 )

:

En passant aux valeurs absolues, on peut écrire:�����
nX
k=1

sin (�k)

����� � 1

2

��cos ��2 ���+ ���cos� (2n+1)�2

������sin ��2 ��� � 1��sin ��2 ��� :
Donc la suite des sommes partielle de la séries

+1X
n=1

sin�n est bornée. D�autre

part la suite
�
1
n

�
n
est monotone et bornée. D�où, d�aprés le critère de Drich-

let, la séries
+1X
n=1

sin�n
n est convergent.

2 Séries de fonctions

2.1 Suites de fonctions

De�nition 16 Soit (fn (x))n une suite de fonction dé�nie sur D � R. On dit
que f converge simplement sur D si 8x0 2 D; la suit fn (x0) converge sur R.

Example 17 Etudier la suite fn (x) = xn; x 2 R et jxj � 1:

� Si x = 1 on a fn (1) = 1:

� Si 0 � x < 1 on a 0 � xn < 1 cela implique limn!1 x
n = 0

D�où, la suite fn (x) est convergent vere f (x) =
�

1; x=1
0; 0�x<1 :

2.2 Convergence simple et uniforme d�une suite de fonc-
tion

De�nition 18 (Convergence simple) Soit (fn (x))n une suite de fonction
dé�nie sur D � R. On dit que f converge simplement sur D si:

8" > 0;8x 2 D;9n0 ("; x) 2 N : 8n � n0 ("; x) =) jfn (x)� f (x)j < ":

On écrit: fn ! f:
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Example 19 Etudier la suite fn (x) = xn; x 2 R et jxj � 1:

On a fn ! f et f (x) =
�

1; x=1
0; 0�x<1 , alors jfn (x)� f (x)j =

�
0; x=1

xn; 0�x<1 :
Soit " > 0: On a

jfn (x)� f (x)j = xn < "

=) n lnx < ln "

=) n >
ln "

lnx

=) n0 ("; x) =

�
ln "

lnx

�
+ 1:

De�nition 20 (Convergence uniforme) Soit (fn (x))n une suite de fonc-
tion dé�nie sur D � R. On dit que fn converge uniformement vers f sur
D si:

8" > 0;9n0 (") 2 N : 8n � n0 ("; x) ;8x 2 D =) jfn (x)� f (x)j < ":

On écrit: fn � f:

Proposition 21 Si fn � f sur D; alors fn ! f sur D:

Theorem 22 Soit (fn (x))n une suite de fonction dé�nie sur D � R. Alors

fn � f () lim
n!1

sup
x2D

jfn (x)� f (x)j = 0:

Example 23 Etudier la convergence uniforme de la suite fn (x) = xn; x 2 R
et jxj � 1:

On a fn ! f et f (x) =
�

1; x=1
0; 0�x<1 , pour 0 � x < 1; jfn (x)� f (x)j = xn;

alors supx2[0;1[ jfn (x)� f (x)j = supx2[0;1[ xn = 1;Donc limn!1 supx2D jfn (x)� f (x)j =
limn!1 1 = 0: D�où, la convergent de la suite fn (x) n�est pas uniforme.

Theorem 24 Soit (fn (x))n une suite de fonction continue sur [a; b]. Alors

fn � f =) f est continue sur [a; b] :

2.3 Séries de fonctions

De�nition 25 Soit (fn (x))n une suite de fonction dé�nie sur D � R. On

appelle série de la suite (Sn)n tel que Sn (x) =
nX
k=0

fk (x) la série de fonc-

tion
1X
n=0

fn (x). Si limn!1 Sn (x) = S (x) ; 8x 2 D existe on dit que la série

1X
n=0

fn (x) converge et
1X
n=0

fn (x) = S (x). Si non diverge.
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Example 26 Etudier la séries
+1X
n=0

xn pour x 2 [0; 1[ :

On a Sn (x) =
nX
k=0

fk (x) =
1�xn+1
1�x ; x 2 [0; 1[ et limn!0 Sn (x) =

+1X
n=0

xn =

1
1�x = S (x) ; x 2 [0; 1[. D�où, la série converge et

1X
n=0

xn = 1
1�x ; x 2 [0; 1[ :

De�nition 27 (Convergence uniforme) Soit
+1X
n=0

fn (x) une série de fonc-

tion dé�nie sur D � R. On dit que
+1X
n=0

fn (x) converge uniformement sur D si

la suite (Sn (x))n

 
Sn (x) =

nX
k=0

fk (x)

!
converge uniforemement sur D:

Theorem 28 Soit (fn (x))n une suite de fonction dé�nie sur D � R. Si

1. fn est continue 8n 2 N sur D:

2.
+1X
n=0

fn � f sur D:

Alors f est continue sur D:

Corollary 29 Si fn est continue 8n 2 N sur [a; b] et
+1X
n=0

fn � f alors f est

continue sur [a; b] :

Example 30 Etudier la convergence uniforme de la séries
+1X
n=0

x (1� x)n sur

[0; 1] :

On a fn (0) = fn (1) = 0 et si 0 < x < 1;

lim
n!1

Sn (x) = lim
n!1

nX
k=0

x (1� x)k = lim
n!1

nX
k=0

x (1� x)k = lim
n!1

x
nX
k=0

(1� x)k = x lim
n!1

1� (1� x)n+1

1� (1� x) = x
1

x
= 1:

Alors

f (x) =
+1X
n=0

x (1� x)n =
�

1; 0 < x < 1

0; x = 0 ou x = 1
:

Comme f (x) n�est pas continue, donc d�aprés la corollaire 29 la converge n�est
pas uniforme.
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De�nition 31 (Convergence normale) Soit
+1X
n=0

fn (x) une série de fonction

dé�nie sur D � R. On dit que
+1X
n=0

fn (x) converge normalement sur D si existe

une suite (an)n tel que jfn (x)j � an 8n 2 N; 8x 2 D et
+1X
n=0

an est une série

numérique convergente.

Example 32 Est-ce-que la série
+1X
n=0

fn (x) =
+1X
n=0

x2

n3 est converge normalement

sur D = [1; 2]?

On a 8n 2 N:
��� x2n3 ��� � 4

n3 = an 8x 2 [1; 2] et la série
+1X
n=0

an =

+1X
n=0

4
n3 est

convergente. Alors
+1X
n=0

x2

n3 converge normalement.

Theorem 33 Si
+1X
n=0

fn (x) converge normalement sur D alors
+1X
n=0

fn � f sur

D:

Résumé:

C.A
% -

C.N C.S
& %

C.U

Example 34 Est-ce-que la série
+1X
n=0

fn (x) =

+1X
n=0

(�1)n
n+x2 est converge normale-

ment sur D = [1; 3]?

On a
+1X
n=0

��� (�1)nn+x2

��� = +1X
n=0

1
n+x2 ; x �xe in [1; 3] : Alors

+1X
n=0

1
n+x2 diverge cela

implique la série
+1X
n=0

(�1)n
n+x2 est n�est pas absolument convergente. En déduire

+1X
n=0

(�1)n
n+x2 n�est pas converge normalement.
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3 Séries entières

De�nition 35 On appelle série entière toute série de la forme
+1X
n=0

anz
n tel que

a 2 C et z 2 C.

Example 36

1.
+1X
n=0

zn = 1
1�z ; jzj < 1: fz 2 C, jzj < 1g = D (0; 1)

2.
+1X
n=0

zn

n = 1
1�z ; jzj < 1. On pose un = zn

n =)
���un+1un

��� = ��� zn+1n+1 :
n
zn

��� =
n
n+1 jzj : Alors

lim

����un+1un

���� = jzj si jzj < 1 =) +1X
n=0

zn

n
converge absolument.

Lemma 37 (ABEL) Si il existe z0 2 C tel que
+1X
n=0

anz
n
0 converge absolument.

Alors
+1X
n=0

anz
n converge absolument pour tout z tel que jzj < jz0j :

3.1 Rayon de convergence

Theorem 38 Soit
+1X
n=0

anz
n une série entière. Alors il existe un nombre réel

R � 0 (éventuellement=1). Si jzj < R alors
+1X
n=0

anz
n converge absolument et

si jzj > R; alors
+1X
n=0

anz
n diverge. R appellé le rayon de convergence.

Remark 39

� Si R = 0; alors
+1X
n=0

anz
n converge uniquement pour z = 0:

� Si R = +1; alors
+1X
n=0

anz
n converge por tout z 2 C.

� Si R est �ni; alors
+1X
n=0

anz
n converge dans le disque D (0; R) :
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3.2 Calcule du rayon de convergence

Soit
+1X
n=0

anz
n une série entière. Le rayon de convergence est donnée par les de

relation suivantes

1. R = limn!1

��� an
an+1

��� :
2. R = 1

limn!1 sup n
p
janj

:

Example 40 (2) Trouver le rayon de convergence de la série suivante

+1X
n=0

n!

nn
zn:

On a ���� anan+1
���� = (n+ 1)!

(n+ 1)
n+1

nn

n!
=

�
n

n+ 1

�n
=

�
1 +

1

n

��n
;

donc R = limn!1

��� an
an+1

��� = limn!1 e
�
ln(1+ 1

n )
1
n = 1

e :

Example 41 (1) Etudions la série suivante

1 +
z

3
+
z2

22
+
z3

33
+ :::+

z2n�1

32n�1
+
z2n

22n
+ :::

On a
n
p
janj =

� 1
2 ; si n est pair

1
3 ; si n est impair

;

donc R = 1

limn!1 sup n
p
janj

= 2: D�où, si jzj < 2 la série converge absolument et
si jzj > 2; la série diverge.

3.3 Opérations sur les séries entières

Theorem 42 Soient
+1X
n=0

anz
n et

+1X
n=0

bnz
n deux séries entières de rayons de

convergences Ra et Rb respectivement.

� La série somme
+1X
n=0

(an + bn) z
nest une série entière de rayon de conver-

gence Rc � min (Ra; Rb) :

� La série produit
 
+1X
n=0

anz
n

! 
+1X
n=0

bnz
n

!
=

+1X
n=0

 
nX
k=0

akbn�k

!
znest une

série entière de rayon de convergence Rc � min (Ra; Rb) :
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3.4 Fonctions développables en séries entières

De�nition 43 Une fonction f , dé�nie sur un intervalle contenant 0, est dite
développable en série entière autour de 0 s�il existe un intervalle ]�r; r[,

r > 0 et une série entière
+1X
n=0

anx
n dé�nie sur ]�r; r[ telle que f (x) =

+1X
n=0

anx
n

pour tout x 2 ]�r; r[.

Proposition 44 Si est développable en série entière autour de 0, alors f (x) =
+1X
n=0

f(n)(0)
n! xn. Ce développement est dit de Taylor.

Theorem 45 Soit une fonction C1 (]�r; r[) véri�ant la condition suivante:

9M > 0;8n � 1;8x 2 ]�r; r[ ;
���f (n) (x)��� �M:

Alors, pour tout x 2 ]�r; r[, la fonction est somme de la série entière

f (x) =
+1X
n=0

f (n) (0)

n!
xn

Qui est de rayon de convergence supérieur ou égale à r. S�il existe, un développe-
ment en série entière autour de 0, est unique.

Proposition 46 Soient deux fonctions développables en séries entière autour

de 0; f (x) =
+1X
n=0

anx
n et g (x) =

+1X
n=0

bnx
n: Alors

1. (f + g) est développable en série entière autour de 0, et (f + g) (x) =
+1X
n=0

(an + bn)x
n:

2. (fg) est développable en série entière autour de 0, et (fg) (x) =

 
+1X
n=0

anx
n

! 
+1X
n=0

bnx
n

!
:

3. f 0 est développable en série entière autour de 0, et f 0 (x) =

 
+1X
n=1

nanx
n�1

!
:

4. F , la primitive de f , est développable en série entière autour de 0, et

F (x) = F (0) +
+1X
n=1

anx
n+1

n+1 :

5. Si la fonction est paire, alors a2n+1 = 0; 8n � 0.

6. Si la fonction est impaire, alors a2n = 0; 8n � 0.
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Example 47 f (x) = ex est C1 (R) ; et 8n � 1; (ex)
(n)

= ex est majoré sur
tout intervalle ]�r; r[

ex =
+1X
n=0

xn

n!
; R = +1:
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chapitre 2:Integrales simples et multipls

1 Rappels sur l�intégral de Riemann:

Soit f une fonction de�nie et bornée sur intrevalle [a; b] :
Subdivise cet intervalle en intervalles égaux de longeur R, soit i = 1:::n, on

appell integral de Riemann

bZ
a

f(x)dx la limites de la somme
nX
i=1

Rf(xi) si n tend

vers l�in�nie i.e,

lim
n!1

nX
i=1

Rf(xi) =

bZ
a

f(x)dx:

Theorem 1 Si f est continues sur [a; b] alors f est Riemann integrable (

bZ
a

f(x)dx

existe).

1)

bZ
�

a

f(x)dx = �

bZ
a

f(x)dx:

2)

bZ
a

(f1(x) + f2(x)) dx =

bZ
a

f1(x)dx+

bZ
a

f2(x)dx:

3)

bZ
a

f(x)dx =

cZ
a

f(x)dx+

bZ
c

f(x)dx: c 2 [a; b]

4)

bZ
a

f(x)dx = �
aZ
b

f(x)dx:

Primitives:
soit f : [a; b]! R; une application. On dire que l�application F : [a; b]! R

est la primitive de f si

8x 2 [a; b] ; F
0
(x) = f(x):

On note F (x) par
Z
f(x)dx:

Remarques:

1) la primitive de f n�est pas unique. Pour tout c 2 R; F (x) + c est une
primitive.
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2) Tout fonction continue admet une primitive.

Exemples:

calcules
Z
x�dx; (� 6= 1; x > 0);

Z
sinx dx;

Z
1

1�x2 dx:

solution:Z
x�dx = 1

�+1x
�+1 + c:Z

sinx dx = cosx+ c:Z
1

1�x2 dx = arctanx+ c:

2 Calcul les primitives

1) Intégral par partie :

calcules

1Z
0

x expx dx;

1Z
0

arctanx dx

2) Chongment de variable: Soit ' 2 C1([a; b]); f 2 C1([a; b]): Alors

Z
(f � ')(u)'

0
(u)du =

'(b)Z
'(a)

f(x)dx:

Exemple:

calcules

3Z
0

xp
x+1

dx .

Solution:' =
p
x+ 1 alors '2 = x+ 1) x = '2 � 1; dx = 2'd';

et on a
�
x = 0) ' = 1
x = 3) ' = 2

3Z
0

xp
x+1

dx =

3Z
0

'2�1
' 2'd' =

3

2

Z
0

('2 � 1)d' = 2
�
1
3'

3 � '
�3
0
= 15:

3 Integrales doubles

De�nition 2 Soit D une région bornné de R2 et f(x; y) une fonction dé�nie
et continue sur D on dé�nie l�integrale double de f sur D comme suite:ZZ

(x;y)2D

f(x; y)dxdy:

2



Cas particuliére: Si f(x; y) = 1 alors
ZZ
D

1dxdy = 1: ds = dxdy est l�élement

de surface en cordonnees cartisiennes de D:

Theorem 3 (Fubini) Si f(x; y) est une fonction continue sur une région D
tell que:

D = f(x; y) : a � x � b et c � y � dg :

Alors

ZZ
D

f(x; y)dxdy =

dZ
c

bZ
a

f(x; y)dxdy =

bZ
a

dZ
c

f(x; y)dydx:

Corollary 4 Soit x ! ' et y !  deux fonctions continues sur [a; b] avec
' �  ; notons D l�ensemble des parties (x; y) 2 R2 tell que 0 < a � b et
'(x) � y �  (x): Alors

ZZ
D

f(x; y)dxdy =

bZ
x=a

0B@  (x)Z
y='(x)

f(x; y)dy

1CA dx

Exemple: calculer

1)
Z
[0;1]2

exp(x+ y)dxdy; D = f(x; y) : 0 � x � 1; 0 � y � 1g

2) soit D =
�
(x; y) : 0 � x � y; 1 � y � x2

	
i) Répresenter D:

ii) calculer
ZZ
D

(x+ y)dxdy.

1) On a d�aprés le théorém de Fubini
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Z
[0;1]2

exp(x+ y)dxdy =

1Z
0

1Z
0

exp(x+ y)dxdy

1

=

Z
0

1Z
0

exp(x) exp(y)dxdy

1

=

Z
0

exp(x)dx

1Z
0

exp(y)dy

=

0@ 1Z
0

exp(x)dx

1A2

= (e� 1)2

2) En appliquant le corollaire précedent a f sur D, on aura :

ZZ
D

f(x; y)dxdy =

2Z
1

0B@x2Z
1

x+ y dy

1CA dx

2

=

Z
1

�
xy +

y2

2

�x2
1

dx

=

2Z
1

�
x3 +

x4

2
� x� 1

2

�
dx

=

�
x4

4
+
x5

10
� x2

2
� x

2

�2
1

=
97

20

Theorem 5 (chongment de variable ) :Cas des coordonnées cartésienne.

Soit f(x; y) une fonction continue sur le domaine D fermé et bornée et ' est
une fonction bijection, alors f � ' est intégrable sur '�1(D); de plusZZ

D

f(x; y)dxdy =

ZZ
'�1(D)=D0

f � '(u; v) jJ'j dudv

D
0
= '�1(D) � R2 ! R2 f! R

(u; v) 7! '(u; v) = (x; y) 7! f(x; y)
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f � '(u; v) = f('(u; v)) = f(x; y):

ou J' appelé le Jacobien, jJ'j est le déterminant de la matrice J'

jJ'j =
���� @x
@u

@x
@v

@y
@u

@y
@v

���� = @x

@u
� @y

@v
� @x

@v
� @y

@u
:

Exemple:

calculer
ZZ
D

�
x2 � y2

�
cosxydxdy avecD = f(x; y) 0 � x+ y � 4; xy � 1 et x � yg

et
' : R2 �! R2 f 0�! R

(u; v) 7�! ' (u; v) =

�
x
y

�
=

�
u� v
u+ v

�
7�! f (x; y)ZZ

D

f (x; y) dxdy =

Z Z
'�1(D)=D0

f � ' jJ'j dudv

1) calculer '�1 (D) = D0

� 0 � x+ y � 4, 0 � u� v + u+ v � 4, 0 � 2u � 4() 0 � u � 2

� xy � 1 () (u� v) (u+ v) � 1 () u2 � v2 � 1 () v2 � u2 � 1 et
u � 1, �

p
u2 � 1 � v �

p
u2 � 1 et u � 1

� x � y () u+ v � u� v () 2v � 0() v � 0:

ceci implique que 1 � u � 2; 0 � v �
p
u2 � 1 = '�1 (D)

'�1 (D) = D0 =
�
(u; v) : 1 � u � 2 et 0 � v �

p
u2 � 1

	
:

2) calculer
ZZ
D

�
x2 � y2

�
cosxydxdy:

J' =

� @x
@y

@x
@v

@y
@u

@y
@v

�
=

�
1 �1
1 1

�
; et jJ'j = 2:
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ZZ
D

f (x; y) dxdy =

Z Z
'�1(D)=D0

f � ' jJ'j dudv

=

Z Z
'�1(D)=D0

� 4uv
�
cos

�
u2 � v2

��
2dudv

= 4

p
u2�1Z
0

2Z
1

� 2uv cos
�
u2 � v2

�
dudv

= 4

2Z
1

u

264
p
u2�1Z
0

(�2v) cos
�
u2 � v2

�
dv

375 du
= 4

2Z
1

u
�
sin
�
u2 � v2

��pu2�1
0

du = 4

2Z
1

�
u sin 1� u sinu2

�
du

= 4

�
sin 1

2
u2 +

1

2
cosu2

�2
1

= 4

�
4

2
sin 1 +

1

2
cos 4� sin 1

2
� 1
2
cos 1

�
= 6 sin 1 + 2 cos 4� 2 cos 1:

Cas des coordonnèes polaires
le changment de variables en coordonnés polaires est donné par (r; �)

R2 � [0; 2�] '�! R2 f�! R

(r; �) 7�! ' (r; �) =

�
x
y

�
=

�
r cos �
r sin �

�
7�! f (x; y)

et jJ'j =
���� @x
@r

@x
@�

@y
@r

@y
@�

���� = ���� cos � �r sin �
sin � r cos �

���� = r

ZZ
D

f (x; y) dxdy =

Z Z
'�1(D)=D0

f � ' (r; �) jJ'j drd�

=

Z Z
'�1(D)=D0

f � ' (r; �) rdrd�:

calculer
ZZ
D

exp
�
�
�
x2 + y2

��
dxdy ouD =

�
(x; y) : x > 0; y > 0 et x2 + y2 < 1

	
� x2 + y2 < 1() 0 < r < 1
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� x > 0() r cos � > 0() cos � > 0

� y > 0() r sin � > 0() sin � > 0

ceci implique que 0 < r < 1 et 0 < � < �
2 et jJ'j = r

ZZ
D

exp
�
�
�
x2 + y2

��
dxdy =

�
2Z
0

0@ 1Z
0

r exp
�
�r2

�
dr

1A d�

1Z
0

r exp
�
�r2

�
dr

=

1Z
0

exp (�u)
2

du =

�
2Z
0

� 1
2
(exp (�1)� 1) d�

= ��
4
(exp (�1)� 1) :

on pose
r2 = u =) 2rdr = du =) rdr = 1

2du
r = 0 =) u = 0
r = 1 =) u = 1

on a

1Z
0

r exp
�
�r2

�
dr =

1Z
0

exp�u
2 du = � 1

2

1Z
0

� exp (�u) du

= � 1
2 [exp (�u)]

1
0 du = � 1

2 (exp (�1)� 1) :

4 Intégrale Triples

f étant continier par un domaine fermé et borné D de R3; on de�nit l�integralle
triples de f par D comme suite:ZZZ

D

f (x; y; z) dxdydz:

Cas particulières:

si f (x; y; z) = 1 alors
ZZZ

D

f (x; y; z) dxdydz =volume de D; dv = dxdydz

et l�élément de volume de D en coordnnés cartisiennes de D
calcule e¤ectif:
soit f une fonction dé�nie et continue par D, on note � la projection or-

thogonal de D par le plan (oxy)

ZZZ
D

f (x; y; z) dxdydz =

ZZ
�

264 z(x;y)Z
z(x;y)

f(x; y; z)dz

375 dxdy:
7



calculer
ZZZ

D

dxdydz avecD =
�
(x; y; z) 2 R3 : x � 0; y � 0; z � 0;x+ y + z � 1

	
on a comme x+y+ z � 1() 0 � z � 1�x�y; 0 � y � 1�x et 0 � x � x
� =

�
(x; y) 2 R2 : y � 0; x � 0; x+ y � 1

	
: Donc:

I =

1Z
x=0

1�xZ
y=0

0@ 1�x�yZ
z=0

1dz

1A dydz

=

1Z
x=0

1�xZ
y=0

(1� x� y) dydx

=

1Z
x=0

�
(1� x) y � 1

2
y2
�1�x
0

dx =

1Z
x=0

1

2

�
1� x2

�
dx =

1

6
:

changement de variables (cas des coordonnées cartisienne)
Le thèorème est analize ou cas intégrales doubles, soit f (x; y; z) est une

fonction continue sur le domaineD fermé et borné et ' est une fonction bijection,
alors f � ' est integrable sur '�1 (D)
de plus:ZZZ

D

f (x; y; z) dxdydz =

ZZ Z
'�1(D)=D0

f � ' (u; v; w) jJ'j dudvdw

D0 = '�1 (D) � R2 '�! R2 f�! R
(u; v) 7�! ' (u; v)w) = (x; y; z) 7�! f (x; y; z)

ou J' appelé le Jacobien, jJ'j est le déterminant de la matrice J'

jJ'j =

������
@x
@u

@x
@v

@x
@w

@y
@u

@y
@v

@y
@w

@z
@u

@z
@v

@z
@w

������
Cas des coordonnés cylindriques
le changment de variable est donné par l�application:

R+ � [0; 2�]� R '�! R3 f�! R

(r; �; z) 7�! ' (r; �; z) =

0@ x
y
z

1A =

0@ r cos �
r sin �
z

1A 7�! f (x; y; z)

Alors, ZZZ
D

f (x; y; z) dxdydz =

ZZ Z
'�1=D0

f � ' (r; �; z) drd�dz

jJ'j = rdrd�dz:
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cas des coordonnés sphériques:
le changment de variable est donné par l�application :
]0;1[� [0; 2�[� [0; �[ '�! R3

(r; �; �) 7�! (x; y; z) = (r cos� cos �; r sin� sin �; r sin�)

jJ'j = r2 sin�drd�d�

Ex: calculer
Z

fx2+y2+z2�4g

sin
�
x2 + y2 + z2

� 3
2 dxdydz =

�Z
0

2�Z
0

2Z
0

r2 sin r3 �

sin�drd�d�

= 2�
�
1
3 cos r

3
�2
0
[cos�]

�
0 = 4�

�
1� 1

3 cos 8
�
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