Chapitre 2

Equations différentielles linéaires a valeurs
vectorielles et applications

Dans ce chapitre, on va généraliser I’étude d’une équation différentielle a valeurs réelles a
une équation différentielle a valeur vectorielle. On énonce un théoréme analogue au théoréme de
Cauchy - Lipschitz, et une application sur les équations différentielles d’ordre supérieur. Nous
limiterons I’étude aux équations linéaires et laisserons les équations non linéaires a I’étudiant.

2.1 Notion d’une équation différeniicile de premier ordre
a valeurs vectorielles

Soit E un espace vectoriel normé sur le cerps R, et soit L£(F) lespace des applications
linéaires continues de E dans E, muni de la noime :
Az
Al = sup 12
z€E\{0} |

Rappelons que la notion d'une dérivée d'une fonction f vectorielle définie et dérivable sur
un intervalle ouvert Ja, b| est la suivante :

YV €la,b: f'(x) = flLliI(l) s h})l — f(x)

On a la définition suivante

Définition 2.1 Soit I un intervalle de R, A: 1 — L(E) et B: 1 — E. Une équation différen-
tielle linéaire de premier ordre, a valeur dans E est une équation sous la forme

Y' = A(z).Y + B(z). (2.1)

L’inconnue Y est une fonction vectorielle a valeur dans F.
Toute fonction satisfaisant a cette relation est dite solution de [’équation différentielle.
On appelle équation différentielle associé a l’équation (2.1) ’équation suivante

Y' = A(x)Y. (2.2)
Maintenant, on va donner quelques propriétés de solutions de 1'équations (2.1) et (2.2) :

Proposition 2.1 SiY],Y; sont deux solutions de ’équation (2.1), alors Yo —Y; est une solution
de l’équation (2.2).

Proposition 2.2 L’ensemble des solutions S de l’équation (2.2) forme un espace vectoriel sur
R, et l’ensemble des solutions de ’équation (2.1) forme un espace affine dirigé par S.
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2.2 Théoréme d’existence et d’unicité

On considére maintenant le probléme de Cauchy suivant :

{ Y'(z) = A(x).Y (x) + B(z)
Y (xo) = Yo

ouA:I— L(EF)et B:1— E.sont des applications continues.
On alors le théoréme suivant :

Théoréme 2.1 Le probleme (2.3) admat une solution unique.

Preuve:
La démonstration est divisé aux étapes suivante :
— Transformation du probléme a une équation intégrale :

Comme dans lemme 1.1, le probléme (2.3) est équivalant a I’équation intégrale suivante :

Y(z) = Yy + / LAWY () + Bt

Zo

— Existence dans le cas d’un intervalle compact :
Supposons que I = [a,a + h] (h > 0) est un intervalle compact.
On construit une suite des fonctions (Y;,) vérifiant ia relation suivante :

Yo(z) = Yo,
Vrelaathliy 4oy / [A(t).Ya(t) + B(t))dt

o

En remarquant que

Vilo) = Yola) = [ A0 - Yoos) (e,
et que
Vn > 1, Vo € [a,0]; [|Vasi(z) = Ya(@)llcaarn.e) < hllAllc@)-1Yn — Yol s,

Puisque
Y1(x) = Yo(x)l[e = H/ (AYo + B)®)lle < R(|Al + 1BID),

on obtient pqr réccurence :

h||Al|)"™
V2 1, Ve € 0,8 [Yan(@) = Yal@looasns < (141 I%] -+ 131 P40

n!
On a alors la convergence de la série numérique

+o0

> (Al + IBIDR]A]™,

n=0
ce qui donne la convergence normale de la série de fonction

“+o0

Y Yani(2) = Ya(2)),

n=0
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et puisque E est un espace de Banach, En endéduire que cette série est converge unifor-
mément sur [a,a + h]. La suite des fonctions (Y,,(x)) est aussi converge uniformément,
et puisque Y,, sont des fonctions continues, la limite Y est aussi continue, la méme chose
pour A(x).Y(z), on obtient alors

Y(z) = lim Y,(x)

n——+oo

= lim [Yo+ / (AY, + B)(t)dt]

= Ya+/x { lim (AY, + B)(t)dt

x% n—-+0o0o

=Y, —l—/ (AY (t) + B(t))dt.
Zo
Alors, Y est une solution de ’équation (2.4), donc du probléme (2.3).
— Unicité :
Soit Y1, Y? deux solutions de (2.4), alors ' = Y! — Y2 est une solution de I’équation

Y(z) = / A(t).Y (t)dt (2.6)
En utilisant les mémes arguments que précédemment, ¢n obtient :
Va € [a,a+ hf; [[Yori(z) = Ya(@)|le < AIA[[Y, — Yaalle,

alors
Va € [abl; 0< (1= B A Yoga () — V()| < 0.

Alors, T'=0, i.e. Y] = Y5.
— Existence dans le cas d’un intervalle quelconque :
Pour chaque x € I, on choisit un watervalle compact J contient xg, il existe une solution
unique Y; du probléme 2.3 ne dépend pas au choix de J, on le note par Y, on obtient
alors une application Y de I dans E, ce qui est la solution unique du probléme (2.3).
[ |
Le théoréme suivant montre que l'espace S des solutions du l’équation homogeéne (2.2)
(proposition 2.1) est isomorphe a 'espace E.

Théoréme 2.2 Pour tout xy € I, lapplication ¢ de S dans E définie par p(Y) = Y (xg) est
1somorphisme.

Preuve: 1l est clair que ¢ est linéaire, il est bijective d’aprés théoréeme 2.1, méme aussi 'inverse
de . m

Corollaire 2.1 Si E est de dimension finie n, alors S est de la méme dimension n.

On va donner maintenant le définition et les résultats suivants pour un espace de dimension
finie :

Définition 2.2 Supposons que E est de dimension finie n, et soit Y1,Ys,--- Y, des solutions
de ’équation homogene (2.2). On dit que (Y1,Ys, -+, Y,) est un systéeme fondamental de I’équa-
tion (2.2) si et seulement si (Y1,Ya, -+ ,Y,) sont linéairement indépendant.

On a les deux propositions suivants :
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Proposition 2.3 SoitY),Ys, -+, Y, des solutions de (2.2). Y1,Ys,- -, Y, sont linéairement in-
dépendant dans S si et seulement si leurs valeurs au point xoy € I sont linéairement indépendant

dans E. Par conséquent, leurs valeurs en chaque point x € |a,b| sont linéairement indépendant
dans E.

Proposition 2.4 Soit Y, une solution particuliére de ’équation (2.1), et soit Y1,Ys,--- Y, un
systéeme fondamental de [’quation homogéne associée (2.2). Toute solutionY de I’équation (2.1)
est écrit comme sutvant :

Y=Y, 4> MYi, (A Ao+ A €R).

k=1
2.3 Application aux équations différentielles linéaires d’ordre
supérieur

On considére ’équation différentielle linéaire d’ordre n suivante :

v+ 3 anay® = f(o), (2.7)

ou f(z),ar(z) (0 < ar <n—1) sont des fonctions continues définies sur /.
On associe 'équation (2.7) I'équation suivante

n—1
y™ + Z ar{xyy® = 0. (2.8)
k=0
Le théoréme suivant nous a permis d’4gudier I'existence et 1'unicité d’une solution d’équation

(2.7), par donnant des conditions initiales sur les dérivées successives y®) au point .

Théoréme 2.3 L’équation (2.7) admet une solution unique satisfaisant les conditions sui-
vants :

y(0) = yo, ¥ (o) =y1,- -,y (x0) = vk, -+ Yy (w0) = Yo

Preuve: L’idée du preuve est de transformer l'équation (2.7) a une équation différentielle
vectorielle de type (2.1), pour cela on pose

On peut alors écrire
ymnl =y (2.10)

On pose Y = (y1,y2,*+ ,Yn), et Y' = (y*, 4%, --- |y, on obtient

Y/ = (927937 e 7y(n)> = (y27y37 T ,f(l’) - ak(‘r)yk)a

ce qui donne

(2.11)



ou A(zx) est une matrice continue carré n x n définie par

0 1 0 0
0 0 1 0
A(Jf) = )
—ap —a1 —G2 -+ —0Qp-
et B(z) est une fonction vectorielle continue définie par : B(z) = (0,0,--- , f(z)).

Si on pose E = (Cla,b],R)", lexistence et 1'unicité sont assuré d’aprés théoréme 2.3. =
La proposition suivante devient immédiatement du corollaire 2.1 :

Proposition 2.5 Soituy, ug, - ,u, n solutions de de l’équation homogéne (2.8). Alors, (uq,uz, - - -

est un systéme fondamental de (2.8) si et seulement si le systéme :

Ul U9 e Uy,
ug’rz—l) uén—l) . u7(ln—1)
est linéairement indépendant.
Remarque 2.1 Le systeme (uy, ug, -+ ,uy,) est un systéme fondamental de ’équatio (2.8) si
et seulement si W(uy,ug, -+ ,up)(x) # 0,
ou Wuy,ug, -+ ,u,)(x) est le Woronskian donné por
w(z) up(z) e u(@)
Wuy,ug, -+ up)(x) = l: 2: . : . (2.12)
| (1 n-1 R
" @) @)l (@)
Remarque 2.2 Par conséquent la proposition 2.3, W (uy,us, -+ ,u,)(x) # 0 si et seulement

s’il existe xy € I tel que W (uy, g, -+ ,uy,)(xo) # 0.

2.4 Equation différentielle linéaire a coefficients constants

Dans cette section, nous présentons une méthode directe pour résoudre une équation diffé-
rentielle & coefficients constantes :

ou aj sont des constants réels.

Définition 2.3 On appelle le polynome caractéristique associé a l’équation (2.13) le polynéme
défini par :

n—1
P(A) = A"+ aphk.
k=0

Le théoréme suivant donne une relation entre une racine du polyndéme P, et une solution
de 'équation (2.13).
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Théoréme 2.4 Soit A € C une racine de Py, alors, py(z) = e *

(2.13).

est une solution de l’équation

Preuve: Soit k = 1...n. Alors ¢\ (z) = Apr(x).
Par récurrence, nous obtenons gof\k) (z) = Mooy ().
En appliquant ce résultat a ’équation (2.13), on obtient :

n—1 n—1
P30 (@) + Y apel ™ (z) = (A” +3° A) () = 0.
k=0 k=0

La proposition suivante devient immédiatement des propriétés de la fonction exponentielle :

Proposition 2.6 Soit A\, \y € C deux racines distinctes de P,, alors py,, gy, sont deux solu-
tions linéairement indépendantes de ’équation (2.13).

Remarque 2.3 5i A = |\ (0 €]0,2n[) est une racine de P,, alors L ; SOX, L 2_ PX sont
i

deux solutions réelles linéairement indépendantes du équation LQL?)
En effet, puisque les coefficients ay sont des coefficients réels, A est une racine de P,, donc @)
et o sont deuz solutions de (2.13). D’ou le résultat.

Exemple 2.1 Considérons l’équation suivante :
y" + 2y — 3y =0. (2.14)
Le polynome caractéristique associé a l’équation (2.14) est

P(\) =252\ — 3.

P(\) a deux racines distinctes —3 et 1. D’ou équation (2.14) a deuz solutions linéairement

mdépendantes :
—3x

¢i(z) =e pa(x) =€
Si ¢ est une solution de l’équation (2.14), alors
o(x) = Cre ™ + Cye®, C1,Cy € R.
Exemple 2.2 Considérons l’équation suivante :
y' +y=0. (2.15)
Le polynéme caractéristique associé a l’équation (2.15) est

P(\) =M+ 1.

P(\) a deux racines distinctes —i et i. D’ou l’équation (2.15) a deuz solutions linéairement
imdépendantes :

On pose

©1(z) + () pa(z) — p1(x)
Y1) = 5 T cos, Yo(z) = 9

Si ¢ est une solution de l’équation (2.15), alors

=sin .

p(x) = Cicosc+ Cysinz, Cp,Cy € R.

14



Exemple 2.3 Considérons l’équation suivante :
Y —2ry + 1Py =0. (2.16)
Le polynéme caractéristique associé a ’équation (2.14) est

P(A) =M\ —2rA 412

" est une solution de [’équation

P(\) a une solution double r. Alors la fonction ¢1(z) = e
(2.16).

On peut vérifier que la fonction po(x) = xe™ est une solution de l’équation (2.16), linéairement
imdépendante a 1.

En effet

oh(x) = (rz + 1)e"™ et py(z) = (r’*z + 2r)e™. Alors :

oh(x) = 2rph(x) + rips(z) = (rPz + 2r)e™ — 2r(re + 1)e™ + r?ze™ = 0,

Donc : g est une solution de I’équation (2.16).

rT rT

(& xre

Wlene2)(@) = | ey 4+ 1)ere I:2e” £0.
Donc, 1,1 sont linéairement indépendants.
Si @ est une solution de ’équation (2.16), alors
o(x) = (C1 + Cor)e™, C1,Cy € R.
Exemple 2.4 Considérons l’équation suivente :
Y =2 —y +2y=0. (2.17)

Le polynéme caractéristique associ€ a l’équation (2.17) est
PA) =X =2 2 — A +2.

P(\) a trois racines distinctes —1,1 et 2. D’ou ’équation (2.17) a trois solutions linéairement

imdépendantes :

T 2x

pi(z) =e” pa(z) =" pa(z) =€

Si @ est une solution de l’équation (2.16), alors

o(z) = Cre™™ + Coe” + 036236, C1,05,C5 € R.
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