Chapitre Il Formulation de la statistique quantique

I1- Formulation de la statistique quantique

1. Rappel des notions fondamentales de la mécanique classique
Soit un systeme de (N points matériels) qui se déplace selon la loi de mécanique classique.
L’équation de Lagrange s’écrit :

485 &5 _ 0,k =1,2,...,s s: est le dégrée de liberté du systeme.
dT oq, oq,
3I=T-U

3 fonction de Lagrange, T : énergie cinetique, U : énergie potentiel.
L’équation d’hamiltonien :
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Pour déterminer I’état du systeme, il faut 2s coordonnées généralisées (sq,,sp,). Un état de
ce systeme est représenté par un point dans cet espace qui est appelé espace de phase.

a. Description statistique du systéme mécanique
Pour décrire 1’état du systéme on utilise quelques paramétres macroscopiques qu’on peut
mesurer expérimentalement. Chaque paramétre correspond a plusieurs états macroscopiques
(I’énergie, I’entropie, pression,...).

b. Densité de probabilité
On désigne par p(p,q) la densité de probabilité du systéme. La probabilité pour que notre
systeme se trouve dans un volume quelconque dans I’espace de phase est :

W, = [ p(X)dX = [ p(p,a)dpdd, p(P,d) = P(X;, Xy Xey 1)

dX = dx,dx,...dxg,
avec [ p(X)dX = [ p(p.q)dpdg =1
\
c. Lavaleur moyenne
A= [ p(X)A(X)dX
d. Ecart quadratique

AA=(A—A )?

2. Les postulats principaux de la physique statistique
La physique statistique est construite a partir de postulats. Ce sont des hypotheses
raisonnables choisies a priori.

a) Postulat 1



Tous les micro états accessibles a un systéme isolé en équilibre sont équiprobables. Si Q(E)
est le nombre de micro états accessibles a un systéme isolé en équilibre, la probabilité pour

qu’il soit dans un micro état donné est egale a @ Si ce n’est pas le cas, le systéme est

hors équilibre et il va évoluer de maniére a satisfaire au postulat d’équiprobabilité.

b) Postulat 2
La moyenne dans le temps d’un paramétre quelconque est égale a la moyenne de ce parametre
prise sur un ensemble de ce systéme. La moyenne dans le temps de la grandeur y est définie

par :
1%

<y>=lm, - j y(t))dt'
0

Considérons a présent un ensemble {g} de N systémes au temps t. La moyenne de la variable
y, prise sur ’ensemble {g}, est égale a :

l N
<Yy >:WZYi(t)
i=1

Ou vy, (t) est la valeur de y(t) pour le systeme i appartenant a I’ensemble {g}

2.1- Modele quantique de la matiére
A basse température, la statistique classique devient non valable, 1’énergie E en mécanique

- >
classique est continu, alors que I’expérience montre que E est discrete. (r, p,E,...) deviennent
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des opérateurs r, p,H,...). La solution de I’équation de Shrodinger, nous donne 1’énergie et la
fonction d’onde.

H|¥)=E|¥)

A N pz A
H(p,q)=Y & +U
(p.q) ;2m+ (a)
H¥(q,t) = E,¥(q,1)

AN

H : est 'opérateur d’hamiltonien.
|‘I’|2 . la densité probabilité, et la somme des probabilités de toutes les valeurs possibles des

2
coordonnées du systéme doit, par définition, étre égale a ’unité. I|‘P| dg =1.
-Si ¥ correspond a un seul valeur de E, , on dit qu’il y a pas de dégénérescence.
-Si ¥ correspond a plusieurs valeurs de E,, on dit qu’il y a de dégénérescence appelé g, .

(9, :ordre de dégénérescence).
Soit  @,(q) un ensemble complet de fonctions orthonormées, c’est-a-dire :

[n(@e,(@)da =5,
5nm _ { 1,si,n=m

0,si,n=m

O, :le symbole de Kronecker.



On peut développer la fonction ¥ sur la base formé par les fonctions ¢, :
¥(a,t) = > C, (1), (@)

La valeur moyenne au sens de la mécanique quantique d’une grandeur physique 3
représenté par un opérateur (qui sera désigné par méme lettre dans 1’état V' ) est :

<3>=[¥'3Wdg
<3>=) Cr(C, [ rS0,dg

=>'C,(t)C, 13,

Ou 3, . est I’élément de matrice de opérateur J entre les états ¢ et ¢, . Il est clair que la

mn

connaissance des 3, et de la matrice d’élément C/, (t)C, (t) suffit pour déterminer < 3> .

~

Pour avoir I’expression moyenne de I pour un systeme formé d’un grand nombre de
particules, on effectue, en plus de la moyenne quantique, une moyenne sur I’ensemble.

<3>=3Ch(C, O,

Ou le signe  désigne une moyenne apprendre sur I’ensemble. Si on pose p,. =C, (t)C.(t),

la moyenne de 3 s’écrit :

<3I>=>" ponIon =Tr(03), ol Tr désigne la trace.
m,n

Ona Trp =1, car ¥ doit étre normé & 1. Signalons encore que la matrice densité p(q,q’) est
liée & la matrice p,, par: p(q,q) =Y p,, ¥ (@)¥, (0).

2.2- La matrice de densité

a)Ensemble micro canonique

La forme explicite de la densité de probabilité p(E) dépend de la nature du systéme que 1’on
décrire. Considérons tout d’abord un systéme isolé. Son énergie interne E est déterminée avec
une incertitude de E: E,<E <E;+JE . On décrit un systeme isolé par une densité de

probabilité, constant dans la couche de I’espace des phases et nulle en dehors de celle-Ci
(Ey By +0E):

p(A)=AE,<E<E,+dE

= 0, autrement.

On peut Iécrire : p = AS(E —E,),o : ladistribution de Dirac.

b)Ensemble canonique
L’ensemble canonique est définit en se donnant une matrice de densité p sous forme

d’opérateur, p = exp[B(F —H)|= Aexp(-pH), B = .

KT
F : I’énergie libre, F=U-TS, F : est une fonction.
H : L’opérateur d’Hamiltonien.
La condition de normalisation Tr p =1, s’écrit :




Trlexp S(F —H)]=1
Trlexp(8F)|Tr[exp(-pH)] =1
exp(BF ) Trlexp(-pH)] =1
exp(—fF) = Trlexp(-H)]

Dans la base W, des fonctions propres de I’hamiltonien, exp(—/H) est diagonal.

exp(—pH) =1—ﬁ+....+&+...;exp(x) = ix— D’ou:
1 n! = nl

exp(—pF) = Zexp(—ﬂEk), si les E, ne sont pas dégénérées.
k

Et exp(—fF) = > g, eXp(—BE, ), siles E, sont dégénérées.
k

On introduit la fonction de partition Z par :
Z =g, exp(—SE,), on obtient :
k

exp(-pF) =2, soit: F :—%Iog Z.

¢) Ensemble grand canonique

Considérant un systéme constitué d’un grand nombre de particules non fixées. Soit H(N)

I’opérateur Ha miltonien du systeme formé de N particules. Soit N 1’opérateur nombre de
particules du systeme, et ‘¥, (N) les fonctions propres de I’hamiltonien.

HY, (N) = E, (N)¥, (N)
E, :Zn|5|

Ny = &
n —¢&
n, - ¢,

N, (N) = N¥, (N)
représentation de nombre d’occupation : .
N=>n,
|
Y, (N) représente un état du systeme contient N particules, de I’énergie E, (N).

L’ensemble grand canonique sera représenté par un opérateur densité p par :
p=p[B¥+ N —H)]
avec ¥ : grand potentiel, x: le potentiel chimique.

On peut généraliser I’ensemble grand canonique pour décrire un systéme formé de particules
de type 1,2,....1.

p= exp[ﬂ(‘ﬂZN‘”ui - H}

La valeur moyenne de la grandeur 3 dans I’ensemble grand canonique sera :



<3I>=Tr(p3). Ona:
P (N) =exp[B(¥ + iN —E, (N)]
L’¢lément de matrice p, . est définie par :

Penscn = | TR(N)P(N)day,
Ou q, est I’ensemble des coordonnées de N particules.
Penrcw =OPBE+ N ~E (N)B,, 5,

L’opérateur p est diagonal dans la base W, (N). La condition de normalisation de p s’écrit :
Trp=1

Y ep[B(¥+ N -E, (N)]=1
exp(A¥). Y exp[B(uN - E, (N)]
exp(-p¥) = D [B(uN - E, (N)]

= : la fonction de partition de grand systeme canonique.
1, -
Y= _Elog E=-K;Tlog =

2= exp[B(uN — E, (N)]

Comme les particules sont supposées étre sans interaction, on a :

E. (N) =Z“igi’ et N =Zni.

avec k = {nl,nz,...,ni } un état quantique a N particules est donc déeterminé par la donné de
{n,,...n;,...} de somme N .

E= Zexp|:zﬂ(ﬂni - nigi)j|

{n}
Ou nous avons remplacé N par son expression, en fonction de n; : la somme entre parenthése

porte sur tous les micro états a une particule. Ceux-ci sont numérotés de zéro a I’infini. La
seconde sommation porte sur tous les ensembles {n,} des nombres d’occupations.

L’exponentiel de I’équation peut aussi s’écrire :

eXp{ﬂZ(ﬂrh _nigi):| = HeXp[ﬂ(ﬂni —ng)} dou:
E =ZH eXp[ﬁ(ﬂni _5ini)]:H§i :§iN

{ni}
avec & dem[ﬁ(yni —¢&n,)] ce quiconduit a :

1

—
—
—_—

log = = Zlog &,, et nous permet de calculer le grand potentiel ¥':

Y =-KTlogE=-KTY log & =-> ¥,

Ou Y, est le grand potentiel associé au micro état i. Le nombre d’occupation moyen du
niveau micro état est donné par I’équation :



n, =<n NCL (. KgT olne,
ou ou

L’équation au dessus est valable si les particules sont identiques mais discernables sans
interaction.
Si, les particules sont indiscernables : la probabilité d’occupation d’un niveau a une particule
est faible , ce qui implique une réduction d’un facteur a N 1.

3. Systéme de particules indiscernables

Introduction a la méthode de second quantification

a) Espace de fock_

C’est I’espace de Hilbert ¢, formé par une somme directe des espaces de Hilbert :
e gD ,..,e8, 40,1,...N particules indiscernables, bosons ou fermions.

- fermions : particules antisymétriques de spin demi entier.
- Bosons : particules symétriques de spin entier.

Nous choisissons pour base de ’espace &£ I’ensemble de vecteurs propres d’ha miltonien a
un corps H®.

Les etats de base q et les valeurs propres correspondantes ¢, s’obtiennent en résolvant

I’équation de Shrodinger.

Passons aux états a deux particules, formant I’espace de Hilbert £, pour des particules sans
interaction, le ha miltonien a la forme :

H®=H®+H{

Ou les deux termes se réferent séparément a chacune des particules 1 et 2. Si on ne tient pas
compte de I’indiscernabilité, les fonctions propres de H® s’obtiennent simplement comme
un produit de deux fonctions, q(1) pour la particule 1 et g (2) pour la particule 2, et leurs
energies vaut ¢, + £,

Cependant pour des fermions, I’espace de Hilbert £ est celui des fonctions antisymétriques.
1

® =E[q(1)q 2)-q(2)q @)

Pour des bosons, les fonctions de & doivent étre symétrique.
1 . ,

®° =—|gMq (2) +q(2)q (1
ﬁ[q( )q'(2) +4(2)q O]

Ce raisonnement s’étend facilement a des états a N particules.
Donc nous avons construit, a partir de la base des états g a une particule de I’espace de Hilbert

&P une base compléte d’états de ’espace de Fock & un nombre quelconque de particules.

ey =V @V @l @...
dans les deux cas ou les fonctions d’ondes doivent étre antisymétriques (fermions) ou

symétriques (bosons). Chaque état de cette base, noté : nl,nz,...nq,...>, est caractérisé par la

donné des nombres quantiques n,, dont chacun peut prendre les valeurs 0,1 pour les

fermions, ou 0,1,2,... pour les bosons.

Cette base porte le nom de base de Fock associé a la base q des états a une particule.

La construction de la base de Fock a partir de I’espace des états a une particule s’appelle ‘la
seconde quantification’.



3.2- Statistique de Fermi Dirac

La fonction de partition s’écrit :

B :Hé avec gi :geXp[,B(/Jni _5ini]

Pour les fermions n, =0,1, d’ou :
& =1+exp Blu—g)

Le nombre d’occupation moyen du micro état est :

— ¥, 10In¢
n, =<n, >=-— =—

ou B ou
n-FD B 1 ﬂeﬂ(/t*&) 1

LT Bl el T eflm
Pour les fermions u peut étre positif , négatif ou nul.

3.3- Statistique de Bose Einstein

Ona: éi = Zeﬁ(ﬂnﬁg n;)
{n}
Pour les bosons n, =01,...,00

& = Zeﬂ(ﬂni—gini)
n;=0

C’est une série géométrique de raison e’ %) <1 dont le premier terme est égal a 1.

Le résultat vaut : > e =———, d’ou:
n=0 1-e

1

& = 1_ e Plua)
—e i
Le nombre d’occupation moyen du micro état i vaut :
— 10In¢ .
n == < In & = —In(1-e/¥ )y
p

Bu-&)
—_ e 1
M = ﬂlﬁ_ )
—BE 1

Ny =orem
Cette série converge si exp S(u—¢;) <1, donc, u <0 pour les bosons.

3.4- Limite classique

La limite classique s’obtient quand < n, ><<1, ce qui impose que les facteur exponentiels
présents dans les formules de Fermi Dirac ou de Bose Einstein soient grand devant 1, quelque

soit &;.

e’ 51, cette formule est vraie aussi pour & =0 (’énergie fondamentale), e >>1,

ou Su<0.

Dans la limite classique, les deux statistiques (Fermi Dirac et de Bose Einstein) tendent toutes

les deux vers la statistique de Maxwell Boltzmann.



< nl >: efﬂ('ci*.”) — eﬂ(ﬂfgi)

s N 5
< ni >= eﬂlle Pei :?e Pei

3.5- Systéme de particules libres
Considérons un systeme constitué de N particules continues dans un volume V. L’énergie du

systeme est exclusivement sous forme cinétique ;

N 2
=Zp—'; ou m: la masse des particules du gaz et p,: I’impulsion de la particule i. Le

nombre Q de micro états accessibles au systéme, dont I’énergie est comprise entre E, et

E, + 0E, est égal au volume de 1’espace de phase auquel peut avoir acces, divisé par le

1 o 1
volume de la cellule élémentaire qui vaut h®". Q= th---Id3qu3N D.

L’intégrale est de dimension 6N.
1¢is.q3 " [l‘ ]N
=|i5[d%d’p| =|[]g(p)dp

Ou g(p)dp : la densité d’état. g(p)dp = 47zp dp .

h3
a) La fonction de partition

. P

= N,hij Jexp(- ﬁ—)drdp.
N,h3N HI P )drdp.

1 N
:Nlhm{ (-5 )drdp}

, d’ou:

N
1
|

I L, ° _ T _3
On utilise I’intégral : Ixze “ 4x = %a 2, 0N pose :

VN.(47) {JZ (_)_g}

ENITEL 4 *2m

V' 2am_:
- Emy]




