Chapitre 111 Systeme de bosons

I11- Systeme de bosons

1- Les écarts d’un gaz réel par rapport au gaz parfait
On peut pas appliquer 1’équation d’état du gaz parfait aux gaz réels a cause des interactions
mutuelles entre molécules. Pour trouver les écarts des grandeurs thermodynamiques, on
suppose que le gaz réel est assez raréfi¢ pour qu’on puisse négliger les interactions triples,
quadratiques, etc. entre molécules et considérant seulement les interactions binaires.
Soit un gaz réel monoatomique de N molécules, 1’énergie du gaz est :
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Ou le premier terme est 1’énergie cinétique, et le second terme est 1’énergie de leurs
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interactions mutuelles. U : ne dépend que des distances entre les atomes ; U =U (|, —r;

La fonction de partition s’écrit :
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On a divisé par N ! pour tenir compte de I’indiscernabilité des particules.
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Pour un gaz parfait U=0.

[e =9 dxdv, 0 = % =K, T

a) L’énergie libre
F=-60Ihz

1 i e V'%dx
— _ 2mé
=—-0In NI Ie dXdPI ax

pr
je’ 2mo gXdP — 6 In

L fevax 1)

=—0In{ vin

Nth
F=F,+F

ecart

Ou F,,,, estI’écart de I’énergie libre par rapport au gaz parfait.
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En ajoutant et retranchant 1 dans I’expression placée sous le signe d’intégration. On récrire
cette formule comme suit :
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L’interaction entre les atomes d’un gaz réel sera considérable lorsque les atomes se trouvent a
une petite distance entre eux. Donc :
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Ou U,, est I’énergie d’interaction mutuelle de deux atomes.

Comme la valeur de U,, ne dépend pas alors plue que des coordonnées de deux atomes
quelconques, on peut intégrer sur tous les autres atomes, ce qui donne V 72,
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Comme N est trés grand, on peut remplacer N(N-1) par N* , d’ou :
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Onpose: R=X,,r =X —X,;
On peut Vérifier que le jacobéen de cette transformation est égal a 1.
dx, dx, = |J|d3Rd *r=vd’r; d’ou:
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b) La pression
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c) L’énergie interne
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2- Gaz parfait de bosons
Considérant N particules de spins nul ou entier (bosons), de masse m (sauf pour les photons)
et sans interaction, enfermés dans un volume V. Nous supposons que le systéme est en
équilibre avec un thermostat a la température T.

2.1- Comportement thermodynamique
Nous allons étudier quelques propriétés de ce gaz parfait de bosons, nous supposons que le
niveau d’énergie a une particule le plus bas n’est pas trop occupé.
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comme n ne peut pas étre négatif, on en déduit que le potentiel chimique  doit toujours
étre inférieur a ’énergie le plus bas &,. u# <0. Le nombre de particules total moyen s’écrit :
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La somme Z portant sur tous les micro états a une particule peut étre remplacée, lorsque les

niveaux d’énergie sont nombreux et rapprochés, par une intégrale sur 1’énergie des états a une
particule.
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g : le facteur de dégénérescence.
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Posons : x=2, et =", alors :
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Ou J, (n7) estI’intégrale de Bose définie par :
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dans notre cas v =1/2.
L’énergie interne du systéme est donnée par :
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La pression du gaz de Bose vaut :
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Pour des particules dans une boite cubique (g, = %),V =%, dou:
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L’équation d’état du gaz de bosons parfait est :
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Le grand potentiel a pour expression :
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2.2- Condensation de Bose Einstein

Lorsque la température du systéme est nulle, tous les bosons doivent se trouver dans I’état de
plus énergie, & =0. Cet état est exclu dans ’expression (9), et cette derniere n’est donc égale
qu’au nombre de particules qui ne sont pas dans 1’état £ =0. Appelons N__, ce nombre.

Nous avons :
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Le nombre de bosons dans I’état £ =0est :
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Lorsque T est élevé, N,_, << N, , et I’équation (9) permet de calculer convenablement le

nombre total de particules (la substitution 3) est une bonne approximation.
A T=0, ce n’est plus le cas car toutes les particules sont dans le micro état correspondent a
& =0, par consequent :
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puisque N est grand. On en conclut qu’a T=0, ¢ =0.

Lorsque T augmente, tout en restant tres base, la majorité des bosons se trouvent encore dans
le micro état ¢ =0 est le potentiel chimique est négatif, mais trés faible en valeur absolue. On
peut donc considérer 1 =0 dans ces conditions.

Dans ce cas le nombre de bosons qui se trouvent dans les états excités a une particule est
donne par :
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On appelle température de Bose Ty, la valeur de T pour laquelle N, , = N. Elle est donnée
par :
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Si T <Tg, le nombre de bosons dans le micro etat & =0, est égal a :
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Si’on fait décroitre la température au dessous de la valeur T, , la population des bosons dans
le micro état ¢ =0 atendre & augmenter. On appelle ce phénoméne la condensation de Bose
Einstein (exemple “He).



Lorsque T <Tj, il est intéressant de calculer quelques quantités thermodynamiques associées
au gaz de Bose. Comme u =0,7 =0, I’énergie interne vaut :

v
E- 2ﬁh—§(2m)3’295’za3,2(0) (28)

Comme J,,,(0) = %\/;.1,34; on en déduit :
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L’énergie varie en dessous de la température de Bose Einstein comme T *2. Ce qui permet de
calculer la capacité calorifique a volume constant.
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L’entropie, qui est reliée au grand potentiel par S = _(g_T)V' . S€ deduit aisément de

I’équation (17) :
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Elle tend vers zéro lorsque T — 0. La pression est donnée par la formule :
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3- Thermodynamique du rayonnement du corps noir
Une des applications importantes du gaz de Bose concerne 1I’émission d’un rayonnement
électromagnétique par un corps chauffé a la température T (rayonnement du corps noir). Ce
rayonnement est constitué de photons qui sont des particules de spin 1, donc des bosons. La
linarité des équations de Maxwell implique que ce gaz de photons peut étre considéré
comme parfait. De plus, la théorie de la relativité entraine que les photons ne peut avoir que
deux états de polarisation transverse ( la polarisation longitudinal interdite pour un photon
réel). Donc le facteur de dégénérescence associé au spin de photon : g=2.
Nous allons considérer une cavité portée a la température T. Celle-ci est peuplée de photons
qui sont emis et absorbés par les parois. La relation entre I’énergie et I’impulsion d’un photon
est donnée par la relation :

E=Pc (33)

Un photon se propage comme une onde de pulsation @, de fréquence v, et de longueur
d’onde 4. Ces différentes quantités sont reliées entre elles par :
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Comme le nombre de photons contenus dans la cavité maintenue a la température T est
variable, il est tout indiquer d’utiliser ’ensemble grand canonique pour traiter ce probléeme. A
I’équilibre, 1’ énergie libre du systeme, dont le volume et la température sont fixés, doit étre
minimum. Comme le nombre de particules est la seule quantité qui peut varier, on a :
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Ce qui signifie que le potentiel chimique du gaz de photons est nulle : C’est un gaz de Bose
dégénéré.
Le nombre moyen de photons, <n, >, qui sont dans un micro état d’énergie ¢, =hv =Pc
est donné par la distribution de Bose Einstein dans laquelle ¢ =0 :
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Cette distribution, associée aux photons est appelée distribution de Planck.
Le nombre de micro états dont le module de I’impulsion, dans le volume V, est compris entre
P et P+dP est donné par :
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Le nombre de photons dN , dont la fréquence est comprise entre v et v +dv est obtenu en
multipliant le nombre précédent par le nombre d’occupation moyen d’un micro état :
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L’énergie associ¢ a ce rayonnement, dans la gamme comprise entre v et v +dy vaut :
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C’est la formule de Planck. Ella donne la distribution spectrale de 1’énergie du corps noir. Elle
permis bien de produire les résultats expérimentaux relatifs au rayonnement du corps noir, et
I’avénement de la mécanique quantique.

On introduit la densité de rayonnement du corps noir U (v)dv qui est I’énergie moyenne par
unité de volume comme :
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Calculons a présent quelques quantités thermodynamiques.

a) L’énergie libre
Comme u =0, I’énergie libre peut étre identifi¢ au grand potentiel.
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La loi de correspondance peut étre remplacée par : Z_> V87:]ps dp

D’ou :
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On pose x = —IEF; , 0N peut réécrire cette expression sous la forme :
V(KT)* 7, _
FV,T)= x“log(1—e™)dx (43
v.T) ﬂz(hc)gg o Jdx  (43)

On intégrant par partie :
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o . est la constante de Stephan.
Nous pouvons a présent calculer la pression et ’entropie.
b) La pression
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¢) L’entropie
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d) L’énergie total
E=F+TS, On trouve :
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e) La chaleur spécifique
La chaleur spécifique a volume constant vaut :
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L’équation d’ état d’un gaz de photons : PV = % (50)

Enfin le nombre total moyen de photons présents dans la cavité est donné par :
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3.1 Echange d’énergie par rayonnement

Pour Vérifier expérimentalement la formule de Planck, nous évaluons 1’énergie transportée par
les photons dont la fréquence est comprise entre v et v +dv, et qui sortent au cours du temps
dt par le trou d’aire ds dans I’angle solide dQ direction faisant I’angle @ avec la normale a la
paroi.

La formule de Planck nous donne 1’énergie intérieur. Or les photons qui sortent sont contenus
dans une cylindre oblique, de base ds, de hauteur cdtcos@, donc de volume cdtcoséds. En

raison de I’isotropie du rayonnement, le nombre de photons se réduit d’un facteur d%ﬂ

(d©2: angle solide).
La puissance rayonnée par la surface ds, dans I’angle solide dQ et dans la gamme de
fréquence v,v +dv est définie par :
dQ
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On mesure U (v) directement par la spectrometrie, et cette expérience a permit de Vérifier la
loi de Planck.
La puissance totale rayonnée vers le demi-espace extérieur par unité de surface du trou, ou
radiance :
C T %
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Cette expression constitue la loi de Stephan, Boltzmann (1879).

L’accord remarquable entre la formule de Planck et ’expérience repose sur le fait que les
photons sont vraiment sans interaction mutuelle.



