Chapitre2 : Formalisme de Lagrange

2-1. Coordonnées genéralisées :

Considérons un systéeme mécanique comportant N particules évoluant en trois dimensions. Les
positions de ces particules seront notées 7; (i =1, 2, . . ., N). Chaque vecteur position comportant
trois composantes, il faut 3N coordonnées pour spécifier la configuration du systeme dans son
entier. Supposons en outre que ces 3N coordonnées ne sont pas indépendantes, ¢’est-a-dire
qu’elles ne sont pas libres d’évoluer indépendamment, mais qu’elles sont reliées par un certain
nombre K de contraintes, qui pourraient s’exprimer comme un ensemble de relations
mathématiques explicites :

CC{ (?1,...,71\],1:) = 0(a= 1,2,...,K)

On appelle n = 3N -K le nombre de degrés de liberté du systéme mécanique étudié. Les n
variables q,,a = 1,2,...,n , qui sont suffisantes pour décrire sont appelées coordonnées
généralisées.

Les variablesqg, sont en principe des fonctions connues des coordonnées des particules et,
accessoirement, dutemps :

o = Q@1 ,..., Ty, t); (= 1,2,...,1n)
Ce sont les relations de transformations entre les coordonnées genéralisées g,est les
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Exemplel :pendule simple : Considérons une masse m suspendue a un point P, qu’on prend
comme origine, par une tige rigide de longueur | etde masse négligeable.

Ecrire les équations des contraintes :

Déduire le nombre de degrés de liberté , les coordonnées géneralisées et les relations de
transformations.

Solutions : les deux contraintes sont :

z=0 (¢D)

x2+y2=1% (2

Le nombre de degrés de liberté n = 3.1 — 2 = 1= 1 seul degré de liberté
x = L.sing

y =lcosg

Il suffit de connaitre @pour déduire x ety

La coordonnée généralisée est ¢

La relation de transformation s’écrit : ¢ = ¢ = arctg(x/y)

On peut écrire {
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Exemple2 : pendule double : ajoutons une deuxiéme masse (mz), suspendue a la masse my du
pendulesimple par une autre tige rigide de masse négligeable et de longueur [,, elle aussi
contrainte de pivoter dans leplan (xy) seulement. Désignons par '¢,", I’angle que fait la
deuxieme tige par rapport a la verticale (contre 'o," pour lapremiere tige, de longueur [,).
Désignons par (xq, v, 2;1) et (x5, y,, z,) les coordonnées cartésiennes des deux masses.
Solutions : les quatre contraintes sont :

z;=0 (1)

z; =0 (2)

xi+yi =1 (3)

(r; =x1)2 + (= y1)2 =13 (4)

Le nombre de degrés de liberté n = 3.2 — 4 = 2=2 degrés de liberté
. = l;.si
On peut écrire {xl 1- S0 @1
y1 = lj.cos @,
{XZ = ll' sin V1 + lz. sin (5
vy, = l1.cos @, + 1,.cos ¢,
Il suffit de connaitre ¢, et ¢, pour déduire x;,y;, x, et y,
Les relations de transformation s’écrivent :

q1 = @1 = arctg(x,/y,)

" (xz - x1)
= = arc
> = ¢2 9 P

2-2. Variation fonctionnelle :

Différentielles réelles
Soit une fonction f(q;, t)telle que i = 1, 2, ..., nsa differentielle réelle est :

n
af af
df = Za_qld% + Edt
=1

Ou dgq;et dtsont des difféerentielles des g;et t.

Différentielles virtuelles (variation)

Les variations des coordonnées g;s’effectuent suivant des lois q;= q; (t)et fest finalement
Une fonction du temps par intermédiaire des g;.

Par définition on appellera différentielle virtuelle de fa I’instant tI’expression

Le temps est figé dt = 0.
Soit dwle travailfourni par la force Flors d’un déplacement infinitésimal dr:

> — = a—)i L a_)i
dw = S, Fo@r=gi {550 B 2 dg =3 {2 B 2t da,

N n
dw =) Frdii= ) doda
i=1 a=1

La quantité ¢, est appelée la force généralisée :
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(l)a = dqa
Relation importantes:
1)
Demonstration:7; = 7;(qq, ) qa> -+ +» qn)
diy = g bt g ey Tig
i aq1 q1 aqa qa a " n
dr, 07 dq, or; dqy or; dqn
dt 0dq, dt dq, dt dq, dt
- or or; . or; .
h=—¢q, ++—q ++—
l aql q1 aqa qa aqn qn
Grl _ 6?,
09 N 09q
2)

Demonstration:
d (o7 @ (dﬁ)_ari
dt\dq,] 9dq, 't ~ dq,

2-3. Equation de Lagrange :

Soit ﬁila force extérieure agissante sur la i™ particule d’un systéme de N particules de n degrés
de liberté :

Ona:
mt, = F;
. o7 .
On multiple par a;l on obtient :
a
w aﬁ- d 6?1
m;n, = F,. 1
't aqa l aqa ( )
s a (— aﬁ- e aﬂ- —d aFi
D’autre partona :— |1, — =N +1n— =
dt 04y 0qq dt \dqq
= 0f; _ d (3 07y d (o7
l \h U . 2)
aq dt 0qq dt \dq,
On multiple (2) par m;
Y aﬁ a ( - aﬂ) a (aﬂ) 6Fi
m — — — =F
"1aq, dt\ tlogq, Plat\aqy/ Y aqa
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d —>6rl) (arl) > 0T
—). =Y.F..
dtZl( l la Zl l ldt aq . Zl i aqa 3

l
Soit E, I’énergie cinétique d’un systéme de N particules :

1 2
E. = E mn
i
0E. arl
m;1,— (4
aqa Zl 'l a )

E)Ec - arl

Zl lrl a Zl ln a (5)
En remplagant (4) et (5) dans (3) on obtlent

L’équation (6) est I’équation de Lagrange. Il y a une équation pour chaque coordonnée
généraliseeq,. Si on a n degrés de liberté on a un systéme a n équations de Lagrange.

2-4. Quantité de mouvement généralisée :
La quantité p, tel que :

S’appelle la quantité de mouvement géneéralisée associée a la coordonnée généralisée q.

2-5. Le Lagrangien:

Dans les systémes conservatifs, la force appliquée au systéme dérive d’un potentiel U et elle
s’écrit :

o au
“ 0qq
d (aEC) dE, _ 0U
5 adt 6q'aa 6q0é 0q, 5
d E U E. U U
:>—( < )—( )—0Avec—=0
dt \0q, 0dqq 0qq 04qq 0dy

d 0(E;-U) 0(E.-U)
dt 0qg 0qq

=0

Onintroduit :L = E.- U
L : la fonction de Lagrange (ou le Lagrangien du systeme).
D’ou la forme de I’équation d’Euler-Lagrange dans le cas d’un systéme conservatif.
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dtdq, 04qq B
2-6. Systeme de coordonnées curvilignes :
Contrairement au systéeme de coordonnées cartésiennes, le repere d'un systéme de coordonnées
curvilignes n'est pas fixe, mais dépend de la position d'un point dans I'espace.
Un systeme de coordonnées curvilignes est appelé systéme orthogonal si les lignes coordonnées
sont orthogonales entre elles en chaque point M de l'espace. Les trois vecteurs de base étant
tangent en M aux lignes de coordonnées, il en résulte que ces vecteurs sont orthogonaux entre
eux en chaque point de l'espace.
Exemples de systemes de coordonnées curvilignes :
-Coordonnées cylindriques
-Coordonnées sphériques
Energie cinétique d’une particule de masse m en coordonnées curvilignes

£ _1 (dS)Z
c=2™M \ar

Ou s est l'abscisse curviligne

Tel que ds? = d7.d7
En coordonnées cartésiennes : d7t = dxT + dyj + dzk
ds? = (dxi + dyj + dzk).(dxT + dy] + dzk) = (dx)? + (dy)? + (dz)?
ds? = (dx)? + (dy)? + (dz)?

En coordonnées cylindriques (voir chapitre 1)
e

7= 0M = pé, + zk=d7 = dpé, + pdé, + dzk=dpé, + pi—(}d(p +dzk

-

e -8 . N
e, = cospl + smfpjjz = —Sin@l + cosgj=e,
Donc =d7 = dpé, + pdpé,, + dzk

ds? = dit.d7 = (dpé, + pdpé, + dzl—é). (dpé, + pdeé, + dzl:t))
ds* = (dp)* + (pde)* + (dz)?
En coordonnées sphériques (voir chapitre 1)
7 =0M = ré,=dF = dré, + rdé,

8 = sinfcos@itsindsin ¢ j +cosOk
a

dér :(%a) d6+(%é’r) dp = (ﬁa) = d08s+dpsinde,

d7 = dre, + rdfée+ rinfdepsindeé,

ds? = d7.d7 = (dré, + rdfés + rd<psin9é},,). (dré. +rdoés + rd<psin65¢)
ds? = (dr)? + (rd6)? + (rsinfde)?

Et on écrit de facon générale :

dSZ = Zgl]dqldq]
ij

gij S’appelle la métrique (tenseur métrique)
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Coordonneées cartésiennes Coordonnées cylindriques Coordonnées sphériques

1 0 O 1 0 O 1 0 0
gij=0 1 0 gij =10 p* 0 gij =10 r2 0
0 0 1 0 0 1 0 0 7r?sin%6

gijestun tenseur symetrique qui nous permet de définir 1’énergie cinétique T par :

m . .
E. = 72 9ijq:-q,
i,J

Exemple 1 : En coordonnées sphériques, le lagrangien d’une particule soumise a un potentiel
U(r,0,¢) s’écrit : L = %(1’*2 +r29° 4 r2¢? SinZH)- U(r,6,p)

Equations de Lagrange : 3 équations correspondent aux variables r, 8, ¢

(d 0L 0L 0 "
dtor or (1)
< doL oL 0 )
dtog 06 @
d oL OJL 0 3
\dtd¢ 0d¢p ®
O _ =L (%8 = myet?t = mrd? )2 sin2g =Y
5, = M= (ar') = mretar = mr@° + mr¢* sin“0 o
CL——Y Ny (1) ¥ 2¢jetL = b2 _a
50 = MmT 6:,>dt (aé) =2mrr0 + mr 0etae = 2mr¢*“sinfcosO 5
g—; =mr2¢ sin20:>% (j—;) = 2mri sin?0 + mr?¢ sin?0 + 2mr2<psin9cosﬁetg—z = —Z—Z
(m# — mré? — mr¢? sin%6 + 3—: =0 (D
:>J 2mri-0 + mr26 — 2mr¢?sinfcosh + Z—Z =0 (2)

LZmrf“(p sin?0 + mr?¢ sin?6 + 2mr?@sinfcosh — S—Z =0 3)
2-7. Contraintes holonomes et non holonomes :
Une contrainte holonome est une contrainte qui peut se mettre sous la forme :
f(f)l' e "FN' t) = 0
Si non elle est non holonome.

Si I'équation de la contrainte holonome dépend du temps, Z—’: # 0, elle est dite rhéonome. Si elle

A4 a . .
n'en dépend pas, d—’: = 0, elle est dite scléronome.

Exemple : ‘h:




Pendule simple les équations des contraintes sont :

z=0 Q)
x2+y2=1%2 (2
Les deux contraintes sont holonomes et sclérotomes.

2-7. Applications:
1-Particule dans un champ gravitationnel :

Une particule de masse m dans le champ gravitationnel d’une énergie potentielle U = mgzou
zmesure sa hauteur et gest 1’accélération due a la gravité. (Prenons z =0,U = 0 : origine de
I’énergie potentielle gravitationnelle).(x, y, z)Sont les coordonnées du point matériel dans
I’espace.

(n=3).qa=%Y,2

E. =~ (¥* + 3" + 7" )et U=mgz

L=EC—U=%(5C2+)'/2+ZZ)-ng

rd<6L) aL_O "
dt \ox ox D

<d(@L) aL_ )

dt\ay) ady (2)

d(@L) aL_O 3

\dt \0z/) 0z ®3)
( _ d L 6L_0
| ox acox - MX ety = mx=20 =0 X = Crxt + Cox

oL _ ia_L— 19 a_L— = vV — =cyt+c

4' e way = M et ay_O { my =0 :>{y 0= yg zl,y 2,y
oL _ . ddL _ . . 0L _ mz+mg = z=—g Z=—Zt"t+ct+cy,
—=mz=>——=mzet —=—-mg 2
0z dt oz 0z

2-Particule suspendue a un ressort :

Une particule de masse m est suspendue a un ressort de constante k dans le champ gravitationnel
Pres de la surface de la Terre, On pose que seul le mouvementvertical est permis et
aucunmouvement en x et en y, donc un seul degré de liberté.

Le meilleur choix decoordonnées généralisées est la coordonnée cartésienne z (U = mgz).Le

mouvement n’étant que vertical.
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Le lagrangien de systéme s’écrit : E, = %‘mz’2 U= %k(z —z9)? —mgz telque (z=0,U = 0)

L=E. - U = %mz’2 - %k(z —2y)*> + mgz

Equation de Lagrange(n = 1),q, = z
d (6L> oL
dt\oz) 09z

oL . . d (oL . 0L . B
5, = Mi=>— (5) = mzet— = —k(z—2zy) +mg =mi—k(z—z,)+mg=0

C’est une équation du deuxieme ordre avec second membre, la solution est :

m
z(t) = Asin(wt+ y) + zo + Tg

L2k
Tel que : w* = -
3-Probleme a deux corps :

C’est le systeme physique fermé le plus simple qui existe. Deux particules, de masses m; et m,,
dont les positions instantanées sont 7, et7, interagissent via un potentiel :

U(ﬁ 772) = U(Fl - 7'2)

|
m

r|

(]

\f I.T.g

, e 1 22 1 21 2
L’énergie cinétique s’écrit :E, = Ezi mt, =-mn + S M2l

. \ . 1. 2 1 2 5 o
Le lagrangien du systéme s’écrit : L = E. — U = mt tomet, — U(ry —13)

La coordonnée relative 7 = 7, — 7,

, > 1 +mot:
Et la coordonnée du centre de masse : 7, = 111272
m1+m2

Donc :
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moy -
r

7 et =7~

> _ >
rl_rc+
mqi+m, mi+m;

mp

=S

ot ~_2
T et 1ry,=7,-

Par suite 7, =7+
mi+m, mip+m;

Remplacant dans le lagrangien (7, 7;) par (7,7.) nous obtenons donc :

L=E —-U
1 2 1 .
L= EMTC +§mr2 - U7

milma2

Ou: M = m; + myest la masse totale du systeme et m = est la masse réduite du

mq +my

systeme ; et le lagrangien se décompose en deux éléments non pas reliés :

L=L.+1L,
1,2 129 o
OuL,= SMi. etL, =_-mi® — V(r)

Ou L.est I’énergie cinétique globale du systemelL, relative, apparait comme le lagrangien d’une
particule de masse m et de position r.
4. Le potentiel central:

Nous étudions ici un probleme a un corps qui est aussi assimilable a celui d’une particule
soumise a une force centrée a I’origine.
On peut montrer que si la force est centrale donc U=U(r)

Par définition F = f(r)8,
F=-VUm=U®) = — [Fdr == — [ f(r)é.( dré, + rdoés+ rin@desingé,)=— [ f(r)dr
Donc le potentiel ne dépend que de r pour le cas d’une force centrale

Supposons qu’une particule de masse m, son vecteur position est 7, soumise a un potentiel
central U(r)

. .. 1 2 o
Le lagrangien L s*¢crit : L = —mi — V(7)
On peut montrer que si la force est centrale le mouvement est plan :
Démonstration :

Le moment de la force est défini par 7”/0 =rAF = OMAF

770 =rénf(r)é. =rf(r)é.né, = 0

On sait que le moment de la force est la dérivée par rapport au temps du moment cinétique :

=—r = 6:>Z/0 = constant
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D’autre part: Z/O = TAP = MIPAvU = constant V le temps t=7 et ¥ dans le meme plan vV t =le
movement est plan

On peut choisir le systeme de coordonnées polaire pour étudier notre systeme: q, =7, @
1
L= Em(fz + 729" — U(r)

Equations de Lagrange :

(d oL oL
4%

{ dt \or ar

d (GL) JL B

\ac\6¢) " ap ~
% = mf‘ﬂ% (%) =mi et % = mr¢? — Z_Z (D
aL . d (0L d ) a d )
% =mri¢ :E (%) = E(mrz(p) etﬁ =0 (2) :"E("”"ZQD) =0

=>mr?¢ = constant =C (3)
De (1) = mi* — mr¢? +?)_:= 0

Etde(3)=>¢ =

mr?2

. c\? 6 au 2
:mr—mr( 2) +—=0 onposec” =K
mr or

.. K ou
>mir——+—-=0
mr or
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