CHAPITRE 1

LES NOMBRES REELS.

1.1 Propriétés des nombres réels

1.1.1 les sous-ensembles usuelles de R
Dans la suite, on note

1. L'ensemble des nombres entiers naturels est N = {O, 1,2, 3, }

2. L'ensemble des nombres entiers relatifs est Z = {, -3,-2,-1,0,1,2,3, }

On note aussi Z* = {O, 1,2,3, } =N, Z~ = {O, -1, -2, -3, } et Z* =7\ {0}.

3. L'ensemble des nombres décimaux est D = {1871 ca €, neE N}.

4. L'ensemble des nombres rationnels est Q = {p pE€Z, qgeN }
q

Proposition 1.1. Un nombre est rationnel si et seulement s’il admet une écriture décimale périodique
ou finie.
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Exemple 1.1. 1= 0,75 - = 1,571428571428... et note aussi - = 1,571428.

Remarque 1.1. Z=Z"UZ ,Z=Z"NZ ={0}etNCZ cCD C Q.

Proposition 1.2. Le nombre /2 ne peut s'écrire comme quotient de deux entiers.

Démonstration - On utilisant raisonnement par I’absurde.

Remarquons tout d’abord que le carré d"un nombre pair est un nombre pair. De méme, le carré
d"un nombre impair est un nombre impair. Autrement dit, un nombre entier est pair si et seule-
ment si son carré est pair.

Supposons qu'il existe deux entiers non nuls p et g tels que v/2 = 2 on peut supposer que la
q
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fraction © est irréductible. On a donc 2 = p—Q ou encore p? = 2¢%. Nécessairement 2 divise p?.
q q
Ceci n’est possible, d’apres ce qu’on vient d’expliquer, que si 2 divise p. Il existe donc p’ € N tel

que p = 2p et alors 4p? = 2¢* ou encore 2p? = ¢*. On peut alors affirmer de la méme fagon que
précédemment que 2 divise ¢* et donc que 2 divise g. L'entier 2 est donc un diviseur commun a

p et g ce qui vient contredire le fait que la fraction P est irréductible. n
q
Remarque 1.2. a— Il existe donc des nombres irrationnels. L'ensemble Q ne contient pas

tous les nombres, d’ot1 la nécessité d’introduire un nouvel ensemble R de nombres réels.



b— 1l existe d’autres méthodes pour définir I'ensemble des nombres réels a partir de I’en-
semble des rationnels @, a savoir la méthode des coupures ou sections de Dedekind,
ainsi que la méthode des suites fondamentales dans Q. On montre que ces définitions
aboutissent au méme ensemble formel des nombres réels.

c— Les rationnels et les irrationnels forment I’ensemble R et on a

NcZcDcQcR

1.2 L’ensemble des nombres réels R

Définition 1.1. L'ensemble des nombres réels R est I’ensemble des abscisses des points dans un
repere linéaire (O, 7).
les nombres réels positifs sont les abscisses des points a droite de O, et on note R,

les nombres réels négatifs sont les abscisses des points a gauche de O, et on note R_.

FIGURE 1.1 — Présentation des nombres réels.

1.3 Définition axiomatique des nombres réels.

1.3.1 Relations d’ordre et loi de composition interne

Définition 1.2. Soient £/, F' deux ensembles non vides. Une relation binaire R de FE vers F est
définie par une partie G de £ x F' (appelée graphe de la relation). Si (z,y) € G, on dit que z est
en relation avec y et on note Ry.
Définition 1.3. Soit £ un ensemble non vide. Une relation binaire R de F vers E est dite :

1. RéflexivesiVx € £ : xRz,

2. SymétriquesiVz, y € E: (zRy) = (yRx)),

3. AntisymétriquesiVz, y € E: (xRyetyRz)) = = =y,

4. TransitivesiVz,y,z € E: (zRyetyRz) = zRz.
Définition 1.4. Une relation d’ordre sur un ensemble non vide E est une relation binaire ré-
flexive, antisymétrique et transitive. Lorsque £ est munie d"une relation d’ordre R, on dit que
(E;R) est un ensemble ordonné.
Exemples 1.1. — Si F =N, Z ou Q la relation < est une relation d’ordre.

— Soit F un ensemble non vide. La relation C est une relation d’ordre sur les sous-ensembles
de E.



Définition 1.5. Soit (£, R) un ensemble ordonné. Si pour tous z et y dans E, on a xRy ou yRz,
on dit que (F,R) est totalement ordonné.

Exemple 1.2. N, Z et Q muni de < sont totalements ordonnés.

Définition 1.6. Soit I un ensemble. On appelle loi de composition interne une application x de
F x Edans I:
{ ExE—E,

(z,y) = %y,

Exemple 1.3. Si £’ = N, la multiplication x ou l’addition + des entiers forme une loi de compo-
sition interne. Ce n’est pas le cas de la soustraction —, car la différence de deux entiers positifs
n’est pas toujours un entier positif.

1.3.2 Le corps commutatif (R, +, x).

Nous acceptons qu’il existe un ensemble, noté R, contenant Q et qui est muni de deux lois
de composition internes, I’addition + et la multiplication x et qui vérifient les propriétés sui-
vantes :

(A1) Vx, y € R:z+y =y + x (Commutativité de +).

Ay) Vo, y, ze R:x+ (y+ 2) = (z + y) + 2 (Associativité de +).

As) Vx € R: 240 =04 2z = 2 (On dit que 0 est I'élément neutre de +).

Ay) Vz € R, 3(—x) € R:z+ (—x) = 0 (tout réel z admet un opposé, noté —xz).

N

Ag) Vx, y, z€ Rz X (y X 2) = (x X y) X z (Associativité de x).
A;) Vo € R: 2 x 1 =2 (Ondit que 1 est I'élément neutre de x).
Ag) Vo, ye Rz x (y+ 2) = 2 x y+ z x z (Distributivité de x par rapport a +).

(
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5) Vo, y € R:x x y = y x x (Commutativité de x).
)
)
)
)

Ag) Vx € R\ {0}, I(z7 1) € R: 2 x z~! = 1 (tout réel non nul admet un inverse).

Remarque 1.3. 1. On résume les propriétés (A;)—(A4) en disant que (R, +) est un groupe
commutatif.

2. On résume les propriétés (A;)—(As), en disant que (R, +, X) est un anneau commutatif
unitaire.

3. On résume les propriétés (A;)—(Ay), en disant que (R, +, x) est un corps commutatif.

1.3.3 R est totalement ordonné.

D’aprés 1'exemple 1.1, I'ensemble R muni de la relation binaire < est une relation d’ordre
sur R (autrement dit (R, <) est un ensemble ordonné).
Si on remarque I'exemple 1.2 en disant que < est une relation d’ordre total (ou encore que (R, <
) est totalement ordonné). Ensuite, nous concluons que (R, +, x, <) est un corps commutatif
totalement ordonné.



1.4 Majorants, Minorants, Bornes supérieure et inférieure.

1.4.1 Majorants, Maximum et Bornes supérieure

Définition 1.7. Soient (E, <) un ensemble ordonné, A une partie non vide de E et M/ € E. On
dit que :
1. M est un majorant de A (ou encore que M majore A) si

Vee A: z < M.
2. M estle plus grand élément (ou le maximum) de A si M € A et M majore A, c’est-a-dire

M e A,

M:maXA@{vxeA; v < M.

3. M est la borne supérieure de A si M est le plus petit des majorants de A, c’est-a-dire

()Vee A: v < M,

MISUPA@{ (li)VyeE, y<M)= JreA:y<z<M.

1.4.2 Minorants, Minimum et Bornes inférieure

Définition 1.8. Soient (£, <) un ensemble ordonné, A une partie non vide de £ et m € E. On
dit que :

1. m est un minorant de A (ou encore que m minore A) si
Vee A: m<u.
2. m est le plus petit élément (ou le minimum) de A si m € A et m minore A, c’est-a-dire

meE A,

m:mmA@{VazeA: m < .

3. m est la borne inférieure de A si m est le plus grand des minorants de A, c’est-a-dire

(i)Vee A: m<ux,

m:1an<:>{ (i)Vye E, (m<y)= dJreA:m<z<y.

4. L'ensemble A est dit majoré (resp. minoré) s’il admet des majorants (resp. des minorants).
A est dit borné s’il est a la fois majoré et minoré.

1.4.3 Caractérisation des bornes sup et inf
Proposition 1.3. Toute partie A non vide majorée de R admet une borne supérieure et on a :

B (()Vee A: v < M,
M_SupA‘:’{ (ii))Ve >0, Jac A: M—ec<a<M.
Toute partie A non vide minorée de R admet une borne inférieure et on a :

()Vre A: m<ux,

m:1an<:>{ (ii) Ve >0, Ja€ A: m<a<m+e,
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Proposition 1.4. Le borne supérieure (inférieure) s'il existe est unique.

Remarque 1.4. Soit A une partie non vide de R, alors,
1. S5i M est un majorantde Aet M € A,onasup A = M.
2. Sim est un minorantde Aetm € A,onainf A = m.
3. Si A n’est pas majorante, on écrit par convention sup A = +o0.

4. Si A n’est pas minorante, on écrit par convention inf A = —o0.

Proposition 1.5. Soient A et B deux parties non vides et bornées de R. Alons nous avons que
1. sup(—A) =inf(A) et inf(—A) = —sup(A).
2. SiAC B,alorsinf B <inf A < sup A << sup B.
3. Si AN B # 0, alors AN B est bornée et que

max{inf A, inf B} <inf(AN B) < sup(AN B) < min{sup A, sup B}.

4. sup(AU B) = max(sup A, sup B) et inf(A U B) = min(inf A, inf B).

1.4.4 R est Archimédien.

Théoreme 1.1. R est Archimédien, c’est-a-dire que

VreR, dneN:n>uz. (1.1)

Démonstration- Siz < 0onprendn = 1.
Supposons que x > 0. L'ensemble A = {k € N : k < z} est majoré par = et contient 0. Nous

pouvons donc considérer sa borne supérieure M = sup A. Prenons ¢ = 7 D’aprés la proposition

1 1
1.3 il existe k € AtelqueM—§ < k < M de sorte que M < M—i—§ <k+letquek+1¢ A
(sans quoi M ne serait pas le supremum de A). Ainsi, k +1 > zetonprend n =k + 1. n

Remarque 1.5. La propriété affichée dans I'équation (1.1) peut étre s’écrit aussi comme suit :

Vi>0,VreR,dne N:nl > x. (1.2)

1.4.5 La droite réelle achevée R.
Définition 1.9. On appelle droite achevée R ’ensemble R U {—o0, +o0}, i.e.,
R =RU{-00,+00}.

Corollaire 1.1. Toute partie non vide de R posséde une borne supérieure et inférieure dans R.

—1 —1
Exemple 1.4. Soit A = {L :n € N*}.On a, pour tout n > 1, n-- > 0.Comme 0 € A, onen
n+ 2 n—+2

déduit que 0 = min A = inf A.



-1
Maintenant, montrons que sup A = 1. Comme Vn > 1 : n—1 < n+2, alors r n < 1, c'est-a-dire
n
1 majore A. Soit € > 0. Alors nous avons que
-1 -3 3
l—e< o @l-c<l- en>° -2
n+2 n+2 €
-1
Un tel n existe par la propriété d’ Archimede. Donc, pour tout € > 0, il existe a,, = L—|—2 € Aou
n

3
n>—-—2telquel —¢ <a, <1. Doncsup A = 1.
€

1.4.6 Q est dense dans R.

Théoreme 1.2. Pour tous réels x < y, il existe un nombre rationnel r € Q (et donc une infinité) tel que
r<r<y.

On exprime cette propriété en disant que Q est dense dans R.

Démonstration - D’apres le théoréme 1.1, il existe un entier ¢ > 0 tel que < ¢ ainsi

qu'un entier n > 0 tel que gz < n. L'ensemble A = {n € N* : gz < n} est minorée par 1 et

non vide. Admettons que tout ensemble non vide d’entiers, ici A C N, possede un minimum.
1

Notons p =min A.Onadoncp —1 < gz <pdesortequeqr <p < qr+letx < d <z+-<y
q

q
par la premiere inégalité. n

Lemme 1.1. Pour tous nombres réels a,b (a < b), il existe un nombre irrationnel x tel que a < x < b
et on dit R \ Q dense dans R.

1.4.7 La partie entiere.

Définition 1.10. Soit x € R, I’entier relative n qui vérifie n < x < n + 1 est dite la partie entiere
de x, et on le note par [z] (ou E(z)), c’est-a-dire [z] < z < [z] + 1.
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FIGURE 1.2 — Graphe de la fonction = — E(z) dans l'intervalle [—3, 3.



1.4.8 Valeur absolue.

Définition 1.11. Soit x un nombre réel, on définit la valeur absolue de z par :

T siz>0;
2| = :
—x si z<0.

Proposition 1.6. Soit z, y € R, la valeur absolue vérifie les propriétés suivantes

1 |z >0; |—z|=lz|; |z|]>0sz#0.
2. Va? = |z].

3. || = max{—z,z}.

4. |zy| = |=|[yl.

5. |z +y| < |z| + |y| (inégalité triangulaire).
6. [lz] = [yll < |z £yl <[+ [yl

N

Soit a > 0, alors (1) Il <aee—a<z<a,
' ’ | (i) |zl >aer<—aVr>a.

1.5 Les intervalles.

1.5.1 Propriété caractéristique.
Définition 1.12. Une partie / de R est un intervalle si
Vaecl, Yoel, VeeR:(a<zx<b)=uxecl).

Soient deux réels a et b tels que a < b. Alors le tableau ci-dessous résume les types d’inter-
valles bornés ou non bornés.

Intervalle Ensemble des réels x tels que... | Représentation graphique |
[a, b]
fermé a<z<b ‘ ) ) ‘
.0 b
fermé a gauche, ouvert a droite a<z<b = =
Ja,b]
a b x
ouvert a gauche, fermé a droite a<x<b 3 3
Ja, b
a 2 =
ouvert a gauche, ouvert a droite a<z<b i -
[a, +o0]
fermé et non majoré T >a =
|a, +o0]
ouvert et non majoré T >a ’
] — o0, b]
fermé et non minoré x<b : ’
] — oQ, b[
b =
ouvert et non minoré r<b =
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