CHAPITRE 3 1

LES SUITES REELLES

Définition 3.1. Une suite réelle est une application u : N — R qui associé a tout entier n € N un
nombre réel u(n), noté aussi u,,. On parle alors de la suite (u,),>o de terme général u,, appelé
aussi terme de rang n de la suite (uy,),>o0.

Remarque 3.1. 1. On peut aussi que la suite est définie sur une partie infinie / C N, et on
parle dans ce cas de la suite (u,),c; indexée par 1.
2. On peut définir les suites de deux fagons différentes.

a) Soit directement par une formule, en général une fonction f, et on a pour toutn € N

Up = f(n),

¢’est ce qu’on appelle une formulation explicite de la suite.

b) Soit en exprimant u,; en fonction du terme précédent u,, et en définissant une valeur
initiale, comme par exemple :

{ Unt1 = f(un),

up = a(est un connu),

¢’est ce qu’on appelle une formulation par récurrence.
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Exemples 3.1. 1. Soit la suite (u,) de terme général u,, = =5,

sont ug = 2,u1 = 1,us =

donc, les termes premieéres
2.
2. Soit la suite (v,),>1 telle que v, = (1 + L), alors v; = 2,v, = 3, ...

3. On définie par récurrence la suite (w,,) comme suit

Wn+1 = w?@ + 3,
Wy = 1,

alors on calcule les termes par récurrence, donc w; = wi+3=4w,=wi+3=19,..

3.1 Suite majorée, minorée, bornée

Définition 3.2. Soit (u, ) une suite, alors
(i) (uy)estmajoréesi IM € R,Vn € N:u, < M.
(17) (u,) est minorée si Im € R,Vn € N : u,, > m.

(74i) (uy) est bornée si elle est majorée et minorée, ce qui revient a dire :

dM e R, Vn € Nt |u,| < M.
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3.2 Sens de variation d’une suite

Définition 3.3. Soit (u, ) une suite, alors

(uy,) est constante si u,, = u, pour tout entier n € N.

u,) est stationnaire s’il existe & € N tel que u,, = w;, pour tout n > k.
uy,) est croissante si Vn € N : w, 1 > u,.

uy,) est strictement croissante si Vn € N : wu, 1 > u,.

u, ) est strictement décroissante si Vn € N : u,, 1 < uy,.

u,,) est monotone si elle est croissante ou décroissante.

® NS A Bl W=

(un)
(un)
(un)
(uy,) est décroissante si Vn € N : u, 1 < u,.
(un)
(un)
(un)

u,) est strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement décrois-
sante.

Exemples 3.2. 1. Lasuite (%) >1 est strictement décroissante sur N*, car w,, 1 —u,, =
0 pour tout n € N*

-1
n(n+1) <
2. La suite (n?) est strictement croissante sur N, car w41 — u, = 2n + 1 > 0 pour tout n € N

3. mais la suite <(i)> n’est ni croissante ni décroissante sur N*, (Disons qu’elle est
n>1

alternée)

3.3 Deux suites classiques

Définition 3.4. (Suite arithmétique) On appelle suite arithmétique toute suite (u,,) pour laquelle
il existe r € R appelé raison de cette suite tel que, pour tout n € N, on a

Upt1 = Up + 7.

Définition 3.5. (Suite géométrique) On appelle suite géométrique toute suite (u,) pour laquelle
il existe ¢ € R appelé raison de cette suite tel que, pour toutn € N, on a

Upt1 = ¢ X Uy,

Il est possible de donner la formulation explicite de chacune de ces suites grace a la propo-
sition suivante.

3.3.1 Formulation explicite de suites arithmétiques et géométriques

Proposition 3.1. 1. Le terme général d'une suite arithmétique de raison r et de premier terme uy
est
Uy, = Uy + NT.

2. Le terme général d"une suite géométrique de raison q et de premier terme uy est

Up = Ug X q".



Proposition 3.2. 1. Le terme général d’une suite arithmétique (u,,) de raison r et de premier terme
Ug est
Uy = Ug + NT.

2. Le terme général d’une suite géométrigue (v,,) de raison q et de premier terme vy est
v = vy X q".

3. Pour une suite arithmétique (u,,) de raison r et de premier terme g, on a

4. Pour une suite géométrique (v,,) de raison q et de premier terme vy, on a

k=n—1 qn -1
Z Vi = 1)0( ) .
k=0

qg—1

3.4 Limite de suites

3.4.1 Suites convergentes

Définition 3.6. On dit qu'une suite (u,) est convergente vers le réel [ (ou converge vers [, ou
tend vers [ lorsque n tend vers +o0) si :

Ve>0,ANeN, VneN:n>N = |u, — | <e.

Le nombre [ est appelé la limite de la suite (u,,), et on note 1_131 Uy = 1.

3.4.2 Suites divergentes

Définition 3.7. On dit qu'une suite (u,,) est divergente si tend vers +oco (ou vers —c0), i.e.,
VA>0,INeN, VneN:n>N=u, > A,

ou
VA>0,dANeN, VneN:n> N = u, < —A,

eton écrit lim w, = +oo (ou lim wu, = —o0).
n—-+0o00 n—-+0o00

Remarque 3.2. une suite (u,) est divergente si sa limite tend vers ‘oo ou elle n"admet pas de
limite. Par exemple la suite ((—1)"),>o n’admet pas de limite, alors, elle est divergente.



3.4.3 Unicité de la limite

Proposition 3.3. Si une suite est convergente, alors, sa limite est unique.

Démonstration - On procede par I'absurde. Soit (u,,) une suite convergente ayant deux limites
[ #1'. Choisissons € > 0 tel que ¢ < ”_2—”
Comme lim w, =, il existe V; tel que n > N; implique |u,, — | < €.

n—-+oo

De méme 1_131 u, = ', il existe N, tel que n > N, implique |u, —I'| < €.

. Notons N = max(N;, N;), on a alors pour ce N :
luy — ] <e etluy —1'| <e.
Donc, d’apres I'inégalité triangulaire, on en déduire que
L =U|=|l—uy+uy —U| <|l —un|+ |uy = I'| < 2e < |l =1| (contradiction).
Donc!l =1 |

Lemme 3.1. 1. Toute suite convergente est une suite bornée.
2. Toute suite réelle tendant vers +oo est minorée.

3. Toute suite réelle tendant vers —oo est majorée.

Démonstration -

1. Soit (u,) une suite convergente de limite /. On peut associer a ¢ = 1, il existe un entier
N € Ntel que |u, — | < 1, pour tout n > N. On a alors, pour tout n € N, |u,| < M, ou
M = max{|l| + 1, |uo|, |u1|, ..., |lun—1]}-

2. Supposons que un u, — +00.Soite =1 > 0, il existe NV € N, tel que
VneN, n>N=u,>1.

Dong, la suite est minorée par M = inf{1, |ug|, |1, ..., |lun_1]}-
3. On applique (2) a —u,, pour obtenir (3).
n
Remarque 3.3. Attention, la réciproque de la propriété précédente est fausse, il suffit de consi-
dérer la suite définie par ((—1)"),>o qu’elle bornée par 1 mais n’est pas convergente.
Proposition 3.4. 1. La suite arithmétiques (u,,) converge si et seulement si sa raison r est nulle.

2. La suite géométrique (q"™) converge si et seulement si |q| < 1 ou bien ¢ = 1.

3.4.4 Opérations sur les limites

Théoreme 3.1. Soient (uy,), (v,) deux suites réelles convergentes de limites respectives [ et I, et soit
A, 1 € R. On a alors
1. (Au, + pv,) est convergente et sa limite est égale a Al + pul’.

2. (uy, X vy,) est convergente et sa limite est égale a | x I'.
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3. Sil' # 0alors il existe Ing € N tel que la suite (Z”) soit définie, et converge vers 1.
n>ng

n

4. La suite (u,,) est convergente et sa limite est égale a |l|.

Démonstration -
1. L'assertion (1) découle de la majoration suivante

At + pvn, — (AL pl')| < Mup, — U] 4 plo, =1

2. D’pres le lemme 3.1, la suite (u,) est bornée. Soit M = sup |u,|. L'assertion (2) découle
n>0

maintenant de la majoration suivante

[t X v — U X U'| = up (v, =) + (v, = )| < Moy, = U+ |I']|un, — 1.

3. Soit ¢ > 0. La suite (v,) converge vers I’ > 0. Pour ¢ = “—2/‘, il existe donc N; tel que
|vn| > % pour tout n > N;. Aussi, il existe N, > 0 tel que

VneN, |u,—1l'|<——

En particulier, pour n € N = max Ny, N2, I'inégalité triangulaire implique

1 1 vy, — U
———| = < v, = U'| <e,
v, U v ll | T ]l’]2| " |
ce qui prouve que ( vl) converge. L'assertion (3) suit maintenant de
" n>N1

l’assertion (2).
4. Soit ¢ > 0. Puisque (u,,) converge vers [, il existe N > 0 tel que

Vn >N, |u,—I|<e.

L'inégalité triangulaire implique donc que pour tout n > N,

ft] — m\ <un— 1] < ¢,

ce qui conclut la preuve.

3.4.5 Suites telles que <l<l1

Un+1
Un

Théoréme 3.2. Soit (u,) une suite de réels non nuls. On suppose qu’il existe un réel | tel que pour tout
entier naturel n (ou seulement a partir d'un certain rang) on ait :

Un <l<l1.

Un,

Alors lim u, = 0.

n—-+0o00



3.5 Suites extraites d’une suite

Définition 3.8. Etant donnée une suite (u,), on dit que (v,) est une suite extraite ou encore une
sous-suite, s’il existe une application ¢ : N — N, strictement croissante, telle que

Vn € N: v, = Uy(n)-

Lemme 3.2. Si ¢ : N — N est une application strictement croissante, alors pour tout n € N, on a
©(n) > n. En particulier, la suite (w,,) := ¢(n) a pour limite 4+oc.

Démonstration - C’est vrai pour £ = 0. On raisonne ensuite par récurrence : Si n, > k, comme
ngy1 > nyg cela donne ny 1 > ket dong, ng 1 > k + 1. [

Remarque 3.4. Au lieu de suite extraite, on parle parfois de sous-suite.

Proposition 3.5. Si (u,) est une suite ayant pour limite | € R U {—o0, +oo} alors toute sous-suite
de (u,,) converge vers la méme limite. En particulier, si une suite (u,,) admet des sous-suites ayant des
limites différentes alors (u,,) n’admet pas de limite.

Démonstration - Nous donnons la preuve dans le cas ot1 la limite est [ € R. les autres cas sont
laissés comme exercices. Soit ¢ > 0, alors il existe ny € N tel que |u, — | < € pour tout n > ny.
Soit (u,, ) une sous-suite de (u,,). Soit kq tel que ny, > ng, alors pour k > ky on a n, > ng et donc
|un, — 1| < e.Ce qui prouve la convergence annoncée.

La deuxieme remarque vient juste de la contraposée de la propriété établie ci-dessus. n

Théoréme 3.3. (Bolzano-Weierstrass) De toute suite réelle bornée on peut en extraite une sous-suite
convergente.

3.6 Suites de Cauchy

Définition 3.9. une suite (u,,) est dite de Cauchy si elle vérifie la propriété suivante :

Ve>0,3dng€eN, Vp,geN: pg>ng=|u,—uy <e.

Exemples 3.3. les suites (S”;ff)) et (cos(+)) sont de Cauchy.

Lemme 3.3. Toute suite de Cauchy est bornée.

Démonstration - Pour € > 0 fixé, soit n, tel que décrit ci-dessus. On a en particulier
|up, — upny| < e, pour tout p > ny.
Alors la suite (u,,) est bornée a partir de ny. Elle est donc bornée. |

Théoreme 3.4. (Critere de de Cauchy) Une suite numérique est convergente si et seulement si elle est
de Cauchy.



Démonstration- Si (u,,) tend vers [, alors (en faisant court, avec les notations habituelles main-
tenant), on a pour p, ¢ > ng

|up — ug| < up — 1] + [ug — 1] < 2e.

Donc elle est de Cauchy.
Réciproquement si (u,,) est de Cauchy alors elle est bornée d’apree le lemme 3.3 ci-dessus. Par

le théoreme de Bolzano-Weierstrass elle admet une sous-suite convergente (u,, ), de limite [.
)

Il existe un ny € N tel que pour & > ng on ait |u,, —I| < 5, et tel que pour p,q > ny on ait
lup, — ug| < 5. Soit k > ng onan > k (d’prés lemme 3.2) et

£
2

£
lup, — 1] < ]uk—unkl+]unk—l\§§+ =e.

Ce qui prouve que (u,) converge vers . n

Théoreme 3.5. (Théoreme des gendarmes) Soient (u,,), (vy) et (wy,) trois suites réelles, et supposons
que a partir d’un certain rang on a
Unp, S Un S W, -

1. Siles suites (u,) et (w,,) ont la méme limite | € R, alors lim v,, = .
2. Sila suite (u,) a pour limite +o0, alors limv,, = +00.

3. Si la suite (w,,) a pour limite —oo, alors lim v,, = —o0.

Démonstration - Montrons le cas 1, les autres cas sont laissés comme exercices. Soit £ > 0, il
existe n, tel que pour n > n, on ait :

Uy < Uy S Wy, |u, =1 <e, et|w, -1 <e.

En particulier on a
Up <V, <w,, [—c<u, etw,<Il+ec.

Cequidonne! —e¢ < v, <l+¢,ie,|v, -] <e. m

Théoreme 3.6. (Théoreme de la limite monotone) Toute suite monotone admet une limite. Plus précise-
ment :

1. Toute suite (u,,) croissante majorée admet une limite finie, et
lim u,, = sup{u, : n € N}.

2. Toute suite (u,,) croissante non majorée tend vers +oo.

3. Toute suite (u,,) décroissante minorée admet une limite finie, et
lim u,, = inf{u, : n € N}.

4. Toute suite (u,,) décroissante non minorée tend vers —oo.



3.6.1 Suites adjacentes

Définition 3.10. Soient (u,,) et (v,) deux suites réelles. On dit que (u,,) et (v,) sont adjacentes si
et seulement si

1. une des suites est croissante, ’autre décroissante.
2. et lim (u, —v,) =0.
n—>+oo( n n)

Théoreme 3.7. Si deux suites sont adjacentes, alors elles sont convergentes et elles ont méme limite.

Démonstration - Supposons que (u,) est croissante et (v,,) décroissante. Montrons, par ab-
surde, que u, < v, pour tout n.
Supposons qu’il existe N tel que & = uy — vy > 0, donc pour n > N on a u,, > uy et v, > vy
par suite

Up —Vp ZUN — Uy =a >0

pour tout n > N ce qui est impossible car u,, — v, tend vers 0.

Par suite, ug < u,, < v, < vy, on en déduit que : La suite (u,,) est croissante majorée par v, donc
convergente vers .

La suite (v,,) est décroissante minorée par v, donc convergente vers ['.

La suite (u,, — v,) converge vers [ — ' = 0. donc [ =['.

uy #

"o

FIGURE 3.1 — Graphe des suites adjacentes.

Corollaire 3.1. Si (u,,) et (v,) sont adjacentes, de limite commune [ telles que (u,,) croissanteet (v,,)
décroissante, alors, on a
VneN:u, <Il<w,.

Exemples 3.4. Les suites données par (uy,),>1 et (v,)n>1

1
Up=1——, v, =1+ —
n n
sont adjacentes. En effet La suite (u,,),>1 est croissante car : w1 — u, = m > 0.
La suite (v,,),>1 est croissante car : v, 11 — v, = n(%rl) < 0.

De plus u, — v, = ’72 — 0, quand n — +o00. Donc (u,),>1 et (v,),>1 sont adjacentes. On en

déduit que (uy,),>1 et (v,,)n>1 sOnt convergentes vers la méme limite 1.
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3.6.2 Suites u,.1 = f(uy,)

Définition 3.11. Soient / un intervalle fermé de R et f : I — R une application. On suppose
que f(I) C 1. La suite (u,,) définie par u, € I et la relation de récurrence

Vn € N:uyg = fuy),
est appelée suite récurrente.

Proposition 3.6. Si f est une fonction continue et la suite récurrente (u,,) converge vers I, alors [ est
une solution de I'équation

L= f().
Remarque 3.5. On dit que [ est un point fixe de f.

3.6.3 Sens de variation de la suite (u,)

Théoréme 3.8. Si f : I — I une fonction continue et croissante, alors quelque soit uy € I, la suite
récurrente (u,,) est monotone et converge vers | € I vérifiant | = f(l).

Remarque 3.6. On peut obtient, sans utiliser le théoreme, que (u,,) est croissante, puisqu’on a
alorsVe € I : f(z) > x.

Théoréme 3.9. Si f : I — I une fonction continue et décroissante, alors quelque soit vy € I, la suite
récurrente (u,). Alors,
1. La sous-suite (usy,) converge vers une limite | vérifiant f o f(l) = .

2. La sous-suite (ua,+1) converge vers une limite ' vérifiant f o f(I') = 1.

Remarque 3.7. | n’est pas nécessairement égal a ['.

Exemples 3.5. Soient la fonction f(z) = v/2z + 3 définie dans I = [—2, 4], et la suite récurrente
Uy = \/§7 Up41 = f(un)

Alors comme u € I, f est continue et croissante sur /, donc (u,,) converge vers une limite [ qui
satisfaite f(I) = 1. C'esta dire [ — 20 — 3 = 0, d’out [ = 3. (voir le figure au-dessus)

FIGURE 3.2 — Présentation graphique de .






