CHAPITRE 6

DERIVABILITE DES FONCTIONS D’UNE
VARIABLE REELLE.

6.1 La dérivée en un point

Définition 6.1. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. Soit 7y un point de /. On dit
que f est dérivable en x si la limite

o 10) = (a0)

T—T0 gy — 330

existe et est finie. Cette limite est appelée derivée de f au point z, et on la note f'(x).

Remarque 6.1. (Autres ecritures de la dérivée) En posant h = = — z, appelée accroissement de

la variable x en x, on obtient x = x( + h et la derivée s’écrit alors

1) /() = lim HEo =) oy

—0

2)— f(xo+h) — f(zo) = f'(xo)h + he(x), et lime(z)=0

h—0
Donc si f/(x) # 0, le nombre f’(z).h, est une valeur approchée de f(zo + h) — f(xo) et on peut

écrire (si h assez petit)

f(@o +h) = flxo) = f'(2o)h.
Exemple 6.1. Soit la fonction f définie par f(x) = z3. Alors f est dérivable au point 1, car

— f(1 31
limM— im = lim(z* + 2z + 1) = 3.
z—1 r—1 =1 ¢ — 1 x—1

Définition 6.2. (Dérivée a droite et a gauche) Soit f une fonction définie sur un intervalle I de

R. Soit 2y un point de I. (ou bien une extrémité de 7).

1. On dit que f est dérivable a droite en z, si la limite suivante existe

o 1) = F(20)
x?xo T — X

et on la note f}(xy).



2. On dit que f est dérivable a gauche en z si la limite suivante existe

f@) — fa)
220 x—xy

et on la note f;(zo)-

Proposition 6.1. Une fonction f est dérivable en x, si et seulement si elle est dérivable a droite et a

gauche en xq et f3(0) = f;(0).

Exemple 6.2. La fonction f definie sur R par f(z) = |z|, possede une derivée a droite f;(0) =1

et une derivée a gauche f;(0) = —1 au point 0. En effet
10) = lim 2 = i © = 1(0) = tim ! = i =% =
fd(O)—;%% 7 _i%%x_l et fg(O)—}%rg) ;- —}%% — =1

Puisque f}(0) # f;(0), alors la fonction f n’est pas derivable au point 0.

6.1.1 Interprétation géométrique de la dérivée

Soit f une fonction dérivable en z et (Cy) la courbe représentative de f. L'équation de la

tangente (7") a la courbe (C) au point My(xo, f(zo)) est

L Y
flxo + k)

f (xo }‘

()

FIGURE 6.1 - la tangente (T") de (Cf) en M,



6.1.2 Dérivabilité et continuité

Proposition 6.2. Une fonction f dérivable en x est forcement continue en x.

Démonstration - En effet, d’apres la remarque 6.1, on a

f(zo+ h) = f(xo) + hf'(x0) + £(h), o lim e(x) = 0.

Dong, ]lg% flzo+h) = f(xg). u

Remarque 6.2. La réciproque est fausse, pour plus détail voir I'exemple 6.2.

6.1.3 Dérivabilité sur un intervalle

Définition 6.3. On dit qu'une fonction f est dérivable sur I si et seulement si elle est dérivable

en tout point zy € 1. On définit alors la fonction dérivée

flfrI - R

Exemple 6.3. Soit la fonction f définie par f(z) = z?. Alors, pour tout 7o € R, on a

() —®0) W — Vo
xlgrgﬁlo I 22N ¢ IILIQO(m + z9) = 2x0(finis).
Dongc,
ff*"R —- R
r = 2.

6.1.4 Dérivée de fonctions usuelles

6.2 Opération sur les dérivées

Proposition 6.3. Soient f,g: I — R deux fonctions dérivables sur I et A € R. Alors, on a
L (f+9)=1+d,
2. (N =Af,

3. (fg)=fg+fg,



Fonction Dérivée

" nz" Y, nez

! L a0

VT ﬁ, x>0

@ ar®t, a€eR

e’ e’

Inz =, €]0,4o00]

cos T —sinzx

sin Ccos T

tan —— =1+tan’z, s #Z(2k+1), (k€ Z)

!
4 (3) =Faurro
!
5. (g) — L9201 it g 0.
Démonstration -

1) Ona

(g+ N@) = (g+ Hlwo) _ f@) = flwo) | g(z) —g(zo)

— f'(20) + ¢'(20).

T — X T a0 T — X T—T0
2) Ona
D) = ey 5@ = Flao)
T — TIg xr — Xo r—x0

3) Puisque f est dérivable en z, alors continue en xz,, donc lim f (x) = f(xp), d’ou
T—x0

DR Z@NE) | i (OS] | g 19 =gl

T — X y Tr — 2o r — X
—  f'(w0).g(z0) + f(x0).g'(x0).

T—T0

6.2.1 Dérivée d'une fonction composée

Proposition 6.4. Si fest dérivable en x et g est dérivable en f(x) alors g o f est dérivable en x et de
dérivée

(g0 f) (o) = g'(f(x0)).f" (o)

Démonstration - La preuve est basé a ce propierité

(g © f)(ZL’) - (g © f)(ZL’o) - g(f([l?)) - g(f($o)) x f(ZL‘) - f(ZL‘O) SN g/(f(xo))f/(xo)

T — X  f(z) = (o) T —xg  TOT0




Exemple 6.4. Soit la fonction f définie par f(x) = sin(2?). Alors, on a
f(z) = (2*).sin’(2%) = 322, cos(a?).
6.2.2 Dérivée d'une fonction réciproque

Théoréme 6.1. Soit I un intervalle ouvert. Soit f : I — J dérivable et bijective dont on note f~' : J —

I la bijection réciproque. Si f~' ne s’annule pas sur I alors f~' est dérivable et on a pour tout x € J

Démonstration - On a

f' ) — (o

SN f (@) = f'(y) = lim

e Y—=%
= 1
= o T =F(%)
Y—Yo
. il 1
= S [@IG) iz
L),

Exemple 6.5. Soit f(z) =In(z), z >0ona f }(z)=¢", z€€R,alors

—_
—_

f_ (yO) = f_ (f($0)) = f/(ﬂfo) = T =29 = e¥,

o

6.2.3 Dérivées successives

Soit f : I — R une fonction dérivable et soit f’ sa dérivée. Si la fonction f' : I — R est aussi

dérivable on note (')’ = f” la dérivée seconde de f. Plus généralement on note

fO=F Q=1 fO =1 o = (F)
Si la dérivée n— ieme f( existe on dit que f est n fois dérivable.

Théoreme 6.2. (Formule de Leibniz) Soient f, g deux fonctions n fois dérivables. Alors,

n

(f.g)™ =3 Cum f g0

1=0



6.2.4 Fonction de classe C*

Définition 6.4. Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert /, soit n un entier tel que

n > 1.

— Siles dérivées f/, f”, ..., f) existent et si f(™) est continue sur I, on dit que f est de classe

C"sur .

— On dit que f est de classe C* sur [ si toutes les dérivées (™) existent et sont continues

sur /.
Exemple 6.6. 1. Soit la fonction f = 1, x # 0. Alors on peut montre par recécurrence que
an (=1)".n!

2. Les fonctions sinus et cosinus sont de classe C* sur R, et 'on a :

sin®™ 2 = sin(z + ng), et cos™ z = cos(x + ng)

3. La fonction z — €* est de classe C* sur R.

4. La fonction z — In x est de classe C* sur R? .

6.3 Extremum local, théoréeme de Rolle
6.3.1 Extremum local

Définition 6.5. Soit f une fonction définie sur un intervalle .
— On dit que z, est un point critique de f si f'(x() = 0.

— On dit que f admet un maximum local en z; (resp. un minimum local en x) s’il existe

un intervalle ouvert J contenant z tel que
VeelIndJ: f(z) < f(zo) (resp. f(z) > f(xog)).

— On dit que f admet un extremum local en z; si f admet un maximum local ou un mini-

mum local en ce point.

— On dit que f admet un maximum global en z; si

vrel: f(z) < f(z).
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Théoréme 6.3. Soit I un intervalle ouvert et f : I — R une fonction dérivable. Si f admet un maximum

local (ou un minimum local) en xq alors f'(zq) = 0.

Remarque 6.3. La réciproque du théoreme 6.3 est fausse. Par exemple la fonction f : R — R,

définie par f(x) = 2? vérifie f'(0) = 0 mais 2o = 0 n’est ni maximum local ni un minimum local.

Démonstration - Supposons que f admette un maximum local en z,. Alors

J@) 1) < 0 iz e [z, zo+é]

T

%ﬁ(@fo) >0, siz €|xy— e,
f@)—f{
—A

pour un certain ¢ > 0. Donc f'(zg) = f;(70) > 0 et f'(xo) = fi(z0) <0, donc f'(zp) = 0. |

Méthode de la dérivée seconde

Théoréme 6.4. Soit I un intervalle ouvert, x et f : I — R une fonction dérivable deux fois telle que
—1) f'(x¢) = 0 (est un point stationnaire),
—2) f"(xo) existe.
Alors
—i) Si f"(xo) > 0, f admet un minimum local en x,
—11) Si f"(xo) < 0, f admet un maximum local en x,
—i11) Si f"(xo) = 0 ou devient infinie, on ne peut rien dire.

Exemple 6.7. Déterminer les extrémums de f(z) = z(3 — z)*sur | — 1,4].

Ona f'(x) = (3—x)(3 = 5x) et f’(x) = 10z — 18. Comme
/ 3
f(a:)zO(:)x:?)Vx:g,
11 . " 3 i
donc f”(3) = 14 > 0 est un minimum. f (g) = —12 < (0 est un maximum.

Remarque 6.4. Si f”(xy) = 0, il faut pousser 1'étude de f a 'aide de la formule de Taylor. Telle

que f admet des dérivées d’ordre > 3, nous verrons cela dans analyse 2.



6.3.2 Théoréme de Rolle

Théoreme 6.5. Soit f : [a,b] — R une fonction telle que
— [ est continue sur [a, b,
— fest dérivable sur |a, b],
— fla) = f(b).

Alors il existe ¢ €|a, b[ tel que f'(c) = 0.

Remarque 6.5. (Interprétation géométrique) il existe au moins un point du graphe de f ou la

tangente est horizontale (voir le figure au-dessous).

f(a) 1

/

Démonstration - Si f est constante sur [a, b], le résultat est trivial, car alors f'(z) = 0, pour

T\
|
b ‘\:

tout x €]a, b|. Supposons donc f non constante. Etant continue sur [a, b], f est bornée et atteint
ses bornes, et 'on peut supposer que 1'une au moins de ces bornes, la borne supérieure M par
exemple, est différente de f(a) = f(b). Il existe alors ¢ €|a, b[ tel que f(c) = M. Comme c est

alors un maximum (absolu) de f. Puisque f est dérivable en ¢, ona f'(c) = 0. |

Exemple 6.8. Soient f(z) = |z|. Le théoreme de Rolle ne s’applique a f sur [—1, 1], malgré elle
est continue sur [—1, 1], vérifiant f(—1) = f(1). Car elle n’est pas dérivable sur | —1, 1|. Il n’existe

pas de point ¢ €] — 1, 1], en lequel f’(c) = 0.

6.3.3 Théoreme de Lagrange ou des accroissements finis

Théoreme 6.6. Soit f : [a,b] — R une fonction vérifiant

— [ est continue sur [a, b,



— fest dérivable sur |a, b],
Alors 3¢ €]a,b[: f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).
Remarque 6.6. (Interprétation géométrique) il existe au moins un point du graphe de f ou la

tangente est parallele a la droite (AB) ou A = (a, f(a)) et B = (b, f(b)). (voir le figure au-

dessous).

Démonstration - 1l suffit d’appliquer le théoréme de Rolle a la fonction auxillaire ¢ : [a,b] — R

définie par

Corollaire 6.1. Soit (a,b) € R?, tel que a < b. Si f est une fonction continue sur [a,b), dérivable sur

la, b et qu'il existe un réel M > 0 tel que
z €la,b: |f(z)] < M,

alorson a

£ (b) = f(a)| < M[b—al.

Exemple 6.9. Pour tout = € R, |sinz| < |z|. En effet :

o _ inz—sin0 _
Pour tout 2 # 0, il existe (c € I =|0, z[, oujz, 0[) tel que **7="= = cosc < stlg) cost < 1.




6.3.4 Théoreme des accroissements finis généralisé

Théoreme 6.7. Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b|, dérivables sur ]a,b[. Supposons que

g () # 0 sur]a,b|. Alors il existe ¢ €]a, ] tel que

Démonstration - On applique le théoreme de Rolle a la fonction ¢ : [a, b] — R définie par :

fb) = f(a)

@(l‘) = f(m) u f(a) - (g(iL’) - g(a) g(b) - g(CL) :

6.3.5 Sens de variation d’une fonction dérivable
Les résultats précédents permettent d’établir un lien entre le sens de variation d"une fonction
et le signe de sa dérivée. Nous avons le théoreme suivant
Théoreme 6.8. Soit (a,b) € R®, tel que a < b. Si f est une fonction dérivable sur |a, b[. Alors
1) est constante sur [a, b] si et seulement si Vx €]a,b[:  f'(x) =0,
2) est croissante |a, b] si et seulement si Vx €la,bl:  f'(z) >0,

(1)

(2)

(3) est décroissante [a, b| si et seulement siVa €|a,b:  f'(x) <0,

(4) siVx €]a,b[:  f'(x) > 0,0na f est strictement décroissante sur |a, b|,
(5)

5) siVx €la,bl:  f'(z) <0,o0na f eststrictement décroissante sur [a, b].

Remarque 6.7. La réciproque au point (4) (et aussi au (5)) est fausse. Par exemple la fonction

x — x* est strictement croissante et pourtant sa dérivée s’annule en 0.

Démonstration - Prouvons par exemple (2).
Soient a et b deux points de [ tels que : @ < b, d’apres le T.A.F, il existe ¢ €|a, b| tel que :
fla) = f(b) = (a—b)f'(c). Comme f'(c) > 0, Alors f(a) < f(b) par suite f est croissante sur /.

Réciproquememt, si f est croissante sur [a, b]. Soit ¢ € I, alors pour tout z € I — {z¢}, ona

f(@) — f(2o)

r — XIg

>0

— )

par passage a la limite on obtient f'(xy) > 0. Ce qui prouve (2). Les autres propriétes se dé-

montre de la méme maniére. ]
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6.3.6 Théoréeme du prolongement dérivable

Théoreme 6.9. Soit f : [a,b] — R une fonction vérifiant
1. f est continue sur [a, b,
2. fest dérivable sur |a,b],
3. f'(x) —3 Lol €R.

Alors la fonction f est dérivable au point a et f'(a) = .

Exemple 6.10. Soit la fonction f définie sur |0, +o0[ par f(z) = e~:. Alors f est prolongeable

par dérivabilité en 0.

6.4 Regle de ’'Hospital
6.4.1 Premieére regle de I’'Hospital

Théoréme 6.10. Soient f, g : I — R deux fonctions dérivables et soit xo € 1. On suppose que
(1) f(zo) = g(xo) =0,
(2) Ve e I —{zo}: ¢'(z) #0.

§i lim ooy =4 (L €R) alors lim g5 =1,

Démonstration - Fixons a € I — {z} avec par exemple a < zy. Soit h : I — R définie par

Alors, h vérifiant les conditions du théoreme 6.3.2, (Théoreme de Rolle ), dong, il existe ¢, €

la, zo[ tel que A'(a) = 0. Par conséquant g(a)f'(c,) — f(a)g'(c.) = 0. Comme ¢’ ne s’annule pas
fla) _ f'(ca

= £l%) Commea < cq < o lorsque 1'on fait tendre a vers z, on
g(a) g'(ca)

obtient ¢, — x(. Cela implique

sur I — {xy} cela conduit a

o Sfla) L ffed) o f(cl)
Jim g(a) i 7' (ca) Jm 7 (o)

=1

|
Exemple 6.11. —1) lim S22 = Jjm <82 = 1.
z—0 % z—0
-2 lim l—cosz __ lim sinx _ lim €52 — l'
) 70 77 z—0 4% 750 2 2
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Remarque 6.8. La réciproque est en général fausse. En effet :

. 92 . . M . .
Soit f(x) = x* cos(+) et g(xz) = x. Alors, on a glclg(l) o = 0- Tandis que

1
T

91615)1% e = 31:13%][235 cos() +sin(;)], n'existe pas car ili% sin(-) nexiste pas.

6.4.2 Deuxiéme regle de I’'Hospital

Théoréme 6.11. Soient f, g deux fonctions definies et derivables dans un voisinage épointé I de x, fini

ou infini) telles que

(1) xli_)rgclo f(z) =ocet xli_)rglog(x) =00

(2) Veel: ¢(x)#0.

Si lim L@

T—x0 g'(z)

= [, existe, finie ou infinie, alors

izl | G

= g(z) g (o)

Exemple 6.12. (1) lim zlnz = 0.0c0. (FL). Cependant, on peut ecrire

z—0
111%1+ rlne = 111%1+ e — 2 En appliquant la deuxiéme regle de L'Hospital pour f(z) =
Tr— Tr—r x

Inz et g(x) = 1, alors, on obtient

/ 1
lim ! (:C) = lim %~ = lim —z = 0.
z—0t gl<l') z—0+ — 3z z—0t

Dongc, lim zlnz =0
r—0t
n

(2) Vn € N*: 111%1+ 7> = 2. (E1.). En repetant n— fois la regle de L’'Hospital, on obtient
T—

x

6.5 Fonctions convexes

Définition 6.6. Une fonction f définie sur un intervalle ] est dite Convexe si pour tous 1, z, € [
ett e [0,1],
J(=t)zy +twg) < (1 —1)f(z1) + 1f (22).

Concave si pour tous z1, 22 € I ett € [0, 1],
F((L=t)z1 +tze) > (1 — 1) f(z1) + Lf (22).

Si les inégalités <. (resp. >) sont strictes on dit que f est strictement convexe (resp. strictement

concave).
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Remarque 6.9. (Interprétation graphique) Soient A et B deux points du graphe de f d’abscisses
respectives z; et z5. Alors un point quelconque M du segment [A, B] a pour abscisse (1 —t)zs +
tre avect € [0,1] et pour ordonnée (1 —t) f(x2) +tf(x2) et le point P du graphe de f d’abscisse
(1 — t)xg + txg a pour ordonnée f((1 — t)zy + tz2). Dire que f est convexe signifie donc que
l'ordonnée de M est supérieure a 'ordonnée de P. On dit que la courbe est ( au-dessous ) de
ses cordes.

(x2)

(t=f(x) +1f(x2)

(%)
£((1 — O3 + )

(1 =ty + tx3)

f(x)

(t-0f(x) +tflx)

f(x)

xy {1 — ) + txz  xo x; (1 —Ox +txz xz

Proposition 6.5. Si f est une fonction continue deux fois dérivable sur un intervalle ouvert I. Alors
(1) f est concave sur I si et seulement si f"(x) < 0 pour tout x € 1.

(2) f est convexe sur I si et seulement si f"(x) > 0 pour tout x € I.

Exemple 6.13. La fonction x — |z| est convexe sur R puisque,
[tz 4+ (1 — t)xg| < tlay| + (1 — t)|z2.

La fonction  +— Inx est concave sur |0,+o0o|. En effet, sa dérivée seconde est négative sur

10, +o0.

Théoréme 6.12. (Caractérisation des fonctions convexes dérivables)

(1) Si f: I — Rest dérivable, alors,

(f convexe) < (f' croissante sur I).

(2) Si f: 1 — Restdeux fois dérivable, alors,

(f convexe) < (f" > 0surI).
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