CHAPITRE 7

FONCTIONS CIRCULAIRES INVERSES ET
FONCTIONS HYPERBOLIQUES.

7.1 Fonctions circulaires réciproques
7.1.1 Fonction arcsinus

Définition 7.1. La fonction sinus, sur l'intervalle [—7, 7] est continue et strictement croissante.
Par application du théoreme de la bijection ??, on peut affirmer que la fonction sinus, restreinte
alintervalle [-7, 7] définie une bijection de [-7, 7] sur [—1, 1]. La bijection réciproque, nommée
arcsin, définie par

Ef]
2792

r > arcsinz,

arcsin : [—1,1] — |

c’est-a-dire
17 Wi

Ve € [—1,1], Vy € | ,ﬂ:yzarcsinx@xzsiny.

Remarque 7.1. (Représentation graphique de arcsin) Comme on le sait, dans un repere ortho-
normé, la courbe d"une fonction et sa fonction inverse sont symétriques par rapport a la droite

d’équation : y = z, (voir le figure au-dessus)

g = arcsin(zr)

Propriétés 7.1. 1. Vo € [-1,1] : arcsin(sinz) = z, et Vo € [-F, 7] : sin(arcsinz) = .
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2. La fonction arcsin est continue, strictement croissante, impaire dérivable sur [—1,1] de

dérivée
1
V1—a2

(arcsinz) =

3. Vx € [-1,1] : cos(arcsinz) = /1 — 22

4. Vo € [—1,1] : tan(arcsinz) = —=.

1—x

Démonstration -

2. ePourtoutz €] —1,1[,ona

(arcsinz)’ = =
cosy /1 —siny

e La fonction arcsin est impaire. En effet
y = arcsin(—z) < x = sin(—y) & —y = arcsin .

3. Soit y = arcsinz, comme y € [—Z, 2], alors cosy > 0 et d’apres la relation z = siny, on
Yy Y 272 P

obtient

cos(arcsin z) = cosy = \/1 —sin?y = V1 — 22

7.1.2 Fonction arccosinus

La fonction cosinus est paire 27 périodique, continue et dérivable et si x € [0, 7] : cos’z =
—sinz < 0. Donc elle est strictement décroissante sur [0, 7|. Elle est donc bijective de [0, 7] dans

COS([Oa ﬂ-]) = [_17 1]
Définition 7.2. La bijection réciproque de cos est appelée fonction arccosinus et est notée arccos.
Ainsi
arccos : [—1,1] — [0,7]
T > arccosz,
c’est-a-dire
Vo e [-1,1], Vy € [0,7] : y = arccosx < = = cos y.
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Représentation graphique de arccos

y = arceos(z)

Propriétés 7.2. 1. Vo € [-1,1] : arccos(cos x) = z, et Vo € [0, 7] : cos(arccosx) = x.

2. La fonction arcsin est continue, strictement décroissante, paire dérivable sur [—1, 1] de

dérivée
1
V1—22

(arccosz) = —

3. Vx € [-1,1] : sin(arccos z) = /1 — z2.

4. Yz € [—1,1] : tan(arcsinx) = ¥ 1;‘”2.

5. Vo € [~1,1] : arcsinz + arccosz = 7.

Démonstration -

2. ePourtoutxz €] —1,1[,ona

1 —1
/
arccosz) = =
( ) —siny /1 —cos?y
—1

e La fonction arccos est paire. En effet

y = arccos(—z) < x = cos(—y) < y = arccos .

5. On pose y = arccosz et z = § —y, donc x = siny ot y € [—7, 7]. Par conséquent » =

T _

sin(§ — z), comme z € [0, 7] par suite, on a
T
arccos r = arccos(sm(§ — z)) = arccos(cos z) = z.
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Alors,

T . T
Yy+z= 5 < arcsinx + arccosr = 5

7.1.3 Fonction arctangente

Définition 7.3. La fonction tangente est une bijection de | — 7, 7[ a valeurs dans R. Sa bijection
réciproque est appelée fonction arctangente et est notée arctan, donc

]_575[

Tr > arctancz,

arctan : R —

c’est-a-dire

Vr e R, Vy €] — g, [} y = arctanz < z = tany.

SE

Représentation graphique de arctan
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Propriétés 7.3. 1. Vz € R : arctan(tanz) = z, et Vo €] — 7, 7[: tan(arctanz) = .

2. La fonction arctan est continue, strictement croissante, impaire dérivable sur R de déri-

vée
1
1422

(arctanz)" =

3. lim arctanz = g et lim arctanz = g
r——+00 T——00
x>0,

™
4. arctanz + arctan 1 = { 2 ——

us
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Démonstration -

2. Pourz € R,ona

, 1 1
(arctanx) = — = 5
tan'y 1+ tan®y
B 1
1422

3. e Pour v > 0, on pose y = arctanz et 2 = § —y, onax = tany ot y €0, 5[, alors

1 = coty = tan z et comme z €]0, Z[, on a z = arctan 1. Donc, pour z > O on a

xT

T T
Y+ z= §<:>arctan$+arctan— = —
T

e Pour z > 0, la fonction arctan est impaire, donc arctan x + arctan % =—3.

7.2 Fonctions hyperboliques.
7.2.1 Fonctions sinus et cosinus hyperboliques

Définition 7.4. Les fonctions sinus hyperbolique sh et cosinus hyperbolique ch sont définies

sur R a valeurs dans R par

ef "X,7 e’ + el
shr = £—J9— Je8 chr=———
2 2
Propriétés 7.4. 1. Les fonctions sh et ch sont dérivables sur R avec, pour tout z € R

sh'z = chx et ch'x = shax.

2. La fonction sh est impaire, strictement croissante sur R et

lim chx = —oc0 et lim chz = +o0.
T—>—00 xr——+00

3. La fonction ch est paire, strictement décroissante sur | — oo, 0], strictement croissante sur
[0, 4+00[ et

lim chx = lim chx = +o0.
T—r—00 T——+00

4. ch?x — sh?x = 1.



7.2.2 Fonction tangente hyperbolique
Définition 7.5. La fonction tangente hyperbolique est définie par

th:R — ]—-1,1]

shr e*—e™®

r +— thr = = .
chr e*+e®
Propriétés 7.5. 1. Les fonctions th est dérivable sur R et pour tout z € R
th'z = ix =1—th*
ch? '

2. La fonction th est impaire, strictement croissante sur R et

lim thx=-1 et lim thx =1.

T——00 T—+00

1= —2z
3. Vx € the = 1_1_277293.

Représentation graphique des fonctions sh, ch et th

.......................................................

y=shx

Justification du terme hyperbolique.

1. Les fonctions cos et sin s’appellent des fonctions circulaires parce que le cercle d’équation
9, 9 . x =cost, (teR)
x” +y° = 1 peut se paramétre en { y = sint
. . ) —cht, (teR
2. Labranche (droite) de I'hyperbole z?—y? = 1 peut quant a elle se paramétrer en { ; B zh ; (teR)

En effet :



— Sile point M de coordonées (cht, sht), (t € R), comme on a cht > 0 et ch*t — sh*t =1, M

appartient donc bien a la branche droite de I'hyperbole.

— Réciproquement. Si M (z,y) appartient a cette branche droite, alors :
Soit (t € R) tel que y = sht (il en existe un, et méme un seul). Mais comme ch?t — sh*t = 1

et 22 — y? = 1, on a alors 22 = ch?t, et comme = > 0 on obtient x = cht.




7.2.3 Formulaire de trigonométrie hyperbolique

Propriétés 7.6. Pour tout a, b € R, nous avons que

sh(a+0b) = sha.chb+ cha.shb
sh(a —b) = sha.chb— cha.shb
ch(a+0b) = cha.chb+ sha.shb
ch(a —b) = cha.chb— sha.shb
ch(2a) = ch*a+ sh?a = 2ch*a —1 =1+ 2sh’a
sh(2a) = 2cha+ sha
tha + thb
th(a+b) = M
tha -
th(a —b) = W
tha
th(2a) = 11 th%a
sha+shh = 2sh" g 5 N !
sha — shb = 2$ha_b.cha+b
2 2
choils = 250 N 5 !
cha SJ@hb =£ 25ha_b.sha;b

7.3 Fonctions hyperboliques inverses.
7.3.1 Fonction argument sinus hyperbolique.

Définition 7.6. La fonction sinus hyperbolique définie une bijection de R sur son image R. L'ap-
plication réciproque est appelée fonction argument sinus hyperbolique et notée argsh, c’est-a-

dire

argsh : R — R

x +— argshz,

c’est-a-dire

Vre R, Vy e R:y=argshr < x = shy.



Représentation graphique de argsh

y=argsh x

Propriétés 7.7. 1. Vz € R : argsh(shx) = x, etVx € [0, 7] : sh(argshz) = x.

2. La fonction argsh est continue, strictement croissante, impaire dérivable sur [—1, 1] de

dérivée
1

argsimly— ————.
(rosiy x2+1

3. Vo € R:argshe = In(x + Va2 + 1).

Démonstration -
2. On calcule la dérivée de argsh.
1 1 1

(argshz)’ = = =

sh'y  ch(argshz) /22 +1’
Car ch(argshx) = \/1 + sh?(argshz) = /1 + 22.

3. Comme In'(z + V22 + 1) = -, d’ou le resultat.

Vita?!

7.3.2 Fonction argument cosinus hyperbolique.

Définition 7.7. La fonction cosinus hyperbolique définie une bijection de [0, +o00| sur son image

[1, +00[. L'application réciproque est appelée fonction argument cosinus hyperbolique et notée
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argch, c’est-a-dire

argch : [1,400] — [0,400]

xr +— argchz,
c’est-a-dire

Vo € [1,+oo[, Yy € [0,400]: y = argchx < x = chy

Représentation graphique de argch

Propriétés 7.8. 1. Vx € [0, +o0[: argch(chx) = z, et Vx € [1, +0o0[: ch(argchx) = x.

2. La fonction argch est continue, strictement croissante, dérivable sur |1, +oo[ de dérivée

1

argchzx) = :

(argch) e
3. Vx € [1,4o00[: argche = In(z + V2% — 1).

Démonstration -
2. On calcule la dérivée de argch.
1 1 1

(argchx) =

ch'y  sh(argchz) ’
Car sh(argchx) = \/chz(argchx) —1=vz2 -1

3. Comme In'(z + V2% — 1) = 55—, d’ot1 le resultat.

2 —1
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7.3.3 Fonction argument tangente hyperbolique.

Définition 7.8. La fonction tangente hyperbolique définie une bijection de R sur son image
] — 1, 1. L'application réciproque est appelée fonction argument tangente hyperbolique et notée
argth, c’est-a-dire

argch:] —1,1[- R, z~— argthx,

c’est-a-dire, Vx €] — 1,1], Vy € R: y = argthx < x = thy.

Représentation graphique de argth

-y = argthz.

Propriétés 7.9. 1. Vo € R : argth(thx) = x, et Vo €] — 1, 1[: th(argthz) = .
2. La fonction argth est continue, strictement croissante, impaire, dérivable sur | — 1, 1] de
dérivée

/

(a?"gthl’) = 1_712

1—x

3. Vz €] — 1,1[: argthz = L 1In <1+$>
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