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'CORRECTION D’EXERCICE 1] AAAAAAAAAA -

(1) Posons, P(n): (1+a)™ > 1+ an, pour tout n € IN.
(a) Initialisation:Ona: (1+a)?=1>1+0a, donc, P(0) est vraie.

(b] Hérédité : Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire Vn € N: (14+a)™ > 1+ an, et on
monter que P(n + 1) est vraie, c’est-a-dire Yn € N : (1 +a)™™! > 1+ a(n+1). Alors,
d’apres, 'hypothese, on a

(14+a)™! > (1+a)™(14a)
> (14an)(l+a)=1+an+a+a’n
> 1

+a(n+1).

Car, a’n > 0, d’ou le résultat P(n + 1) est vraie.
Conclusion: (1 +a)™ > 1+ an, pour tout n € IN.
(2) On étude la convergence la suite géométrique de terme générale u, = q™ (q € R).
(a) Si q €]1,400[ alors, il existe a > 0 tel que q =1+ a. Donc, d’apres, I'inégalité de Ber-
noulli, on a
VneN: q"=(1+a)">1+an.

ce qui donne,
lim up = lim q"> lim (14 an)=+o0.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

(] Si g =1, alors uy =1, pour tout n € N. Donc, lim u, =1.
n—-+oo

Maintenant, si q €] —1,1], on distingue deux cas,

«) Si q =0, alors, uy, =0, pour tout n € IN. Donc, ngToo un =0.

1
B) Si q = 0, alors, il existe q’ €]1,4o00] tel que, |q| = ? Donc, d’apres (a), le resul-

tat précedent, on a, lim q™ = +oo. Par conséquent, on obtient lim |q™ = 0. D’ou

n—+00 n—+o00
lim q™=0.
n—-+oo
(d] Si q €] —o0,—1] alors, on on distingue deux cas,
v) Si g =—1, alors, (un) nadmet pas de limite, car
lim up = lim (—1)“:{ 1 STopair
n—-+o00 n—-+o0 —1 :nimpair.

8) Si q €] — 00, —1], alors, il existe q’ €]1,+o0, tel que ¢ =—q’. Donc,

+00 :n pair

N . . . n "nm __
lim u, = lim (=1)"(q") —{ —00 :nimpair.

n—-+oo n—-+oo

La suite (u,) n’a pas de limite.
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Conclusion : La suite géométrique (q™) converge si et seulement si q €] —1,1].

'CORRECTION D’EXERCICE 2| VAAAAAAAAAAS-

(1) On Calcule les termes u;,uz,vo,v1 et v2. Ona, donc, up =4up+3 =11,up = 4w +3 =47,vp =
uy+1l1=3etvi=u1+1=12.

(2) (vn) est géométrique si et seulement si
dg e R, Yn € N:vn41 = q.vn. Alors, vip1 =unt1 +1 =4(uy + 1) = 4vy. Donc, q = 4.

A A _ n _ n _ _ n
n = = . ) =V, — : —1.
(3) Le terme général de (vn) est vy =voq™ = vy =3 x 4" Comme, up =vp—1 = uy =3 x4"—1

@Ona

n

Vo +Vi+..+vn1 :Sn:vo(q N ):>Sn:4“—1.

Donc, on obtient,
ut+ur .. +un1=wVo—1)+wvi—1)+..+(vp1—1)=4"—1—n.
Par concéquant, lirf (vo+vi+..+vp1)= lim (4"—1)=+ococarq>1let lim (up+u;+
n——+00

n—-+oo n—-+oo

4m™ 1
o tup_1)= lim (4" —1—n)= lim n(————l):+oo.

n—-+oo n—+oo n n

& Yerrvevy

CORRECTION D’EXERCICE 3 On utilise la définition de la limite pour montrer que

@ lim 2111%11 = 2. Alors,on a

2n+1
n

+1

2 1
< lim nt :2)(:)[V£>0, IngeIN,Vn € IN: n >ngy =]

—2|< e.}
n—+oo N+ 1

Soit € > 0, alors,
’ 2n+1

n+l 1 ond
I'implication précédente.

1 1 1
—2) =|——| < ¢ =n>——1.Dong, il suffit choisir ng = [— — 1] + 1 pour garantir
n+1 € €

(2) Exercice supplémentaire.

@ Iim v2n+1=+co. Alors, on a

n—-+o0o

lim V2n+1l=4c0 < |Ve >0, IngeIN,VneIN: n>nyg=vV2n+1 > ¢|.

n—-+oo

Soit € > 0, alors,

2 1 2 _
n+l>e=n> < . Dong, il suffit choisir ng = [£ > ] +1 pour garantir I'implication
précédente.
& Yty
'CORRECTION D’EXERCICE 4/ AAAAAAAAAA-

On calcule les limites suivantes

<
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/0
—

. 2 1, sin pair
_ n _ 7 = _ n — ’
@ nl—lgloo[( D7+ n+ 1] ngr-il-loo[( "] { —1, sinimpair.
Donc, (un) n"admet pas une limite.
/‘0
——
I (4+ (—1)“> -
@ n%u;noo 241/
© lur Vn+1—4/n)=+00— oo, (forme indéterminée), donc, on la-multiplier par la conju-
n—-+oo
1
guée. Alors, on obtient : ngmm Vn+l—yn)= ngrfm m =0

(1) Exercice supplémentaire.

on+l 4 gn+l 2(2)" 4+ 3 2\ 1
® tim (20 - aim (B2 S iim (2)" -0
n—+o00 2n 4+ 3n n—+o00 (%)n +1 n—+oo \ 3

@ Evident.

) 1+2+...+n n ) n(l+n) n . n/l+n . -n
(7) lim (———): lim (———): lim —(——1): lim ——— =
n—+00 n+2 2 n—+oo \2(n+2) 2 n—+oo 2 \m + 2 n—+o0 2(n+ 2)

-1 n o ) .

- Onnote:14+2+4+...4+n= E(l +n), est une somme de n termes primiers d’une suite
arithmétique.

Il y a un probléeme dans ce exercice (éliminer).

@ Reste comme exercice.

Exercice supplémentaire.

'CORRECTION D’EXERCICE 5 VAAAAAAAAAAS-
Soit la suite (uy) de terme générale u, = 1X2 + 5z 2X3 + 3X4 +ot oy (n+1)
. 1 _ b 1 _ (a+b)n+a a+b=0 b=—a=-1
@Ona: ey =n+tad € ami = ) i{azl =\ a=1
1 1 1 1 1 1 1 1 ) 1
@ Hm un=lm 7+ =gt oy = ) = e - )=
& Yetrtete
'CORRECTION D’EXERCICE 6/ VAAAAAAAAAA -
Pour n > 1, on pose u,, = nZL—i—l' et v, = ﬁ
1 1
(1) Ona lim = lim —=0,et lim = lim —— =0
nostoonZ+1  notoon notoonZ 4N nostoon+ 1
(2) On montre que Vn € IN*: v <wp < up.
1 1

(a) Comme, pour tout n > 1 et pour tout k € {1,2,...,n} on a . Alors, on

& Yerrvevy

<
n24+n  n2+k
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trouve,

1 1 1
W = b ———
" T12+1+T12+2+ +n2+n
S S SO S
n24+n n?24+n 7 n24n n2+n v
( 1 < 1
n?2+n n?2+1
1 < 1
n?2+n n2+4+2
(b] D’apres qui ce précede, on a | - = (par addition) wy < 1 +
1 < 1
\n?4+n n?+4n
Loyv =
n2+1 77 n241 n24+1 "
'CORRECTION D’EXERCICE 7 AAAAAAAAAA -
Etudier la monotonie des suites suivantes et on en déduire leur nature
2 2 —2
Pour tout vn € IN,on a : u —Uup=14+—)—(1+ = < 0.
© @ nit —Un = {1+ =) = 1+ =) m+2)(n+1))
Dong, la suite (uy) est décroissante sur IN.
La suite (un) décroissante et bornée inférieurement par 1, car Vvn € IN: 1 + ——" > 1.
Donc, d’apres un théoréme, (voir cours analyse-1) elle est convergente.
(b] Il est claire que (u,) est croissante, et liril Un = 400, (un) nest pas bornée.
n—+o0
uw u
Comme (uy) est strictement positive, alors, on peut comparer 1 par 1, Donc, SH =
n n

n?+2n
\/ —5——=——, on remarque que
nZ24+2n+1 qued

2 2
n 2n n 2n
Vne]N:n2+2n<n2+2n+léVnEN:;<1=>Vn€IN:O< ;<
nZ24+2n+1 Vn2+2n+1

1, d’ou le résultat, (u) est décroissante. Donc, (1) est convergente, car elle est bornée
inférieurement par 0.

n+1 n 1
(d] Pour tout n € N, on a: Uppp —uUp = nik - > n}rk = 1 > 0, dong, (uy) est
. k=1 k=1
croissante.
Maintenant pour tout n € IN,
(1 1
[ < J—
n+1l1>n n T 1 n
n+2>n —_— < —
n+2 n 1
= . >uUu, <n—=1
n+n>n ' 1 1
\ n+n E
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Donc, uy, est majorée par 1, donc, convergente.
(e) Reste comme exercice. (*).
(2) Facile

{CORRECTION D'EXERCICE 8} VIV VA VAV VAV VAAA-

Soit la suite définie pour tout n > 1 par : u, = n+r1 + %ﬂ oot o

~

(1) un est croissante (voir exercice précédente
@ On a pour tout n € IN,

( 1 1

—<_

n+1>n n—1F1 T11
n+2>n —_— < —
n+2 n

= >U,<n—=1

n+n>n . 1 1

\ Nn+n T_L

Dong, (un) est majorée par 1, alors elle est convergente.

& Yetrvets

{CORRECTION D'EXERCICE 9} VIV VA VAV VAV VAAA-

Soient les suites (uy) et (vy) définies par
u, =1+ % + % + ...+ %, Vi =Un + # Montrons que (un) et (vn) sont adjacentes.

(1) (un) est croissante. En effet, pour tout n € IN,

) (vn) est décroissante. En effet, pour toutn € IN, (n > 2),on a

B 1 2 1 _2-n_,
Y TV St T T T T )l . S
) .o —1 R ,
(3 lim [u, —vn] = lim — =0, d’ou le résultat.
n—+o0o n—+oo M!
& Yetrvete
'CORRECTION D’EXERCICE 10/ AAAAAAAAAAS-
@ OnavVn=>1:
1
Untl —Vnyl = g(un Vn)
u —1><1>< ><1><(u v)—1
ntl = g X g X X g 0—Vo) = 3
~——
n facteurs
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Donc, lim upi1 —vni1 =0

n—-+00
1
(2) Comme, Unt1 —Un = _§(u“ —Vn) = T < 0, c’et a dire (un)n>1 est décroissante.
1
(3) Pour tout n > 1, on aussi, vni1 —vn = g(un —Vn) = 3n-1 > 0, c’est a dire (un)n>1 est crois-
sante. D’ou le résultat.
'CORRECTION D’EXERCICE 11 VAAAAAAAAAA=

(1) (@ (un)n>1 est croissante. En effet, pour toutn € N*,on a:
k=n+1

e T Zk3 Zk3 ﬁ”'

(b] (Vn)n>1 est décroissante. En effet, pour tout n € N*, on a :

1 1
Vn+l —Vn = un—i—l‘f’m—un—?
B 1 N 1 1 n?+n’n+1)—(n+1)°
 m+1)P m+1)2 n?2 n?(n+1)3
2
_ _n +3n+1 <0
n?(n+1)3
Pour toutn € IN*,on a :
1 1
Vn—Un =Un+ — —Un = —. Dong, lim v, —up,= lim — =0.

Alors, les suites (un)n>1 et (vn)n>1 sont adjacentes.

(2) Le théoreme des gendarmes garantit alors que (un)n>1 et (vn)n>1 convergent vers une méme
limite.

& Yetriety

'CORRECTION D’EXERCICE 12| VAAAAAAAAAA~
Uy = 0

YnelN: up i = zu“jf. ...P(n)

Soit la suite (uy), définie par {
(1) On montre par récurrence.

(a) Initiation : pour n =0, on 0 <uy =0 < 1, donc, P(0) est vraie.

(b] Hérédité : Supposons que P(n) vraie, c’et-a-dire, 0 < u, < 1, et montrons P(n+1) vraie,
c’et-a-dire, 0 < unsq < 1. Alors,

donc, on en déduit que 0 < up4; < 1,i.e., P(n+1) est vraie.
Conclusion: Vn e N: 0 <u, < 1.
PAghekane

4
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(2) La suite (un) est décroissante. En effet, pour tout n € IN, on a

2un +3 —u2 —2up+3 (1 —up)(un+3)
tntl —ln un +4 tn un, +4 un, +4
Car la signe de polynome f(x) = —x%2 —2x + 3 est négatif sur 'intérvalle [0, 1], donc, on en

déduit que (un) est décroissante.
@ La suite (un) est convergente, alors, on calcule sa limite 1.
Ona lim up,=1= lim un4,sion passe a la limite dans la relation P(n), on aura,

n—-+oo n—-+o00

& (1P+21—-3=0)

lim u lim 2Un 13 = 2L+3
— 1 -
nStoo T e Un + 4 1+4

e (l=1V1i=-3),

on remarque que —3 ¢ [0,1], alors, lim u, =1
n—-+4oo

'CORRECTION D’EXERCICE 13 VAAAAAAAAAA-

k=n
(1) Montrons que la suite up = ﬁ n’est pas de Cauchy. (un)n>2 Cauchy si et seulement si
k=2

Ve>0,IngeN, ¥p,qecN:p>qg>ng=|u, —uqgl<e (1)
1 1
Comme, pour tout n > 2, onalnn<n, alors,m>T—L.DonC, on aura,
k=n
1 1 1 1
= — 22—+ =-4+..+—
Un = ) ppzgtytets
k=2
1 1 1 n-1 1
z —4+—-4.F—-=—2= -
n n n n 2

1
On prend ¢ = 5 et soit ng € [N, si en prend p =2m, et ¢ =m tel que m > ny. Alors, on a

1 1 1
up g = = = e T inme 2) T )

S 1 + 1 4+ 1

~ m+1 (m+2) 7 2m

NS U SRS SR

“2m 2m 7 2m 2m 7 2

c’est-a-dire la condition précédente (1) n’est pas satisfaite. Alors, (un)n>2 n'est pas de Cauchy.
k=n
(2) Montrons que la suite définie par u, = C‘]l—s,k est une suite de Cauchy.

k=0

& Yerrvevy
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Alors, on vérifiant la condition (1). Soit ¢ > 0, et pourp, q€ NN, (p=2q+1),ona

R cos(q+1) cos(q+2) cos(p)
L (q+1)! (q+1) "7 pl
1 1

N

+ +ot—
(q+1)!  (q+1)! (p)!
P—q q+1 1 1

= =—<—<e.
(g+1)! (q+1)! q! ¢

1 1 1
Doncg, a <e&Sq> - il suffit choisir ng = [ﬂ + 1, pour garantir (1). D’ou le résultat.

'CORRECTION D’EXERCICE 14/ AAAAAAAAAA -

D’apres la définition, (un)n>1 est de Cauchy ssi

Ve>0,3dngeIN%, ¥p,qeIN: p>q=>no=|up—uql<e.
Soit ¢ > 0 et pour p,q €N, (p > q). Alors, d’apres les deux inégalités suivantes, on obtient
Vx € R: |sinx| <1 et|sinx| < |x].

2

1 1 1
= _+_
q)sin(pzq)r<

o |

lup —ugl =|cos <%> —Cos (%)! = 2|sin(

1 2
+-<—<e.
q (

= | =

2 2
Donc, ce qui donne q > - Alors, il suffit de choisir ng = [E] + 1 pour garntit I'implication présé-

dente.
y Yetetrte
'CORRECTION D’EXERCICE 15 VAAAAAAAAAAS-
. . k=n (_1)k
Soit la suite (un)n>1, telle que un = k; -
(1) (a) Montrons que la suite extraite (uzn)n>1 est décroissante. On a pour n > 1
k=2n+2 k=2n _\2n+1 _\2n+2 o
(—1)k - (1-) (1-) 1
— — — = - < 0.
H2(nt1) ~Hon ké KToE K M+l | 2n+2  (2n+1)(2n+2)
(b] Montrons que la suite extraite (Uyn1)n>1 est croissante. On a pour n > 1
k=2n+3 (—1)k k=2n+1 (—1)k 1 1 1 0
_ — ) = — = > 0.
H2(nt1)+1 7 Hont kél k ké K Tont2 2n+3 (2n+3)(2n+2)
1

li — = li
@ Hm (U —uznir) = lim ol

(3) Les suites (Uon)n>1 et (Wan+1)n>0 sont adjacentes, donc elles sont convergente a la méme
limite, alors (un)n>1 est aussi converge (d’apres un théoréme voir cours analyse-1).

& Yerrvevy

'CORRECTION D’EXERCICE 16/ AAAAAAAAAA -
) Petetrse
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(1) On a pour tout n € IN:

st =in(51) =i () {2 <t (3) = i () = o

1
Dongc, (vn) est une suite geométrique de raison q = 3 et vo =1n (;%) =In(e?) = 2.

(2) Les termes générales des (vn) et (un).
1I\n
(a) On a pour tout n € IN: v, =voq"™, c’est-a-dire, v, =2 <§> .

u ,
(6] Comme, vy =1In <2—;> , alors, u, = 27e"™. Alors, par conséquent, on aura,

Un = 2762(%)n.

1\n n
() Ona lim vy =2 lim (§> =0,carqc]—1,1[, et lim u, = lim 27e23)™ = 27¢0 = 27.

n—4o0o n—-+o0o n—-+oo n—-4oo

'CORRECTION D’EXERCICE 17 VAAAAAAAAAA~

(1) Posons, P(n): un > 1, pour tout n € IN.
(a) Initialisation:On a:uy=2 > 1, donc, P(0) est vraie.

(b) Hérédité : Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire Vn € IN : u, > 1, et on monter que
P(n+ 1) est vraie, c’est-a-dire Vn € N : w11 > 1. Donc,on a :

wpeleow>le2wl 2202 —1>21=/2u2 -1>1.

Par conséquent, Yn € IN: un4; > 1. D’ou P(n+ 1) est vraie.

Conclusion : u, > 1, pour tout n € IN.

@ Pour toutn € IN,on a:
—uZ4+2un—1 —(up—1)?

Untl —Un =v2Up— 1 —up = =

strictement décroissante sur IN.

< 0. Dong, la suite (uy,) est

(3) D’apres le théoreme des suites monotones, nous avons que (un) est minorée par 1 et stricte-
ment décroissante. Donc, elle converge vers une limite 1 > 1.

Posons lim uny; = lim u, =1.Ce qui entraine que
n—-+o0o n—-+o0o

1=V2l-11?-2l+1=0&(1-1)’=0<=1=1.

& Yerrvevy

'CORRECTION D’EXERCICE 18| AAAAAAAAAA-

@ Posons, P(n): 1 <un < 2, pour tout n € IN.
(a) Initialisation : On a: uy = a €]1, 2], donc, P(0) est vraie.
(b] Hérédité : Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire Yn € N: 1 < u, < 2, et on monter
que P(n+1) est vraie, c’est-a-dire Yn € N : 1 < upny; < 2. Alors, d’apres, I’hypothese, on

?JNN DE M’sILA % HIOOI -9/10 - #iDR: D. BOUAFIA 4




(un)® 312 3
= S 42
(upn)?> 3 22 3 7
= T 4+2=24K2
tn s "aS7T iy
Ce qui implique que, Vn € IN: 1 <up41 < 2. D’'ou P(n+ 1) est vraie.

(¢) Conclusion: 1 <uy, <2, pour tout n € IN.

(2) Pour tout n € IN, et d’apres quastion (1), on a:

2
u 3 1
Uptl — Uy = () + - —up = = (up—1) (un —3) < 0. Dong, la suite (uy) est strictement

>0 <0
décroissante sur IN.
Comme (un) est minorée par 1 donc, d’apres le théoréeme des suites monotones, elle est

converge vers une limite 1 <1< 2.
(3) Posons 11m L Uni1 = lim wu, = 1. Alors, par passage a la limite dans la relation récurrente,

n— n—-+oo
on obtlent
P 1=1
l=—+-c1’—4l+3=0{ V =1=1.
43 B
1=3
'CORRECTION D’EXERCICE 19/ AAAAAAAAAA-

(1) On a par la propriété du partie entiere que : Vx e R: x —1 < [x] <x.
Par conséquent, si x =km, ou k €{1,2,. ,n} on aura kt—1 < [krmt] < k.

k=n k=n
Puis en sommant Z (km—1) < Z [krt] < Zkﬂ
k=1 k=1
= a1
Comme Z k= — (somme de n termes prémiers d’une suite arithmétique), alors, on
k=
a, !
k=n
nn+1) nn+1)
M — k] < m——— 2
N e
k=1
Si on dévise par n?, on obtient ﬂl Zn Ll)
P ’ 2n? Y] n?
nn+1) «

1 1
@ Comme, lim (ﬂw — —> = lim =« = —, alors, d’apres le théoreme des gen-

n—+o00 2n2 n n—-+oco n?2

daremes, on a, lim u, = — E k7] = =
n—-+o0o n 1

& Yetriety
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