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DEFINITION 1) AAAAAAAAAAS

Soit x € IR, l’entier relative n qui vérifie n < x < n+1 est dite la partie entiére de x, et on le note
par [x] (ou E(x)), c’est-a-dire [x] < x < [x] + 1.

& Yefriety

DEFINITION 2 VAAAAAAAAAAS-

Soit x un nombre réel, on définit la valeur absolue de x par :

x six>=0;
Xl=9 "
x s1 x<O0.

& Yetrtets

THEOREME 1 VAAAAAAAAAAS-

R est Archimédien, c’est-a-dire que
Vx€R, IneN:n>x. (1)

& Yerrvevy

PROPOSITION 1/ AAAAAAAAAA-

Toute partie A non vide majorée de R admet une borne supérieure eton a:

VxeA: x<M,

MZSHPA@{ (ii)Ve>0,dacA: M—e<a.

Toute partie A non vide minorée de IR admet une borne inférieure et on a:

CinfA o 1) VxeA: m<x,
m= (i) Ve >0,3a€A: a<m-e.

y Yetetrte
REMARQUE 1 AAAAAAAAAAS-
Soit A une partie non vide de R, alors,

(1) Si M est un majorant de A et M € A, on a supA =M.

@ Si m est un minorantde Aetm€ A,on ainfA =m.
Y Yetetrte
THEOREME 2 VAAAAAAAAAAS-

Toute suite monotone admet une limite. Plus précisement :

(1) Toute suite (un) croissante majorée admet une limite finie, et

limu, =sup{u, : n € N}L
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(2) Toute suite (un) décroissante minorée admet une limite finie, et

limu, =inf{u,, : n € IN}.

EXERcCICE 1] VAAAAAAAAAA-
Soit I'ensemble A définie par A = {5 — :n e IN* } Alors,

2n—1

< 5. En on déduit la bornitude de A.

1
Mont YnelN*:4<5—
(1) Montrer que Vn 1

(2) Montrer que la suite (un)n>1 de terme générale u, =5— est croissante et puis calculer

2n—1
sa limite.

(3) Déterminer inf(A). Est ce que A admet le petit élément (i.e.,min(A))?

(4+) Déduire sup(A). Est ce que A admet le grand élément (i.e.,max(A))?

(5) En utilisant le propriété caractéristique de sup, montrer que sup(A) =5.

& Yefrirty

CORRECTION D’EXERCICE 1| AAAAAAAAAA -

(1) Pour toutn € IN*, on a

1
z>le2n—-121<0< <le-1<-— < 0.
m m m—1 m—1
Donc, 4 <5— 1 < 5. Alors, en on déduit que A C [4, 5], c’est-a-dire A est bornée.
(@JOna:YnelN*: up —u,=5— ! —(5— ! ) = 2 > 0. Donc
@ ' B SN | 2n—1" (2n+1)(2n—1) " 7 ’
(Un)n>1 est croissante sur IN*.
/(0
1
@ ngrfooun :ngrfoo('j_ 2n—1 )=5
1

@ Comme 4 et un minorant de A, car Yyn € IN* : 5 —

e >4et4d e A (pourn=1). Donc,
inf(A) =4, et d’apres remarque 1, en on déduit que min(A) = 4.

@ D’apres le théoréme 2, on obtient

sup(A) =sup{up:neN*}= lim u, =>5.

n—+o0o

Comme 5 ¢ A, alors, max(A) n’existe pas.

(5) Maintenant, on montre que sup(A) = 5.

_ (i) Yun€A FUn SO
sup(A)—Sﬁ{ (i) Ve>0,Jun, €A :5—€<un,. .

D’apres ce que précédent (i) est évident, car A C [4,5][.

Montrons (ii). Soit € > 0, alors,onau, € A= In e N*:uy, =5— . Donc,

2n—1
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=
21’10—1 2T10—1

1 1+¢ ,
5—e<uUup, &5—e<5— <£<:>2n0—1>g<:>n0>2—£,dapresle

N ) . N . + E o .
théoréme d’Archimede 1 un tel naturel ng existe tel que ng > , on choisit, habituelle-
3

I+e¢ .
ment ng = [2—8] + 1 pour garantir (2).

EXERCICE 2/ AAAAAAAAAAS-
1
it I le B définie par B ={ = : }. Alors,
Soit ’ensemble B définie par {2 + i3 nelN ors

1 1 1 5
(1) Montrer que Yn € N: 5<3 + 3 < 3 En on déduit la bornitude de B.
1

Mont | ite (un) de t énérale u,, = —
(2) Montrer que la suite (un) de terme générale u, 2+2n+3

est décroissante et puis calculer
sa limite.
(3) Déduire inf(B). Est ce que B admet le petit élément (i.e.,min(B))?

() Déterminer sup(B), et max(B) s'il existe.

(5) En utilisant le propriété caractéristique de inf, montrer que inf(B) = >

& Yetriety

CORRECTION D’EXERCICE 2| VAAAAAAAAAA-

(1) On a pour toutn € IN:

1 1 1 5
2 323&0< <& -<=z < -,
n m+3°37252 7 m43 5%
157 , .. )
Donc, B C ] > 8] , C’est-a-dire B est bornée.
@ Ona:YneN: u —u—1+ ! —(1—|— ! ) = 2 < 0. Donc
@ ' Sl T S T onts 2 ' 2n+3’ (2n+5)(2n+3) ’
(un,) est décroissante sur IN.
]0
—N—
(b] et limu—lim(1+ ! )—1
notoo = notoo 2 2n+3° 2

@ D’apres le théoréme 2, on a

1
inf(B) =influ, :mn € N} = lim u, =—-.
n—+oo 2
1 ) , .
Comme 5 ¢ B, alors, min(B) n’existe pas.

5 1 5 5
(4) On remarque que P et un majorant de B, car Vn € IN : ) + T3 < 3 et 3 €B

5 5
pour n = 0. Donc, sup(B) = o et d’aprés remarque 1, en on déduit que max(B) = 3

& Yetrtedy
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1
O t inf(B) = —.
@ n montre que inf(B) 5

1
(i) Vun€B :un>§

inf(B) == <

N =

1
(il) Ve>0,Fun, €B :1up, < §+£.

15
D’apres ce que précédent (i) est évident, car B C } 5 E]

Montrons (ii). Soit € > 0, alors, on a

1 1
unEB:>EIn€IN:un:E ZTH_3.Dor1c,
esupotresip—1 o v ioomgsslon 12 (s<1)
2 L) 2 2ng+3  2ng+3 0 e 07T T 3
1-3
d’apres le théoreme d’Archimede 1 un tel naturel ng existe tel que ng > E, on choisit,
1-3
habituellement ng = [ E} + 1 pour garantir (3).
EXERcICE 3 AAAAAAAAAA-
Soit x,y € R montrer que
& Yetredr
{CORRECTION D'EXERCICE 3} VAAAAAAAAAAS=
(1) Pour I’égalité max{x,y} = w, on déstingue deux cas

(a) Six <y, alors, max{x,y}=y et [x —y| =y —x. Dong,

x+y+hxk—yl x+yt+y—x

(b] Siy < x, alors, max{x,y}=xet [x—y|=x—y. Dong,

X+y+ix—yl x+y+x—y
2 Bl 2

=x = max{x,y}.

(2) Pour min{x,y} = HH_TM, la méme méthode

(a] Six <y, alors, min{x,y}=xet [x —y| =y —x. Dong,

x+y—hx—yl x+y—(y—x
2 2

=x = min{x, y}.

(b] Siy < x, alors, min{x,y} =y et [x —y| =x—y. Donc,

X+y —2|X—U| _ x+y—2(X—‘J) =y =min{x,y}.

4 pAeApAgA¢

=2
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EXErRcICE 4/ VAAAAAAAAAA-

Soit E une partie non vide et bornée de IR. On définit ’ensemble
[E] ={[x] :x € E}.

(1) Montrer que [E] est bornée dans R.
(2) Comparer entre inf E et inf[E], sup E et suplE].

& Yetriety

CORRECTION D’EXERCICE 4 AAAAAAAAAA -

@ On a E C R (bornée). alors,
da,beR, VxekE: a<x<b. (4)

Donc, d’apres 1’équation (4), comme ,¥Vx € E: a < x < b = [a] < [x] < [b], car la fonction
x > [x] est croissante. Par conséquent, on a

E|C1(/ bfb’:[bn € IR, VX(/X/:[XD c [E] . a' § X/ < b/.

a’=[a])’
D’ou la bornitude de I’ensemble [E].

(2) D’apres, les propriétés de partie entiére, on a

VxeE: [x] <x<[x]+1.

Ca signifie que
inf([E]) <inf(E) et sup(E) < sup([E]) +1.
[x

En effet, on a: Vx € E: inf([E]) < [x] < x. Dong, inf([E]) est un minorant de E, comme inf(E)
est le grand des minorants on obtient,

inf([E]) < inf(E).

D’autre par on a aussi: Vx € E: x < [x] +1 < sup([E]) + 1. Par conséquent, sup([E]) +1 est un
majorant de E. Comme sup(E) est le petit des majorants, d’ou le résultat sup(E) < sup([E])+1.

& Fresrts
REMARQUE 2

L'inégalité sup(E) < sup([E]) + 1, est large malgré I'inégalité
Vx € E: [x] <x < [x]+1, est stricte. Par exemple
Si E =[2,4], alors [E] ={2,3}. On a donc,

2 =inf([E]) <inf(E) =2,
4 =sup(E)<sup([E])+1=3+1=4.

& Fevevede
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