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DEFINITION 1/ Soit f une fonction définie sur I —{xo} et admettant une limite finie  en xo.
On appelle prolongement par continuité de f en xg la fonction f, définie sur I par

s ) f(x), six=xo,
flx) = { L, six = Xg.

La fonction f est continue en xg.

& Yerrvevy

DEFINITION 2 AAAAAAAAAA-

Soit f: I — R une fonction. f est dite uniformément continue sur I si et seulement si
Ve>0,36=68(e), V(x,x') e I?: [x—x/| < &= [f(x) — f(x')| < €.

& Yedrvets

THEOREME 1 VAAAAAAAAAAF

Soit f une fonction definie et continue sur le segment [a, b] telle que f(a)f(b) < 0 (c’est-a-dire que
f(a) et f(b) sont de signes contraires), alors il existe au moins un point ¢ €]a, b[ vérifiant f(c) = 0.
Si de plus f est stictement monotone, alors le nombre c est unique.

& Frdededs
PROPOSITION 1/ VAAAAAAAAAAF
Si f :Ja,b] — R est continue et strictement décroissante, alors f est une bijection de [a,b[ sur
[f(b), lim f(x)[.

X?(l
& Yedrvese
DEFINITION 3 AAAAAAAAAA-

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de IR. Soit x¢ un point de I. On dit que f est dérivable
en xg si la limite
00— F(x0)
im ————
X—X0 X — X,O

existe et est finie. Cette limite est appelée derivée de f au point x( et on la note f'(xo).

& Yerrvevy

‘THEOREME 2| VAAAAAAAAAA-

(Théoreme de Rolle) Soit f: [a,b] — R une fonction telle que
(1) f est continue sur [a, b],
@ f est dérivable sur |a, b,
(3) f(a)=f(b).

Alors il existe ¢ €]a, b tel que f'(c) = 0.
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THEOREME 3 VAAAAAAAAAAS

(Théoréme des accroissements finis)
Soit f: [a,b] — R une fonction vérifiant

(1) f est continue sur [a,b],

(2) fest dérivable sur ]a, bl.
Alors, dc €]a,b[: f(b)—f(a) =f'(c)(b—a).
& Yetrvete

THEOREME 4 AAAAAAAAAAS

(La regle de I’'Hospital) Soient f, g: I — IR deux fonctions dérivables, et xo € I. On suppose que
(1) f(xo) =g(x0) =0,
(2) Yxel—{xo}: ¢’'(x)=0.

/(x) (x)

Si lim 755 =1 (L€ R) alors lim {5 =1
4 Feteteds
EXErcICE 1 S

Soit la fonction f définie sur IR par :

1
f(x) = { x%arctan <;> x=0

a :x=0.

(1) Déterminer le nombre a pour que f soit continue sur IR.
(2) Posons a =0. Alors :
(a) Montrer que f est dérivable sur IR.

(b) Calculer f’. Est ce que la fonction dérivée f’ est continue sur R?

& Yerrvevy

CORRECTION D’EXERCICE 1] AAAAAAAAAA -

(1) f continue en 0 si et seulement si lim f(x) = f(0).
x—0

Onalimf(x) =0 x (—E) =0, etlimf(x) =0 x (E) = 0. Dong, lim f(x) = 0. Par conséquent,
X?O 2 X?O 2 x—0

f continue en 0 & lin})f(x) =0=f(0)=a=a=0.
X—

@ Posons a = 0.

) 1 L. )
(a) Comme les fonctions x — x2, et x — arctan (—) sont dérivables en point 0. Donc, on

X
a f est dérivable en 0, car elle est produit deux fonctions dérivables. Alors, il reste a
démontrer la dérivabilité de f en 0. On a, donc

limM = lim xarctan (%) = x(—g) =0= fé(O).

x=»0 x—0 x—0
< <
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f(x) —f(0)

1 7T
li =i t (-): Ty —0=£4(0).
xlél(l) - X1_§r(1)7cz:1rc an ™ ><(2) 4(0)
Dong, f est dérivable en point 0, car f3(0) = f (0), et on a f'(0) = 0.

(b] D’apreés ce qui précéde, et comme,
2

( ¢ (1))/ —1>< 1 —1>< X —1
arctan | — = X ———=— = .
X X2 14132 X2 14x2 1+x2

Dongc, on trouve

1 x2

f/(x) _ 2xarctan <;) 71 2 x=0
0 :x=0.

Il est claire que f’ est continue sur R*, car elle est somme de deux fonctions continues
sur IR*.
En point O,on a:

1
lim(2xarctan (—) _x )=0x (iz) +0 = f(0). D’ou le résultat, la continuité de f’
x—0 X 1+ x?2 2
sur R.
EXERCICE 2 AAAAAAAAAAS-

1
On consideére la fonction f définie sur l'intervalle I =] —1,0[U]0, 1[ par f(x) = " arcsin(x?).
(1) Montrer que f est continue sur I.

(2) Calculer lirr(l) f(x). Puis déduire que f est prolongeable par continuité en point 0.
X—

(3) (@ Soit la fonction g définie sur I'intervalle ] =] — 1, 1[ par

gx) =19 x

{larcsin(xz) :x € J\{0}
0 :x=0.

Etudier la dérivabilité de g sur J. Puis calculer sa dérivée.

(b] Est ce que g’ est continue en point 0.

& Yetrtets

'CORRECTION D’EXERCICE 2 AAAAAAAAAAS

. 1 . . .
(1) On a les fonctions x — —, x x? et x — arcsin(x) sont continues sur I. Donc les fonctions
X
. . 1 . .
composée et produit x — arcsin(x?) et x —+ —arcsin(x?) sont continues sur I.
X
(2) Calculons la limite : lim f(x).
x—0
D’apres la définition de dérivabilité de la fonction x ++ arcsin(x?) en point 0, on aura

=0.

lim f(x) = [arcsin(x*)];_y = [L} —0

) VIxt

On peut aussi appliquer la regle de I’'Hospitale, et on obtient le méme résultat.
D’apres la définition 1, la fonction f est prolongeable par continuité en 0 est sa prolongement
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est la fonction f qui définie sur I'intervalle ] —1,1[ par :

X

1
Fo —arcsin(x?) :x el
0 x=0.

(3) Au début, on remarque que g = f sur J. Donc, on résulte que g est continue sur J.

. 1 . -
(a) Comme les fonctions x — —, x — x? et x — arcsin(x) sont dérivables sur J. Alors, la
X
fonction x — —arcsin(x?) est dérivable sur J (car, composée et puis produit des fonctions
X
dérivables). Alors, il est reste de démontrer la dérivabilité en 0.

lim g(x)—g(0) arcsin(x?) 0

=lim = — (FI).
x—0 x—0 x—0 x2 0
Posons y = x?2 alors, on a, { y'—> 0
six — 0.

Donc, on trouve,

. 2 .
lim arcsin(x*) — Lm arcsin(y) _

1
!/
T — _— — = | — = 1
x—0 X2 y=0 Y larctan(y)ly— [, /1 _U2L:0 ’

c’est-a-dire, g est dérivable en point 0, et g’(0) = 1. Par conséquent, on a

_ arcsin(x?) + 2 xel
—-ar
g'(x) =4 x2 V1—x4
1 :x = 0.
(b] D’apres ce qui précéde, on a
) . arcsin(x?) 2
1 "x)=1 — =—14+2=1=g’(0).
lim g'(x) = lim " +m + g9'(0)
D’ot la continuité de g’ en point 0.
EXERcICE 3 VAAAAAAAAAA-
3 —
Soit la fonction f définie par f(x) = ;
X

(1) Justifier que I'ensemble de définition de f est D =] —3,3].
(2) Montrer que f est continue sur D. Est-elle dérivable ?
@ Montrer que f est strictement décroissante sur | — 3, 3]. Puis calculer f(D).

@ Monter que 1’équation f(x) = x admet une solution unique dans l’intervalle ]0, 1[.

& Yetriety

CORRECTION D’EXERCICE 3 VAAAAAAAAAAS

& Yedeveds
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3—x
x+3
= {xelR: (3—x)(x+3)>0etx:t—3}

Dy = {xe]R: >0etx¢—3}

= {XE]RZ —3<x<3etx¢—3}z]—3,3]=D

@ (a) Comme les fonctions suivantes x — 3 —x, x — X + 3, sont continues sur D. Alors, la

fonction x +— n est continue sur D. Par conséquent la fonction x — aussi

X
: 3—x .
continue sur D \ {0} =] — 3,3[. Car, Vx €] — 3,3[: Y > 0 et la fonction x — /x est
X

continue sur IR7.

. —X . . -
(6] On a la fonction x + est dérivable sur D. Donc la fonction x — 3 est
X

3 _
dérivable sur ] — 3,3[. car Vx €] — 3,3[: T;: > 0 et la fonction x — /x est dérivable
X

oux > 0.
(3) (@ Onapour tout x €] — 3, 3[:

(3—x)\' —6
(x+ ) . x+3
3—x 3—x
x+3 x+3
(x+3)

(x+3)2\/3—x N (x+3)%\/—3 ~

f'(x)

Donc, Vx €] — 3,3[: f’(x) < 0. Car Vx €] —3,3[: (x + 3 %\/ x > 0. Par conséquent f est
strictement décroissante sur D.

(b) D’aprés qui ce préceéde f est continue et strictement décroissante. Donc, de le théorme
?ona

Vx €]—3,3]: —3<x<3=1(3)<f(x) < lim3f(x) = 0 < f(x) < +o0.
X——
D’ou f(D) = [0, +o00l.

@ Posons g(x) = f(x) —x pour tout x €]0, 1[. Alors, on remarque que la fonction g est satisfaite
toutes les conditions de théoréme des valeurs intermédiaires. En effet

(a] g est continue sur 0, 1], car les fonctions f et x — x sont continues sur ]0,1[C] — 3, 3].

1-V2

1
) g(0)=1>0etg(l)= 5~ 1= < 0, c’est-a-dire g(0) x g(1) < 0. Donc, d’apres

le théoreme précédente, il existe c €]0,1[ tel que g(c) = 0. Par conséquent f(c) —c =0,
c’est-a-dire 1’équation f(x) = x admet au moins une solution dans |0, 1[.
Comme la fonction f est strictement décroissante, alors la solution est unique.
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REMARQUE 1

VAV AVAVAVAVAVAVAVA =
Le point c est appelle point fixe de f.
& Yetetety
ExERCICE 4/ AAAAAAAAAA-
Soit la fonction f définie sur R par f(x) = X
Ix|+1

Démontrer que f est bornée sur R.
(Indication : On utilisant I'inégalité : Vx € R: —|x| < x < [x]).

(2) Monter que f est impaire.

@ Etudier la dérivabilité de f en 0. Puis déduire elle est dérivable sur R et calculer f’.

(@) Démontrer que f définit une bijection de R sur I'intervalle ] — 1, 1[. Exprimer f~! en fonction

de x.

& Yetriety

CORRECTION D’EXERCICE 4

VAV AV VAV VAAAS-

@ On montre que f est bornée sur R. On utilise 'indication précédent, on trouve

Vx €ER: x| <x<|x|=WxeR: —x|—1<—|x| <x< x| < [x|[+1.
Puis, on dévise par |x| + 1, on obtient
—|x|—1 —[x X X x| +1
e Re 1 N Mo L

Dong, Vx € R: —1 < f(x) < 1. D’ou la bornitude de f.

©)

f est impaire & Vx € R: —x € R et f(—x)

X+ T X1 X+ T x|+ T x| +1

—f(x).

Alors, pour tout x € Ron a —x € R, car R est un corps commutatif, et on a

= x
x|+1  |x|+1

f(—x) = i —f(x). Dong, f est impaire.

@Ona

x>0
fx) =4 *&!
1 x < 0.
—X
Montrons que f est dérivable en 0.
X
fim ) AO) _p Tox gy L g,
X?O x—0 X?O X x:>01—x 9
X
f(x) —f(0
lim (=M gy T — 1 =£4(0)
x;)O x—0 x;>0 X x—01+%

Dong, f est dérivable en point 0, car f3(0) =1 = f4(0), et on a f'(0) = 1.

On sait que les fonctions rationnelles x —

etx—

X+

sont continues sur leurs inter-

valles des définitions ]0,+oo[ (] — 00, 0[ resp). D’ou la dérivabilité de f sur IR.
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Par calcule simple sur les dérivées des fonctions usuelles, on trouve
1

f(x) = (1 41 x)?

(1—x)?

(#) [a) Comme f est continue sur R, (car elle est dérivable sur RR). et strictement croissante sur
R, puisque Vx € R: f'(x) > 0. On a aussi

lim f(x) = lim —— =—1, lim f(x)= lm —— —1.
X——00 x——o00 1 — % X——00 x—+o00 1 +x%x
Donc, d’apres théoréme de bijection, f est une bijective de R dans f(R) =] —1,1[.

) OnaVvx € R,Vx €] —1,1[: y=f(x) & x =f"!(y). Alors, on aura
Six>0onay=f(x)&vy :ﬁéx(y—l) =—y @x:lyfy:fl(y).
Six<O0Oonay=f(x)&ey= _Xx+1 sx(y+l)=yex= 1yTy = f~!(y). Donc, on
trouve f1:]—1,1[— R telle que

X x=0
=9 'x*
x<0
14+x
EXERCICE 5 AAAAAAAAAA-
En utilisant la regle de I’'Hospital, calculer les limites suivantes
i = sin(x) @) lim —~———, (ne N*\ {0}).
@ lim—-—. x50 (x +1)"—1
) In(x+1) ch(x)—1
lim —————. i -
@ xl>r(r)1+ 2\/7_( @ >1<1—I>r(1) X .
& Yttty
'CORRECTION D’EXERCICE 5 AAAAAAAAAA -
© lingn(X) = — (formeindéterminée). On a (x —sin(x))’ = 1 — cos(x) et (x3)' = 3x?
x—0 X
1 1— 1 1
Donc, d’apres regle de I'Hospitale 4, on trouve — lim ﬂ = - X — = —, ce qui donne
3 x—0 x?2 3 2
. x—sin(x) 1 . l—cos(x) 1
llm—3 =_—.Carlim———=-.
x—0 X x—0 X 2
On peut appliquer régle I’'Hospitale deux fois ou trois fois comme suit, et on obtient méme
résultat.
. x—sin(x) 1, 1—cos(x) 1, sin(x) 1
lim—————=—-1lim——— = —1lim =_,
x—0 x3 3 x—=0 x2 6x—=0 X 6
In(x+1) 0

=3 (FI). Donc, d’apres regle de 'Hospitale 4, on trouve

I
@ Xigl* 2\/)_C

3) , Phghohene
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. (n(x+1))’ . x . In(x+1)
lim ———— = lim =0= lim ———.
x—0t  2(v/x)’ x—0+ x+1 x—0t 2y
() lil’l’(l) W = % (FI). On appliquant regle de I'Hospitale, donc, on trouve,
x— —
lim ; = l Alors, lim X l
x—0n(x+1)1 n x~0(x+1)"—1 n
. ch(x)—1 0
(o >1<1—I>I(I)T =3 (FI). Alors, on a

h(x)—1
(ch(x) —1)" =sh(x) et (x)’ =1. Donc lim sh(x) = 0 = lim &
x—0 x—0 X
On peut utiliser la définition de dérivabilité de la fonction x — ch(x), c’est-a-dire

lim % = (ch(x))4_o = sh(0) = 0.

x—0

EXERCICE 6/ VAAAAAAAAAA-

. . . . Tt
Résoudre I’équation suivante : arcsin(x) + arcsin(xv/3) = 5

Y Yetetrte

CORRECTION D’EXERCICE 6 VAAAAAAAAAA~

T T
(1) On a la fonction arcsin : [—1,1] [— > E] Donc I’équation précédente définie si et seule-

ment si
1 1
—1<x<let —1<xV3<1lexe [——3,—3]-

Alors, pour tout x € [ ], ona:

1 1
V3 V3
. . Tt . 7T .
arcsin(x) + arcsin(xV/3) = ) & arcsin(xV/3) = 5~ arcsin(x)
& sin(arcsin(xV/3)) = sin (g — arcsin(x))
& xV/3 = cos(arcsin(x)).
Comme Vx € [—1,1] : cos(arcsin(x)) =1 —x2. Alors, on obtient

1 1
xV3 = 1—x2<:>(4x2—1:0)@(x:§\/x:—§)

1 . 1 . . ) A .
Donc 5 convient. Par contre _5 ne convient pas, car arcsin(x) et x étant de méme signe le
1 . .
nombre —3 donne une valeur négative, c’est-a-dire :
. 1 . V3 T m T
arcsin <— —) + arcsin <— —) - — =
2 2 6 3 2

Donc, I’ensemble de solution est S = {l }

2
Y Yetetrte
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EXERCICE 7 VAAAAAAAAAA-

Soit la fonction f définie sur I'intervalle [—1,+o0[ par f(x) = v/x + 1. Montrer que f est uniformément
continue sur [0, +ool.

& Yefrirty

CORRECTION D’EXERCICE 7| AAAAAAAAAA -

D’apres la définition 2, f est uniformément continue sur [0,+oo[ si et seulement si
Ve >0, 35 =6(e), V(x,x') € ([0,4+00[)?: [x —x'| < & = [f(x) — f(x")| < €.

Soit Ve > 0, et pour tous x,x’ € [0,4+00[. Alors, on a:
x' —x

.
Vx+1+vx'+1

[f(x) —f(x) = VX' + 1 —vx+ 1| =|

Comme pour tous x et x’ dans [0,+oo[, on a :

{x>0 @{x—l—l)l @{\/x—i—l)l 1

1
! > < -,
X' >0 1> 1 T 1 = Vx+1+Vx +1/2:>\/x+1+\/x’+1\2

/

X" —x|

Vx+1++v/x'+1
choisir, d = € pour que la condition au desous soit vérifiée. D’ou le résultat.

& Yerrvevy

1
Alors, on trouve [f(x) —f(x')] = [VXx'+1 —v/x+ 1] = < §|X/—X| < ¢. Dong, on

EXERCICE 8 AAAAAAAAAAS-

Soient a un réel et f une fonction définie sur IR par

— x>1
2x x

(1) Déterminer a pour que soit f continue en point 1.
(2) Posons a =2. Alors,

(a) Déduire la continuité de f sur IR.

(b) Etudier la dérivabilité de f sur R.

Montrer qu’il existe ¢ €]0,1[ tel que :

f(1) —f(0) = (1 —0)f'(c).

& Yetrvete
CORRECTION D’EXERCICE 8/ AAAAAAAAAA -
(1) Ona )lciérllf(x) :}Clél’ll% = %, et )l(i;r}f(x) :)1(151} a—2x2 = a; L =1f(1). Donc, on aura
festcontinueenl@%z%@azl
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@ Posons a = 2. Alors, on a

2—x2
x<1
— x>1
2x
—x2 1
(a)] D’apres ce qui précéde, et comme les fonctions x — et x — o (resp) sont conti-
X
nues sur les intervalles | — 0o, 1[ et ]1,+o00[ (resp). D’ou le résultat, f est continue sur

R.
2

(b] La fonction x — est dérivable sur | — oo, 1], car elle est polyndme. et la fonction

1 ) ) . . ,
X o aussi dérivable sur |1, +oo], car elle est rationnelle. Dong, il est rest de démonter

X
la dérivabilité en point 1.

2—x% 1
f(x) —f(1 ) 1—x? — 1
im () =F) 2 o g 12X D gy
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1 Z(X— 1) x—1 2 9
< < < <
1 1
f f(1 LI —1 1
lim be) — (1) —lim 22 _lim_— =~ =f}(1)
x;)l x—1 x;>l x—1 x;>1 2x 2

fé(l) # fé(l), c’est-a-dire, f n’est pas dérivable en point 1. Donc, f est dérivable seule-
ment sur R*.

D’apres ce qui précede f continue sur [0,1] C R et dérivable sur ]0,1[C] — o0, 1[. donc, de
le théoréme des accroissements finis 3, il existe ¢ €]0, 1[ tel que f(1)—f(0) = (1—0)f(c).

1
Onaf(1) = 5 f(0) =1 et f'(c) = —c. alors,

F(1) — £(0) = (1 — 0)'(c) & F'(c) = —% ec=1go1l
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