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DerFiniTiON 1 AAAAAAAAAA-

Soient (un) et (vn) deux suites réelles. On dit que (un) et (vn) sont adjacentes si et seulement si

@ une des suites est croissante, ’autre décroissante.

(2) et nlirfm(un —vn) =0.

& Yerrvevy

THEOREME 1/ VAAAAAAAAAAS-

Si deux suites sont adjacentes, alors elles sont convergentes et elles ont méme limite.

& Yedriets

DEFINITION 2 VAAAAAAAAAA-

une suite (un ) est dite de Cauchy si elle vérifie la propriété suivante :
Ve>0,dnp €N, Vp,qeIN: p,g=ng=[u,—uqgl<e.

& Yetrtets

‘THEOREME 2| VAAAAAAAAAA-

Toute suite monotone admet une limite. Plus précisement :

(1) Toute suite (un) croissante majorée admet une limite finie, et
limu, =sup{un: n €N}
(2) Toute suite (un) décroissante minorée admet une limite finie, et

limuw, = inf{u,, : n € IN}.

& Fetevede

‘THEOREME 3 VAAAAAAAAAA-

Soient (uyn), (vn) et (wyn) trois suites réelles, et supposons que a partir d’un certain rang on a
Un < Vn < Wn.

(1) Si les suites (un) et (wy) ont la méme limite | € R, alors limv, = 1.
(2) Sila suite (un) a pour limite +oo, alors limvy = +oo.

(3) Sila suite (wn) a pour limite —oo, alors limv, = —oo.

& Yetrvets
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ExercicE 1] VAAAAAAAAAA-

(1) Soit a € Ry. Montrer que par récurrence 1'inégalité de Bernoulli suivante

VYnelN: (I1+a)">1+an

(2) Soit la suite (uy) de terme générale u,, = q™ tel que q € R. Démontrer que
(a) Si q €]1,+00[ alors, (un) est dévergente.
@ Si qg=1 alors, (un) est constante, donc convergente vers 1.
Siq€]—1,1[alors, (un) est convergente vers 0.
(d] Siq€]—o0,—1] alors, (u,) n'admet pas de limite, donc dévergente.

& Yefrirty

CORRECTION D’EXERCICE 1] AAAAAAAAAA -

(1) Posons, P(n): (1+a)™ > 1+ an, pour tout n € IN.
(a) Initialisation:Ona: (1+a)®=1>1+0a, donc, P(0) est vraie.

(b) Hérédité : Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire Vn € N: (1+a)™ > 1+ an, et on
monter que P(n + 1) est vraie, c’est-a-dire Yn € N: (1 +a)™ > 1+ a(n+1). Alors,
d’apres, 'hypothese, on a

(1 + a)TH—l

Car, a’n > 0, d’ou le résultat P(n + 1) est vraie.
Conclusion: (1 +a)™ > 1+ an, pour tout n € IN.
(2) On étude la convergence la suite gé¢ométrique de terme générale u, = q" (q € R).
(a) Si q €]1,400] alors, il existe a > 0 tel que q = 1 + a. Donc, d’apres, I'inégalité de Ber-
noulli, on a
VvneN: q"=(14+a)">1+an.

ce qui donne,

lim u,= lim q"> lim (1+an)=+oo0.
n—-+oo n—-+oo n—-+o00

(b) Si g =1, alors u,, =1, pour tout n € N. Donc, lim u, =1.
n—-+oo

Maintenant, si q €] —1,1], on distingue deux cas,
«) Si q =0, alors, u, =0, pour tout n € N. Donc, lim u, =0.
n—-+oo
1
B) Si q = 0, alors, il existe q’ €]1,4o00] tel que, |q| = ? Donc, d’apres (a), le resul-

tat précedent, on a, lirf q™ = +o0. Par conséquent, on obtient lim |q[™ = 0. D’ou
n—-+0oo

n—+oo
lim q"=0.
n—-+o0o
(d] Si q €] —o00,—1] alors, on on distingue deux cas,
4 Friesrs
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v) Si g =—1, alors, (un) nadmet pas de limite, car

lim u, = lim (
n—+oo n—-+o00

o 1 :npair
—1 :nimpair.

) Si q €] — 00, —1], alors, il existe q’ €]1,+o0], tel que ¢ =—q’. Donc,

+o00 :mn pair

. T 1\ 4\
lim u, = lim (—1)"(q") —{ —co :mimpair.

n—-+oo n—-+oo

La suite (un) n'a pas de limite.

Conclusion : La suite géométrique (q™) converge si et seulement si q €] —1,1].

EXERCICE 2| VAAAAAAAAAA-

Soient a €]1, 2] et (uy) une suite définie par la relation de récurrence

Uy =a

2
3 1
Un41 = (uZ) + 7 Pour toutne N )

(1) Montrer que Vn € N: 1 <un < 2.
2 Etudier la monotonie de la suite (un). En déduire que elle est convergente.

@ Déterminer sa limite.

& Yerrvevy

{CORRECTION D'EXERCICE 2} VAV VAV AV AA-

(1) Posons, P(n): 1 <un <2, pour tout n € IN.
(a) Initialisation: On a: uy = a €]1,2], donc, P(0) est vraie.

(b) Hérédité : Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire Yn € N : 1 < u,, < 2, et on monter
que P(n+1) est vraie, c’est-a-dire Vn € N: 1 <upny; < 2. Alors, d’apres, I’hypothese, on

a:
(un)? 3 1% 3
= S
tnl ; 17171
(up)? 3 22 3 7
= T =K.
tn s TaSa1Ti71
Ce qui implique que, Yn € IN: 1 <unp41 < 2. D’'ou P(n+1) est vraie.

Conclusion: 1 <un < 2, pour tout n € IN.
(2) Pour tout n € IN, et d’apres quastion (1), on a:

(un)? 3 1 . .
—— + - —up = - (up—1) (un—3) < 0. Dong, la suite (u,) est strictement

4 4 4~
>0 <0

Un4+1 —Un =

décroissante sur IN.
Comme (un) est minorée par 1 donc, d’apres le théoreme 2 elle converge vers une limite
1<1<2.
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(3) Posons lim uni; = lim un = 1. Alors, par passage a la limite dans (1), on obtient

n—+oo n—-+oo
5 1=1
2 3
l=—+-<1"—41+3=0&< V =1=1.
41 -
1=3
EXERcICE 3 VAAAAAAAAAA~

Soit la suite (u,) définie par la relation de récurrence

Uy = 2
{ Un4+1 =+v2un—1 pour tout n € IN.
@ Montrer que Yn € N :u, > 1.

) Etudier la monotonie de la suite ().

(3) En déduire que la suite (u,) est convergente. Déterminer sa limite.

& Yerrvevy

'CORRECTION D’EXERCICE 3| AAAAAAAAAAS

(1) Posons, P(n): un > 1, pour tout n € IN.
(a) Initialisation:On a:uy=2>1, donc, P(0) est vraie.

(b] Hérédité : Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire Yn € N : u,, > 1, et on monter que
P(n+1) est vraie, c’est-a-dire Vn € IN: un 1 > 1. Donc,on a:

>lew>le2l 2202 1212 /2u2 1> 1.

Par conséquent, Vn € N : un4; > 1. Dot P(n+ 1) est vraie.
(c) Conclusion: u, > 1, pour tout n € IN.
@ Pour toutn €IN,on a:

2 2
—u; +2u, —1 —(un—1)
u — Uy =V2un—1—u, = =

strictement décroissante sur IN.

< 0. Dong, la suite (uy) est

(3) D’apres le théoréme 2, nous avons que (un) est minorée par 1 et strictement décroissante.
Dong, elle converge vers une limite | > 1.

Posons lim uny; = lim u, =1.Ce qui entraine que
n—+o00 n—+00

1=V2l-1a1>-2l+1=0&(1-1)*’=0=1=1.

& Fevevede

[EXERCICE 4 VAAAAAAAAAA-

Soit la suite (u,) définie par la relation de récurrence

ug = 27¢?
Uny1 = 9/un pour tout n € IN.
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u
Posons, pour toutn € N: v, =1n (2—;)

(1) Montrer que la suite (vq) est une suite geométrique et calculer son raison q et la premier
terme vy.

(2) Ecrire v, et u, en fonction de n.

(3) Calculer les limites lim vy et lim uy.
n—-+oo n—-+o0o

CORRECTION D’EXERCICE 4/ AAAAAAAAAA -

(1) On a pour toutn € IN:

= (5) <) -t (3) i) - n(35) = o

Uoy\ 2y _
27)_1n(e )= 2.

. . . 1
Dong, (vn) est une suite geométrique de raison q = 3 etvp=In (

(2) Les termes générales des (vn) et (un).
1\n
(a) On a pour tout n € IN: v, =voq™, c’est-a-dire, v, =2 <§> )

u
(b) Comme, v, =In (2—;> , alors, un, = 27e¥". Alors, par conséquent, on aura,

Un = 2762(%)71.

@Ona

. . I\n . . 2(4ym 0
lim v, =2 lim (—) —0,carqe]l—1,1[ et lim up= lim 27e23)" =27¢0 = 27.
n——+o00 n—+oo \ 3 n—-+oo n—-+oo

& Fevevede

EXERCICE 5 VAAAAAAAAAA-

Soit la suite (un)n>; définie par

[ + 271 + ... + [n7
TLZ

un:

)

ou [x] désigne la partie entiere du nombre réel x.
(1) Donner un encadrement de uy.

(2) montrer que la suite (un)n>1 converge et trouver sa limite.

& Yetrtets

CORRECTION D’EXERCICE 5 AAAAAAAAAA -

(1) On a par la propriété du partie entiere que

YxeR: x—1<[x] <x.

?J PR RS RER(
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Par conséquent, si x = k7, ou k € {1, 2,..,n}, on aure
km—1 < [km < k.

Puis en sommant

k=n k=n k=n
Z(kn— 1)< Z[kT[] < ZkT[.
k=1 k=1 k=1
= 1)
Comme Z k= — (somme de n termes prémiers d’une suite arithmétique), alors, on
a k=1
k=n
nn+1) nn+1)
NT —n< Z[k?‘[] < WT.
k=1
Si on dévise par n2, on obtient
k=n
nn+1) 1 1 (n+1)
—— < — k<7
2n? n 2 Lt 2n?
k=1
C . (ﬂn(“_ﬂ)_l)_l- ot le the d
(2) Comme, n_l}l’_‘r_loo 2 ~)= n_l>l’_1‘:loo 2 X alors, d’apres le théoréme des gen
] T
daremes 3,ona, lim u, = — (k7] = —.
n—+o00 n 2
k=1
EXERcICE 6 AAAAAAAAAA-

Soient les suites (Un)n>1 et (vn)n>1 définies par

B 11 1 1
Un=1+-3+3+. .t get vn=un+ 7.

(1) Monter que les suites (un)n>1 et (va)n>1 sont adjacentes.

@ Conclure.
& Yetelets
'CORRECTION D’EXERCICE 6 AAAAAAAAAAS

O @ (Un)n>1 est croissante. En effet, pour toutn € IN*, on a:
k=n+1

thnel T = Z o Zk3 W>O'

(b) (Vn)n>1 est decr01ssante. En effet, pour toutn € N*,on a:

& Ferrvevy
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1 1

Vn+l —Vn = Up41+ Un — —

m+1)2 n?
B 1 N 1 1 n?+n?n+1)—(n+1)°
 m+1)P m+1)2 n?2 n?(n+41)3
2
_.n +3n+1 <0
n?(n+1)3
Pour toutn € IN*,on a : ,
Vn—Up =Un+— — U, = —.Donc, lim vp,—u,= lim — =0.
n2 n? n—+oo n——+oo n2

Alors, les suites (Un)n>1 et (vn)n>1 sont adjacentes.

(2) Le théoreme 1 garantit alors que (un)n>1 et (Vn)n>1 convergent vers une méme limite.

EXERCICE 7 VAAAAAAAAAA-

1
Soit La suite (un)n>; définie par u, = cos <E> Montrer que elle est de Cauchy.

& Yetrvets

'CORRECTION D’EXERCICE 7| AAAAAAAAAA-

D’apres la définition 2, (un)n>1 de Cauchy ssi

Ve>0,3dng e N%, ¥p,qeIN: p>q=>no=|up—uyl<e.
Soit ¢ > 0 et pour p,q €N, (p > q). Alors, d’apres les deux inégalités suivantes, on obtient

Vx € R: |sinx| <1 et|sinx| < |x].

11 1,1
1 1 5T g . o ptg, 1 1 _2
Iup—uq!:|c05<—>—Cos<—>|:2!sin(p Dsin(E—A) < —+-< =<
p q 2 2 P 9 4
. 2 . . - 2 e e
Donc, ce qui donne q > —. Alors, il suffit de choisir ng = [—] + 1 pour garntit I'implication
€ 3

présédente.
& Yttty
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