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Correction d’examen-Ana 1-S1. Session normale 2021

Correction d’exercice 1 : (6 pts )

1 - Pour tout n € N, on a

Vn>le2yn+1>1&0< ! <le-1< ! <0& -3< ; <
n n _— - -_— - -_
- - 2yn+17~ - 2yn+1 - 2yn+1
0.5 pt 0e1<5-— < 4.
2n —1
0.5 pt Alors, en on déduit que A C [1,4], c’est-a-dire A est bornée.
3 1 6(vn+1—+/n)
2-a) Ona:VneN: upy1—uy, =4— —(4— = >
) T NEI RS 2\/ﬁ+1) 2Vn+1+1)(2y/n+1)
0.5 pt 0.
0.5 pt Donc, (uy)n>1 est strictement croissante sur N.
/(0
3
3 - D’apres le théoréeme des suites monotones, on obtient sup(A) = sup{u, : n € N} =
0.5 pt lim wu, = 4.
n—-+o0o
0.5 pt Comme 4 ¢ A, alors, max(A) n’existe pas.
. 3
4 - Comme 1 et un minorant de A, car Vn e N: 4 — ———— > 1et 1 € A (pour n = 0). Donc,
2y/n + 1
0.5 pt inf(A) = 1.
0.5 pt Dans ce cas 1a, en on déduit que min(A4) = 1.
5 - Maintenant, on montre que sup(A) = 4.
1) Yu, € A Tup < 4
up(d) = 4 ¢ | (D) Vn "= 1
sup(4) Q){(m) Ve >0,3up, €A 14 —¢e < up,. (1)
0.5 pt
0.5 pt D’apres ce que précédent (i) est évident, car A C [1,4[.
. . 3
Montrons (ii). Soit € > 0, alors, ona u, € A= 3Ine€N:u, =4 — W Donc,
3 3 3
4—e< S 44— < 4- & < e & 2/ 1>- <« >
€ Ung € 5o + 1 5o + 1 € no + - ng
3 e\2
( 5 5) , (6 < 3) d’apres le théoréme d’Archimede un tel naturel ng existe tel que ng >
€
37 \2 3 e\2
0.5 pt ( 288) , on choisit, habituellement ny = [( 285) } + 1 pour garantir (1).
Correctio d’exercice 2 :( 7 pts )
1 - Posons P(n): Vn e N:u, > 1.
0.5 pt a) Pour n=0onauy=2>1. Donc P(0) est vraie.
b) Posons P(n) est vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. Alors, on a
2u, — 1 —
01 pt Upsr — 1 = Un U > 0. D’olt w41 > 1, c’est-a-dire P(n + 1) est vraie.
u u
0.5 pt Conclusion : Vnne N:u, > 1. "
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. _(un - 1)2 .
i. On a pour tout n € N : upy1 — up, = ——— < 0. Donc u, est strictement
u
01 pt décroissante sur N. "
A. On a pour tout n € N :
a Up,
Vv —
n+l Un+1 — 1 aun -1
—1+1 1
_ Un +1 a(l n )
Up — 1 Upt1 — 1
= a+ a4 =a+V,
Upt1 — 1
01 pt
Donc, (vy,) est une suite arithmétique de raison r = a et de premier terme
01 pt vy = .
ug — 1
01 pt Par conséquent, on a v, = vo +nr = a(l +n).
B. On a
/(0
1 1
01 pt Jim =t (1) = lim () =L
Correction d’exercice 3 :(7 pts)
¢) On montre que f est bornée sur R. On utilise l'indication précédent, on trouve
VeeR: —|z|<z<|z|=VzeR: —|z|-1<—|z|<z<|z| <|z|+ 1
=VreR: 2(—|z| - 1) < =2|z| <2z < |z| <2(|z| + 1).
Puis, on dévise par |x| + 1, on obtient
VEER: —2— 2(—|z| — 1) < —2|x| < 2x < 2|z < 2(|z| + 1) _
|z| + 1 || +1 7 |z|+1 ~ |z|+1 |x| + 1
01 pt Donc, Vz € R: —2 < f(z) < 2. D’otu la bornitude de f.
d)
f est impaire & Vz € R: —z € R et f(—z) = —f(z).
Alors, pour tout x € R on a —x € R, car R est un corps commutatif, et on a
—x 2x
01 pt —x) = = — = —f(x). Donc, f est impaire.
e) Ona
2
xl x>0
Fa) =4 "%y
<0
—x+1
Montrons que f est dérivable en 0.
2z
— f(0 _ 2
T AC) Rt C) NS T, —2=f(0)
=0  x—0 2—=0 a—01—x g
< <
2z
— f(0 2
i L& SO e Te — 92— 14(0)
z—0 xr—0 z—=0 T z—01+x
> > >
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01 pt Done, f est dérivable en point 0, car f3(0) =2 = f(0), et on a f'(0) = 1.
On sait que les fonctions rationnelles z +— n et x — sont dérivables sur leurs
X —x
01 pt intervalles des définitions ]0,4o00| (] — 00, 0] resp). D’ou la dérivabilité de f sur R.
Par calcule simple sur les dérivées des fonctions usuelles, on trouve
2
——— x>0
1+ ) -
Fay=1{ | zx) -0
01 pt
f) i Comme f est continue sur R, (car elle est dérivable sur R). Strictement croissante
sur R, puisque Vz € R: f’(x) > 0. On a aussi
. ) 2z . . 2z
01 pt Donc, d’apres théoréme de bijection, f est une bijective de R dans f(R) =] — 2,2[.
ii. OnaVe € R,Vz €] —2,2[ y= f(z) & x = f1(y). Alors, on aura
2x Y
Siz>0 = Sy=——2-y =yesr=—=F1(y).
o2 0may= @) ¢ y= g ea=y)=yea= =)
. T Y -1
Stz <0 =flx) ey= & N=yor=——= .D
o <0omay= )¢ y=—7ealy+D) =y o= 3= (). Done
on trouve f~!:] —1,1[— R telle que
. 5 v x>0
fTa)y=9 2"
<0
24z
01 pt
FIN.
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