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Ce sujet comporte 3 exercices :

— Exercice 1 : Les ensembles bornées, sup, inf, max, min. .....................
— Exercice 2 : Les suites numériques............ ... .. i
— Exercice 3 : Les fonctions .......... ... i
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Correction d’Exercice 1 : (7 pts )

1- On apour tout n € N:

1 2B3n+1)+1 6n+3
0.5 pt 2+ = = .
3n+1 3n+1 3n+1
M+1>1e0< <lo2<24 33.Donc,Ac}2,3},c’est-a-direAest
3n+1 3n+1
01 pt bornée.
2-a) Ona:VneN o4 1 (2+1) 3 <0.D
- a na:vn D Upgl — Up = —— = . Donc,
Kan 3n+4 3n+1 (3n+4)(3n+1)
01 pt (uy) est strictemenet décroissante sur N.
/(0
1
0.5 pt b) nll)gr_loo Up = nll}rfoo(Z + T 1) =2
0.5 pt 3 - D’apres le théoreme des suites monotones, on a inf(A4) = inf{u, : n € N} = 1iar_1 Up = 2.
n—-+00
0.5 pt Comme 2 ¢ A, alors, min(A) n’existe pas.
4 - On remarque que 3 et un majorant de A, carVnGN:2—|—3 1 <3et3€ Apourn=0.
n
0.5 pt Donc, sup(A) = 3.
0.5 pt En on déduit que max(A) = 3.
5 - On montre que inf(A) = 2.
) Vu, € A S Uy > 2
inf(A) = 2 (i) Vi "=
inf(4) @{(zz) Ve >0,3up, €A tup, <2+e.
0.5 pt D’apres ce que précédent (i) est évident, car A C }2, 3}
Montrons (ii). Soit € > 0, alors, on a
uneA:HneN:un:Q—i—gn_i_l.Donc, 1 1
—€
24¢> &S 24e>2 N <ee3 1>=-en> L (e<1
+ & > up, + € +3n0+1 30T 1 € ng + 5 ;10 5 (e )
01 pt d’apres le théoreme d’Archimede un tel naturel ng existe tel que ng > 3_ c
€
0.5 pt On choisit, habituellement ng = {3;8} + 1 pour garantir (7).
€
Correction d’Exercice 2 : (6 pts )
1 - Posons, P(n): u, > 1, pour tout n € N.
0.5 pt a) Initialisation: On a : up =2 > 1, donc, P(0) est vraie.
b) Hérédité : Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire Vn € N : u,, > 1, et on monter
que P(n + 1) est vraie, c’est-a~dire Yn € N: w,4; > 1. Donc, on a :
Up > 15 2u, >222u,—12>21V2u,—1>1.
Par conséquent, Vn € N: wu,y1 > 1. D’ou P(n + 1) est vraie.
01 pt Alors, u, > 1, pour tout n € N.
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2 - Pour tout n € N, on a :
2 2
—us + 2u, — 1 —(up — 1)
1.5 pt Unt1 — Up =\ 2Up — 1 — Uy = —2 = < 0.
p T o " V2 =T un V2up — 1T+,
0.5 pt Donc, la suite (uy) est strictement décroissante sur N.
01 pt 3 - La suite (u,,) est minorée par 1 et strictement décroissante.
0.5 pt Donc, d’apres le théoreme des suites monotones, elle converge vers une limite [ > 1.
0.5 pt Posons lim wup4; = lim w, =1.
n—-+0o00 n—-+00
0.5 pt Ce qui entraine que [ =2l -1 2 -21+1=0& (I-1)? =0&<1=1.
Correction d’Exercice 3 : (7 pts )
. . a . . 3—a?
1- Ona lim f(z) = lim — = qa, et lim f(z) = lim = 1. Donc, on aura
rz—1 z—1 rz—1 z—1
> > < <
01 pt f est continueen 1 & a =1.
3 — 2
x rx <1
2 - Posonsa=1. Alors,on a f(z) = { 4 2
— x> 1
x
— 72 1
a) D’apres ce qui précede, et comme les fonctions x — et x — — (respectivement)
x
sont continues sur les intervalles | — oo, 1] et |1, 4-00[ (resp). D’ou le résultat, f est conti-
01 pt nue sur R.
2
b) La fonction x — est dérivable sur | — oo, 1[, car elle est polynome, et la fonction
1
x +— — aussi dérivable sur |1, +o00[, car elle est rationnelle. Donc, il est rester de démon-
T
0.5 pt trer la dérivabilité en point 1.
3—a? 1 )
. flx) - f(1) 2 . 1—z —(z+1) /
0-5 pt sz 1 S w1 a2 1) o1 2 Jo(1)
<
1 1
@)=y L
0.5 pt B . = B ()
> > >
0.5 pt fo(1) = £, (1), c’est-a-dire, f est dérivable en point 1. Donc, f est dérivable sur R.
c) D’aprés ce qui précede f continue sur [0,2] C R et dérivable sur ]0,2[C R. Donc, de le
théoréme des accroissements finis (Lagrange), il existe ¢ €]0, 2[ tel que
. 1
01 pt f(2) = f(0) = (2= 0)f"(c). Dot f'(c) = —5.
Trouvons les valeurs de ¢. On distincts deux cas. 1
0.5 pt Si0<e¢<1,alorsona: f'(¢c) = —c. Donc, on trouve, —c = 5 ece=g €]0,1[.
1
Sil<c<2 alorsona: f'(c) = ——. Par conséquent,
c
1
0.5 pt f’(c):—§<:>02:2<:>(c:—\/§\/c:\@):>c:\/56]1,2[.
FIN.
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