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'CORRECTION D’EXERCICE 1] AAAAAAAAAA -

®

(a) Si x > 0, on a par définition | x |= x, et comme —x < x, donc max{—x,x} = x. Alors
| x |= max{—x, x}.

] Six<0,0na|x|=—x, et —x > x, donc max{—x,x} = —x. Alors | x |= max{—x, x}. Puis
| x |= max{—x, x}

M <x <X = —(x+ly) < x4y <+ lyl.
O
@ “a{—|y|<y<|y|

Dong, [x +y| < )|X| + !yl’ = |x| + |y, c’est-a-dire I'inéqualité triangulaire est satisfaite.

y=y—x+x<ly lyl— x| < [x—yl
car | —y| =yl et [y — x| = |x —yl. Donc, nous concluons que Vx,y € R: )le—!yl‘ < x—yl.

=X — — < _
(3) Montrons que Vx,y € R: ‘]x|—]y[’ < [x—y|. Alors, ona{ X=X—Yy-+y { x| =yl < Ix —y

La démonstration est similaire, c’est a dire, on a pour tout x,y € R:
{ XxX=x+y—y { x| =yl < [x +y

y=y+x—x [yl — Xl < x +yl
D’ou le résultat Vx,y € R: ‘|X| — IyI‘ < Ix+yl.

(5) Pour tout x,y € R, et comme Ix —y| =y —x|, alors,on a:
{ 2x=x+Yy+x—y { 2Ix] < [x +yl+[x —yl
2y=x+y+y—x 2yl <Ix+yl+ly—x|

D’ou le résultat x|+ |y < (x +y| 4+ [x —yl).

= 2(x|+[yl) < 2(x +yl+Ix —yl).

(6) Par récurrence. Alors, on note

2 2
(a) Initiation : Pourn =2,0n a: ‘ Zxk‘ = |x1 +x2| < Z x| = [x1] + [x2],('inégalité trian-
k=1 k=1
gulaire). Donc, P(2) est vraie.

(b) Hérédité : On suppose que P(n) est vraie, c’est-a-dire

n

n
’ Xk) <),
1

k= k=1

& Yetrvets
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et on montre que P(n+ 1) vraie, c’est-a-dire

n+1 n+1

‘Zxk) <) bl
k=1 k=1

On a d’apres I’hypothese, pour tous x1,X2,...Xn, Xnt1 € R

n+1 n
‘ Zxk‘ < ‘ Zxk‘ + [xn+1l, (I'inégalité triangulaire)
k=1 k=1
n n+1
< D adtnal <) .
k=1 k=1

Alors, P(n+ 1) est vraie. Par concéquant

n
VX1,X2,...Xn € R: ‘Zxk‘ D .
k=1

REMARQUE 1]

On peut corriger la question 5 dans l'exercice précédent, comme suit :

Montrons que Vx,y € R: x|+ [y| < [x +y|+ [x —yl. Alors, on distinguer 4 cas.
(1) Six=0ety>=0,0nalx+lyl=x+y<x+y+x—yl=Kl+yl+x—yl
——
>0
(2) Six>0ety<0,onalx+[y =x—y, comme [x —y| =x—y car x—y > 0. Dong, x| +y| =
x—y<x—y+x+yl=x—yl+Ix+yl
———
>0
(3) Six<0ety>0,onalx[+[yl=—x+y=Kxk—yl <X+ yl+x—yl
~———
>0
(1) Six<0ety<0 onalxl+|y =—x—y, comme [x +y| = —x—y car x+y < 0. Donc,
|x|+|y| —x—y < —~x—y+Ix—yl=Kk+yl+Kx—yl
——

20
En fin,on a Vx,y € R: x|+ y| < [x +y|+|x —y|.

& Yefrirty

'CORRECTION D’EXERCICE 2| AAAAAAAAAA -
Soit A C R, (A = ¢). On définit I'ensemle —A ={—x:x € A}. Lensemle —A est boronée aussi, car

A (bornée) & IM e R,y : —M < x<M& -—-ML—x< M<& (—A) (bornée).

(1) Montrons que inf(—A) = —sup(A).
OnavxeA:x <sup(A)eVxeA:—x> —sup(A) &Vy € —A, (y=—x):y > —sup(A).
Donc —sup(A) est un minorant de —A, et comme inf(—A) est le plus grand des minorants,
alors on obtient,
inf(—A) > —sup(A). (1)

?JNN DE M’sILA % HIOOI -2/10 - #iDR: D. BOUAFIA 4




D’autre part, on a Vy € (—A) :y > inf(—A) & Vy € (—A): —y < —inf(—A) & Vx € A, (x =
—y) : x < —inf(—A). Donc —inf(—A) est un majorant de A, et comme sup(A) est le plus petit
des majorants de A, alors on obtient,

sup(A) < —inf(—A) & inf(—A) < —sup(A). (2)

D’apres (1) et (2), on a le résultat.

(2) Pour, sup(—A) = —inf(A), la démonstration et similaire.

'CORRECTION D’EXERCICE 3/ AAAAAAAAAA-
Soient A et B deux parties non vides et bornées de R. Alors,
(1) Montrons que si A C B, on a inf(B) <inf(A) < sup(A) < sup(B).

inf A <sup(A) (clair). (3)

OnaACB&VxeR:xe€ A= x¢cB= x>inf(B). donc inf(B) est un minorant de A, et
comme inf(A) est le plus garnd des minorants de A, on obtient

infB <inf(A). (4)

D’autre par,onaaussiA CB & VxeR:x € A= x¢cB=x<sup(B) = sup(A) <sup(B),
car, sup(B) est majorant de A.

© (a) On remarque que ANB C A (bornée), donc, AN B est bornée.

0 { ANBCA { inf(A) <inf(ANB)

ANBCB inf(B) <inf(AnB) — max{inf(A),inf(B)} <inf(ANB).

inf(ANB) <sup(ANB) (évident).
ANBCA
&l ANBCB
sup(ANB) < sup(A)
sup(ANB) < sup(B)
Dong, le résultat est immédiate.

= sup(A NB) < min{sup(A),sup(B)}.

(3) Montrons que sup(A UB) = max{sup(A),sup(B)}.

(a) Montrons que sup(AUB) = max{sup A,sup(B)}. comme R est totalement ordonné, alors,
on a sup(A) < sup(B) ou sup(B) < sup(A).
Supposons que sup(A) < sup(B), donc max{supA,sup B} = sup(B), alors, il suffit dé-
montrer sup(AUB) =sup(B).Ona B C (AUB) = sup(B) <sup(AUB)....(x)
Comme sup(B) est un majorant de B et de A, car sup(A) < sup(B)
Soit x € (AUB), alors x € A ou x € B ce implique que x < supB, Vx € (AUB) c’est-a-dire
sup(B) est un majorant de (A UB), comme sup(A U B) est le plus petit des majorant de
(AUB). Donc sup(A UB) < sup(B)...(xx).
de (%) et (xx), on en déduit que

sup(A UB) =max{supA,sup(B)}.

(b) Pour inf(A UB) = min{inf A,inf B}, la démonstration est analogue.

& Yefrirty
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'CORRECTION D’EXERCICE 4/ AAAAAAAAAA -

(1) Pour Ay =]1,5], on a max(A;) =5 =sup(Ay), (5 € Ay), inf(A;) =1, min(A;) n’existe pas.
Montrons que inf(A;) = 1.

. ) VxeA1: 1<x,(vraie)
mf(Al)(:}{( 1)Ve >0, Jac Ay 1<a<1+e.

Montrons (ii).

Soit € > 0 (assez petlt) On cherchant ap € Ajtelque 1 <ap<1+e.

On choisit ag =1 + E' alors, ag est satisfait le relation (ii), (on peut utiliser la dansité de IR).
D’ou le résultat.

(2) Pour A =]—-2,5]U{8}, on amax(Az) =8 =sup(Az), (8 € Az), inf(A;) = —2 (la démonstration
est similaire), min(A;) n’existe pas.

1
) OnaxeA3e 4<x<-1&-1<-< e & . Dong, Az = [_1’T]' par concéquant
X

- ~1 ~1
max(Asz) = il sup(As), (T € Aj),inf(A3) = —1 =min(Aj3), car e € As.

(4) Soit 'ensemble A4:{3—|—%:n€IN*}. Alors on a
1 2 2
VnelN*:n}1<:>0<T—1<1<:>O<E<2<:)3<3+ < 5. Donc, A4 CJ3,5], et on aussi

2
pourn=1,3+ L= 5 € Ay, c’est-a-dire max(A4) =5 =sup(Ay), on montre que inf(A4) = 3.

En effet
(1) Vx e Ay: 3<x,(vraie)

3:1nf(A4)<:>{( 1)Ve >0, dacAy: 3<a<3+e.
Le relation (i) évident, alors, on montre (ii).

2 2
Soit € > 0, (assez petit). Ona:a<3+¢e< 3+ o < 3+een> - Donc, il suffit de choisir

2
ng = [E] + 1, par concéquant I’élémént ap = 3 + — € Ay et vérifié (i1). min(A4) n'existe pas,
0
car 3¢ Ay.
@ (a] On pose A = Ay UAon41, OU

1

: N
el "EN

1
Aon :{14—%2 nelN} et Appy ={—1+

Alors, on a

n>1:0<1<1:1<1+1 >
- n 2 n 2‘

3 3 3 3
Donc, Ay CJ1, =], comme 5 est un majorant de A,y et 5 € Apn, alors, sup(Aon) = 5=

max(Ajon).
On a 1 est un minorant de Ay, et 1 € Ayy, alors, d’aprés une propriété (remarque, voir
cours analyse 1), on a

inf(Ayn) =1<Ve>0,Ixg e Aon 1 <xp<1+e. (5)

1 1 1
xo=1+4+ o <l+e=n> 3¢ dong, il suffit de prendre n, = [Z] + 1 pour garantir la

n
condition (5). Comme 1 ¢ (Ajn) donc, min(A,y) n'existe pas.

NTIANTINTIAN
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(b] Pour Apni1,0naAs i+ CJ—1,0], et par, une démonstration similaire, on aura inf(Ayn41) =
—1 et comme —1 ¢ (Ajn41) donc, min(Ajn4+1) n'existe pas.
On a aussi, 0 € (Ayny1) et majorée Apny1, donc sup(Axny1) =0 =max(Axn+1).
De une propriété, on en déduit que

inf(An) = inf(Agn UAsns1) = min{inf(Asn),inf(Asns1 )} = min { 1, 1} — 1

3 3
sup(An) =sup(Azn UAony1) = max{sup(Azn),sup(Azns1)} = max {0, E} =5

Il est claire que max(A,) = % et min(Ay ) n'existe pas, car sup(Ay) € Aq etinf(Ay,) € Ay,

3
(AnCl— 1,0]U]1,§]).
(6) Soit 'ensemble Ag = {sin(") : n € IN*}. On remarque la fonction f définie par f(x) = sin(n—ﬂ)

2
est périodique. Donc, pour n =2k ou n =2k + 1, (k € IN*). Alors on obtient :

Ag = {sin(kmt+ 7),sin(km) : k € IN*} ={—1,0,1}. Le reste est facile.

(7) (2] Ag est borné donc Ag admet une borne inférieure a telle que a > 0 car il est le grands
des minorants.
Comme pour toutn>0etm>0,ona:

1
a < —+—,enprenantm=1,ona
n m

2 .
a < ——0,s,n—+oo.
n

Ce qui implique que 0 < a < 0, on a donc a = 0. Alors min(Ag) = 0 ¢ (Ag), cela signifie que
le min(Ag) n’existe pas, et les minorants sont m €] — oo, 0].

'CORRECTION D’EXERCICE 5 AAAAAAAAAA-

@Ona

1 1
A = xeR:0<x+—<2JU{xeR :—2<x+-—<0}
2x 2x

= {(x€RL:2x* +4x+1 < 0}U{x €R* :2x* +4x+1 > 0}

_2_\/5

Comme la discriminant A de 2x2 + 4x + 1 est A = 8 Alors sont racines x; = — et
—2 2
Xy = +\/_, et ca signe est (voir le tableau au-dessous)
00 X1 X2 0 +0oq9
x* + + 0 - 0 4 +
4x +1

,_Z_ﬁ[u]_“ﬁ,m) Lo, 2TV T2V

D = —
onc A ch(] 00 5 5 5 5

NN NN
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(2) inf(A), min(A) et max(A) n’existons pas, et sup(A) = 0.

'CORRECTION D’EXERCICE 6/ VAAAAAAAAAA=

Soit [x] la partie entiére de x. Alors,

(1) Montrons que Vx,y € R:x <y = [x] < [yl.
Sachant que la fonction définie sur R par f(x) = [x] est croissante sur IR. Donc, on a

Vx,y e R:x <y = f(x) < f(y),

c’est-a-dire
Yx,yeR:x <y = [x] <[yl
(2) Montrons que Vx € R, Va € Z: [x+a] =[x] + a.
Posons [x] =n, (n € Z), alors d’apres la proposition

Vx e R:[x] <x<I[x]+1.

Ona,n<x<n+1= (n+a)<x<(n+a)+1,sachant que les nombres (n+a) et (n+a)+1
sont des entiers successifs, , on en déduit que [x+a]=n+a=[x]+a

(3) Généralement Vx,y € R: [x+yl = [x] + [yl et [xyl = [x][y].

1 1 1 1
Contre exemple : On prend x = 5 ety = > Alors, [x +y] = b + 5} = [1] =1, mais [x] =
1
b} =0=[yl. Dongc, [x+yl =1=0=[x]+ [yl.

Pour le deuxieme, on prend x =y = V2, on peut vérifiant facilement que

xyl=2=1=[xlyl.

(4) Six € Z, posons [x] =x et comme —x € Z. Alors, [—x] = —x. Donc [x] + [—x] =x—x = 0.
Six ¢ Z, posons [x] =n cest a dire n < x <n+ 1 par conséquent —n —1 < —x < —n, et puis
[—x] = —m —1.D’u le résultat [x] + [x] =n—n—1=—1.
& Yttty

'REMARQUE 2|

VIV VA AVVAAVAVAAVAF-

On peut corriger 'exercice précédent, comme suit :
Pour tous x,y € R, on a [x] < x <y = [x] <y. Comme [x] est un entier, alors forcément [y] > [x],
car la partie entiere est unique.

& Yedrvets

'CORRECTION D’EXERCICE 7| AAAAAAAAAA -

(1) On a E C R (bornge). alors,
da,beR, VxeEk: ag

x<b (6)
Donc, d’apres ’équation (6), comme ,Vx € E: a < x < b = [a] < [x] < [b], car la fonction

x > [x] est croissante. Par conséquent, on a

Ha(/a/:[an, bEb/:[bD €R, VX(IX/:[XD € [E] . a' < X/ < b/.
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D’ou la bornitude de ’ensemble [E].

(2) D’apres, les propriétés de partie entiere, on a
Vx eB: [x] <x<[x]+1.

Ca signifie que
inf([E]) <inf(E) et sup(E) < sup([E]) +1.

En effet, on a: Vx € E: inf([E]) < [x] < x. Dong, inf([E]) est un minorant de E, comme inf(E)
est le grand des minorants on obtient,

inf([E]) < inf(E).

D’autre par on a aussi: Vx € E: x < [x] +1 < sup([E]) 4+ 1. Par conséquent, sup([E]) + 1 est un
majorant de E. Comme sup(E) est le petit des majorants, d’ou le résultat sup(E) < sup([E])+1.

REMARQUE 3 AAAAAAAAAA-

L'inégalité sup(E) < sup([E]) + 1, est large malgré I'inégalité
Vx € BE: [x] <x < [x]+1, est stricte. Par exemple
Si E =[2,4], alors [E] ={2,3}. On a donc,

2 =inf([E]) <inf(E) =2,
4 =sup(E) <sup([E)+1=3+1=4.

& Yerrvevy

'CORRECTION D’EXERCICE 8| AAAAAAAAAA -

(1) On utilisant raisonnement par l’absurde.
Supposons qu’il existe deux entiers non nuls p et q tels que /5 = % On peut supposer que

la fraction g est irréductible (i.e; PGCD(p,q) = 1). On a donc 5 = }O’I—i ou encore p? = 5q°.

Nécessairement 5 divise p2, car, encore PCCD(pz,qz) = 1. Il existe, donc p/ € NN tel que
P= 5p/ et alors 25]9/2 = 5@ ou encore 5]9/2 = g°. On peut alors affirmer de la méme fagon
que précédemment que 5 divise q° et donc que 5 divise q. L'entier 5 est donc un diviseur

commun a p et q ce qui vient contredire le fait que la fraction E est irréductible.

(2) Montrons par 'absurd. Supposons que x € Q*, y € Q, et (x +y) € Q. Alors, 3z € Q tel que
x+Yy =z. Donc, y =z—x € Q. Contradiction

@ Montrons par contre exemple. Onax=1—+v5¢Qetx=1—+/5¢ Q, mais x+y=1€Qet
xy=—-24¢cQ.

& Yerrvevy

'CORRECTION D’EXERCICE SUPPLEMENTAIRE 1| Soit I'ensemble E définie par E —

Xy *
{W X,y eR }

—1 X o
(1) Pour tout x,y € R*, on a x+y)P?>0e —(x*+yY) <2y & - < Wyz (1). Ce qui si-
gnifie que E est une partie de IR minorée et évidemment non vide, donc E admet une borne

inférieure.
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(1) montre que _7 est un minorant de E, la borne inférieure étant le plus grand des mino-

—1
rants donc inf(E) > -
Si btient =¥ = = _ =1 el mont inf(E) < —. P ’
i on pose y = —x, on obtien = = —. Cela montre que in ——. Par consé-
posed x2+y?  2x2 2 E )

—1
quent inf(E) = -

1
(2) Pour tout x,y € R*, on a (x—y)?=20ex’+y? > 2xy & #yyz < o) (2). Ce qui signifie que

E est une partie de R manjorée et évidemment non vide, donc E admet une borne supérieure.

(2) montre que 5 est un majorant de E, la borne supérieure étant le plus petit des majorants

1
donc sup(E) < —=.
2
Si on pose y = x, on obtient Y _ x? 1 Cela montre que sup(E) > L Par conséquent
posey =% X2yl 22 2 quesupitl =5 E
1
E)=-.
sup(E) 5
1 1
(3) sup(E), inf(E) € E donc, sup(E) = max(E) = 3 et inf(E) =min(E) = )
'CORRECTION D’EXERCICE SUPPLEMENTAIRE 2| AAAAAAAAAA -
(1) Pour I'égalité max{x,y} = ’m, on déstingue deux cas
(a) Six <y, alors, max{x,y} =y et [x —y| =y —x. Donc,
Xx+y+x—yl _xty+y—x — y = max{oy).

2 2
() Siy < x, alors, max{x,y}=xet [x —y|=x—1y. Dong,

Xx+y+ix—yl x+y+x—y

5 5 =x = max{x,y}.

(2 Pour min{x,y} = Hy_Tlx_yl, la méme méthode

(a] Six <y, alors, min{x,y}=xet [x —y| =y —x. Dong,
xty—Ix—yl x+y—(y—x)

5 = 5 =x = min{x, y}.

(b] Siy < x, alors, min{x,y} =y et |x —y| =x —y. Donc,

x+y—hKk—yl _x+y—(x—y)

5 5 =y = min{x,y}.

& Yerrvevy
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'CORRECTION D’EXERCICE SUPPLEMENTAIRE 3/ VAAAAAAAAAAS

OnaA={xecQ:x2<2}={xeQ:—vV2<x<V2}=]—v2,V2[N0Q.
@ (a) Comme Q dense dans R, alors il existe r dans Q tel que —V/2 < r<+/2.Dong, A est non

vide. De plus, V2 est un majorant de A et—y/2 est un minorant de A c’est a dire A est
bornée.

(b] Comme R vérifie ’axiome de la borne supérieure alors la partie A admet une borne su-
périeure o1 sup(A) = v/2 et une borne inférieure dans R tel que inf(A) = —/2.

Montrons sup(A) = V2, c’est a dire sup(A) = V2eVe>0T3rpeQ:vV2—¢c<19<
V2. (%)
Comme |vV2—¢,V2[NQ C A, V2 —¢,v/2 € R et Q dense dans R. Alors, il existe 1y € Q
tel que V2 —¢e <19 <+2. Dou le résultat.

@ (Par I’absurde) Supposons que, sup(A) =q € Q, q = V2, car V2 ¢ Q.
1¢" cas : Si q < v/2. Alors Q étant dense dans IR. Donc il existe r € Q tel que q < T < v/2, par
conséquent 1> < 2, donc T € A et T > q. Cela contredit le fait que q est majorant de A.
2¢M€cas:Siq > v/2. Comme aussi Q est dense dans R. Donc il existe 1/ € Q tel que V2 <t <
. Mais 1’ est un majorant rationnel de A =] — V2,v/2[NQ avec 1/ < q, ce qui contredit le fait
que q est le plus petit des majorant de A. (Contradiction)

) Similaire
& fetriete

{CORRECTION D’EXERCICE SUPPLEMENTAIRE 4} VWAV VA A AAAAA-

Déterminons la borne inférieure de le ensemble D, ou D = {x? +y?: (x,y) € R? et xy = 1}.

®

@ V(x,y) €R?>, ona

(x—y)?>0 & xX*4+y?>—2xy>0
= x2+y2

= 2xy
& xX*+y?>2, carxy = 1.

.. ) 1 .
En peut écrire D comme suit D = {x2 +=:x€ IR*}. Donc, 2 est un minorants de D

X
et 2 € D, (pour x = 1), c’est-a-dire min(D) = 2, d’ou, d’apres les propriétes inf(D) =
min(D) =1.

1
(b] Posons f(x) =x%>+ —, comme lim f(x)= +o0. Donc, D n’est pas majorée.
x2 X—Foo
(2) Exercice.

& Yefrirty

REMARQUE 4/

VAV AVAVAAVAAAA-

On peut montrer la question (1) — a, comme suit.
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1 1
Supposons que IM > 0, Vx € R*: x? 4+ — < M. Alors, pour x = VM, on trouve, M + M <M=
X

M < 0. (Contradiction), par conséquent, ’ensemle E n’est pas borné supérieurement.
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