CHAPITRE 3

LIMITES ET CONTINUITE D’UNE FONCTION
DE VARIABLE REELLE

3.1 Généralités sur les aplications et les fonctions

Soient I et J C R, et f une relation de I vers J. Alors, on a les conceptes suivantes :

Définition 3.1. (Fonction) La fonction f définie par un ensemble de départ I C R et par un ensemble d’arrivée
J C R est une relation de I vers J dans laquelle chaque élément de I appelé antécédent possede au plus un
élément dans I'ensemble J appelé image. On écrit

f1 — J
x — vy, telquey = f(z).

3.1.1 Parité et périodicité d’une fonction
Définition 3.2. Un ensemble I C R, est dit symétrique par rapport a 1’origine 0 si
Ve: zel=—-zel
Définition 3.3. (Fonction paire) La fonction f : I — R est dite paire si
Veel: —zel, et f(—z)= f(z).
Définition 3.4. (Fonction impaire) La fonction f : I — R est dite impaire si
Veel: —zel, et f(—z)=—f(x).

Définition 3.5. (Fonction périodique) La fonction f : I — R est dite impaire s’il existe un réel p strictement positif
tels que
Veel: x+pel, x—pelet f(x+p) = f(z). (3.1)

On appelle période de f le plus petit nombre positif p satisfait (3.1).
Remarque 3.1. Il est évident que Vk € N* : f(x + kp) = f(z).

3.1.2 Fonctions monotones et fonctions bornées

Définition 3.6. La fonction f définie sur [ est dite :
1. Croissante, si V(z,2') € I?: z <2’ = f(x) < f(2'),
Décroissante, si V(z,2') € I?: x <2’ = f(x) > f(2'),
Strictement croissante, si V(z,2') € I?: z <2’ = f(z) < f(a'),
Strictement décroissante, si V(z,2') € I? : z <a’ = f(z) > f(2'),
Monotone, si elle est croissante ou décroissante,
Strictement monotone, si elle est strictement croissante ou strictement décroissante,
Majorée, sidM e R, Ve e I : f(x) < M,
Minorée, sidm e R, Ve € I : f(x) > m.

P NS LD

Théoreme 3.1. Toute fonction majorée (resp. minorée) admet une borne supérieure (resp. inférieure), notée sup f (resp.
I

ir}f ).



CHAPITRE 3. LIMITES ET CONTINUITE D’UNE FONCTION DE VARIABLE REELLE 3.2 Limite d'une fonction

3.1.3 Maximum et minimum d’une fonction

Définition 3.7. On dit que f admet un maximum (resp. minimum) au point zy € I si

Veel: f(zx) < f(ro) (resp. Ve el: f(z)> f(xo)).

3.2 Limite d’une fonction

3.2.1 Notion de voisinage
Définition 3.8. Une partie V' C R est un voisinage de = € R s’il contient un intervalle ouvert § C R contenant xo,

ie.
o €O CV.

Notons par V(zo) I'ensemble des voisinages du point xy. Ainsi, on peut reformuler les termes de la définition
précédente de la maniére suivante :

Ve V(xo) & dr > 07 telle que 0 :}xo — 7,20+ T[C vV

Définition 3.9. Une partie V' C R est dite voisinage de 400 (resp. de —o0) si elle contient un intervalle ouvert de
la forme Ja, +oo[ (resp. | — o0, a[), a € R. Cela signifie que :
V est un voisinage de 400 (resp. de —oo0)< 3I =la, +oo[C V(] — 00, a[C V)

3.2.2 Limite finie d’une fonction en un point

Définition 3.10. Soit f une fonction définie dans un voisinage V' de x(, sauf peut-étre en xy. On dit que f admet
une limite [ € R quand x tend vers x si

Ve>0,30>0,VzeV: |z —xo| <d=|f(z) -1 <e.

On note, dans ce cas lim f(z) =1.
T—xo

o41-

-

FIGURE 3.1 — Lien entre ¢ et <.

Proposition 3.1. Si f admet une limite au point x, cette limite est unique.

3.2.3 Limite d'une fonction finie a droite et a gauche en un point
Définition 3.11. On dit que f admet une limite [ a droite (respectivement a gauche) en z si :
Ve>0,30>0,VeeV:0<z—zo<d=|f(z)-1 <e,

respectivement
Ve>0,30>0,VzeV:0<z—z<d=|f(z)-I <e.
On note dans ce cas lim f(z) =1, (resp ILm flx)=1).
T—TQ
<

T—rTo
>

Théoreme 3.2.
lim f(z)=1l< li}m f(z)= lim f(z)=1

T—x0 T—x0
> <
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CHAPITRE 3. LIMITES ET CONTINUITE D’UNE FONCTION DE VARIABLE REELLE

3.2 Limite d’une fonction

3.2.4 Limite a I'infini et limite infinie

Définition 3.12. 1. On dit que f a pour limite [ en 400, et on note lirf flx)=1si
T—+00

Ve>0,30>0,VzeV:ax>d=|f(z)—1I <e.

On dit que f a pour limite l en —oco, etonnote lim f(z) =1, si
T——00

Ve>0,30>0,VeeV: o< —-0=|f(x)-I<e.

On dit que f a pour limite +0o en x¢, et onnote lim f(x) = +o0, si
T—To

VA>0,30>0, Ve eV : |z —x0| <= f(z) > A

On dit que f a pour limite —oco en x, et on note 1Lm f(z) = —o0, si
xr o
VA>0,30>0,VeeV: |z -z <d= fz) < —A.
On dit que f a pour limite 400 en +o00, et onnote lim f(z) = 400, si

r—+00
VA>0,30>0,VzeV:ax>0= f(zx)> A

On dit que f a pour limite +0c0 en —oo, et onnote lim f(z) = +oo, si
r——00

VA>0,30>0,VzeV: z<-0= f(z) > A

On dit que f a pour limite —co en —oc0, etonnote lim f(z) = —oo, si
z——00

VA>0,30>0,VzeV: z<-0= f(z) < —A

3.2.5 Opérations sur les limites

Théoréme 3.3. Soient f, g deux fonctions définies dans un voisinage V' de x et telle que lim f(z) =1 € Ret lim g(z) =

Tr—rT0o

" € R, alors nous avons

T—rT0o

: _ I s f _ 1 c 71
L lim (f&g)(@) =120, 4. lim (5)(95) =L sil' £0,
. _ / 1 =
2. lim (f.9)(2) = LI, 5. lim (|f(2)]) =i,
3. lim (\.f)(x) = AL, 6. lim Y/f(x) = Visil >0etn cN.
Tr—rXxo x o
De plus, si wlLrEO f(z) = +o0 0it —o0, alors IILHIID f(lz) =0.

3.2.6 Limite d'une fonction composée

Proposition 3.2. Soient f : [ — Ret g : J — R deux fonctions tel que f(I) C J,xo € L et (I,I') € R%. Si lim f(z) =1

et lim g(x) = I', alors lim (go f)(z) =1".
z—1 T—To

T—To

Remarque 3.2. Lorsque les limites ne sont pas finies, les résultats précédents de le théoreme ci-dessus restent
valables. Mais il y a des situations ot I’on ne peut rien dire sur les limites. Par exemple si lim f(z) = 400 et
T—xo

lim g(z) = —oo. Dans ces cas ol il est impossible de conclure, nous disons que ce sont des formes indéterminées.

T—T0

Ces cas sont les suivants : +00 — 00, 0 x 0o, 2, 2 1% (09 et 00,

' 00’ 07
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CHAPITRE 3. LIMITES ET CONTINUITE D’UNE FONCTION DE VARIABLE REELLE 3.3 Continuité d’une fonction de variable réelle

3.2.7 Limites dans les inégalités

Théoreme 3.4. Soient f, g et h des fonctions définies dans un voisinage V' de x et telle que
1. Sive e V: f(x) < g(x), ILm flx)=let ILm glx) =0 alors 1 <1
rT—xo T—=To

2. SivVe eV f(z) < g(x), ILm f(z) =+occet li_>m g(x) = +oo,alors I <1

3. (Théoreme des gendarmes) : SiVx € V @ f(z) < h(x) < g(x), ILm f(x)=1let ILm g(x) =1, alors lim h(x) =

T—rXTo
l.

3.3 Continuité d’une fonction de variable réelle

Définition 3.13. (Continuité en un point) Soit / un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction.
On dit que f est continue au point zg de I si lim f(z) = f(zo), c'est a dire
T—xo

Ve >0, 36 =d(e), Ve € V(zg) : |z —x0| < 0= |f(z) — flzo)| <e.

3.3.1 Caractérisation séquentielle de la continuité

Proposition 3.3. On dit que f est continue au point x de I si et seulement si

V(un) C V(zg): lm up, =z0= lm f(u,)= f(z0).

n—-+oo n—-+oo

3.3.2 Continuité a droite et continuité a gauche

Définition 3.14. On dit que la fonction f est continue a droite (resp. a gauche ) au point z de I si elle est définie au
moins dans un ensemble de la forme [z, 29 + 7], > 0, (resp. de la forme |zg — 7, zg[,r > 0) et lim f(x) = f(zo),
T—T0o

>

(resp. lim f(z) = f(zo)

Définition 3.15. 1. On dit qu'une application f admet une discontinuité de premiere espece en z si et seule-
ment si elle n’est pas continue en z( et possede une limite a droite et une limite a gauche en .

2. Lorsque f n’est pas continue et n'admet pas de discontinuité de premiere espece en o, on dit qu’elle
admet une discontinuité de seconde espéce en .

3.3.3 Prolongement par continuité

Définition 3.16. Soit f une fonction définie sur I — {z(} et admettant une limite finie ! en zy. On appelle prolon-
gement par continuité de f en z la fonction f, définie sur I par

f(x) :{ f(z), siz# o,

l, siz = xo.

La fonction f est continue en x.
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CHAPITRE 3. LIMITES ET CONTINUITE D’UNE FONCTION DE VARIABLE REELLE 3.4 Continuité sur un intervalle

3.3.4 Opérations algébriques sur les applications continues

Théoréme 3.5. Soient f, g deux fonctions continues en un point xo et A € R. Alors les fonctions f + g, A.f et f.g sont
continues en xy.

Side plus g(xzo) # 0 alors % est continue en x.

Proposition 3.4. Si f est définie sur un voisinage V de xo et continue en xq et si g est définie sur un voisinage W de
yo = f(zo) et continue en yo, alors la fonction composée g o f est continue en x.

3.4 Continuité sur un intervalle

Définition 3.17. 1. On dit qu'une fonction est continue sur un intervalle ouvert |a, b] si elle est continue en
tout point de l'intervalle ]a, b.

2. On dit qu'une fonction est continue sur un intervalle fermé [a, b] si elle est continue sur |a, b[ et continue a
droite en a et a gauche en b.

3.4.1 Continuité uniforme

Définition 3.18. Soit f : I — R une fonction. f est dite uniformément continue sur I si et seulement si

Ve >0, 36 = d(e), Y(z,2') € I*: |z —2'| <d = |f(x) — f(z')] <e.
Remarque 3.3. ¢ ne dépend que de ¢, contrairement a la définition de la continuité ot 6 dépend aussi de .
Proposition 3.5. Si f est uniformément continue sur I, alors f est continue sur I.

Théoreme 3.6. (théoréme de Heine) Toute fonction continue sur un segment [a, b] est uniformément continue sur [a, b).

3.5 Le théoreme des valeurs intermédiaires et ses applications

Théoreme 3.7. (Bolzano-Cauchy) Soit f une fonction definie et continue sur le segment [a,b] telle que f(a)f(b) < 0
(c’est-a-dire que f(a) et f(b) sont de signes contraires), alors il existe au moins un point 3c €la, b| vérifiant f(c) = 0.

FIGURE 3.2 — Une illustration du théoreme de Bolzano-Cauchy.

3.5.1 Le théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 3.8. Soit f une fonction definie et continue sur un intervalle I et soient (a,b) € I%. Alors pour tout nombre X,
compris entre f(a) et f(b), il existe un nombre c €la, b| tel que f(c) = .
Et side plus f est stictement monotone, alors le nombre c est unique.
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CHAPITRE 3. LIMITES ET CONTINUITE D’UNE FONCTION DE VARIABSHREEédrEme des valeurs intermédiaires et ses applications

f(b)

f(a)

Corollaire 3.1. Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I. Alors f(I) est un intervalle.

Proposition 3.6. Si f : [a, b[— R est continue et strictement croissante, alors f est une bijection de [a, b sur [f(a), lirr}) f(@)]
T—r

<

Théoréme 3.9. (Theoreme de Weirstrass) Soit f une fonction definie et continue sur un intervalle [a, b]. Alors f atteint ses
bornes supérieure et inferieure, c’est-a-dire

(21, 22) € [a,b]? : f(21) = [sugf(:r) et f(zg) = [1;15] f(z).

Cela signifie que f(x1) = rfaali(f(x) et f(xzo) = min f(z).

[a,b]

Théoréme 3.10. (Théoreme du point fixe) Si f est une fonction continue de [a, b] vers |a, b], alors il existe xy € [a, b] tel que
f(zo) = xo. Le point xq est appelle point fixe de f.

3.5.2 Les fonctions monotones et la continuité

Théoreme 3.11. (Théoréme de la bijection) Soit f : I — R une fonction. Si f est continue et strictement monotone sur I,
alors
1. f établit une bijection de I'intervalle I dans intervalle image J = f(I),
2. La fonction réciproque f~' : J — I est continue et strictement monotone sur J et elle a le méme sens de variation
que f.
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CHAPITRE 4

DERIVABILITE DES FONCTIONS D’UNE
VARIABLE REELLE

4.1 La dérivée en un point

Définition 4.1. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. Soit z( un point de I. On dit que f est dérivable

en x sila limite
i (@) = f(@o)
T—To T — X9

existe et est finie. Cette limite est appelée derivée de f au point x( et on la note f'(zo).

Remarque 4.1. En posant h = = — x( appelée accroissement de la variable = en xy, on obtient z = o + h et la
derivée s’écrit alors

f/(fL'O) _ }L% f(900+h})l*f($o)’ ou

Fwo + 1) = flwo) = (o) +hz(x), ot lim =(z) =0

Doncsi f/(zg) # 0, le nombre f’(z¢).h est une valeur approchée de f(x¢ + h) — f(x() et on peut écrire, (si h assez
petit)
fzo +h) = f(zo) = f'(z0)h.

4.1.1 Dérivée a droite et a gauche
Définition 4.2. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. Soit z( un point de /. (ou bien une extrémité
de I).
1. On dit que f est dérivable a droite en x si la limite suivante existe
o £@) = F )
T—To T — X0
>
et on la note f}(xo).
2. On dit que f est dérivable a gauche en z si la limite suivante existe

f(@) = f(z0)

lim ,

T—rxo T — X
<

et on la note f; (o).

Proposition 4.1. Une fonction f est dérivable en xq si et seulement si elle est dérivable a droite et a gauche en x et

fa(0) = £5(0).



CHAPITRE 4. DERIVABILITE DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE REELLE 4.2 Opération sur les dérivées

4.1.2 Interprétation géométrique de la dérivée

Soit f une fonction dérivable en z et (Cy) la courbe représentative de f. L'équation de la tangente (T) a la
courbe (Cy) au point My(xo, f(xo)) est

y = f'(xo)(x — o) + f(0)-
f'(xo) représente la pente de la droite tengente a la courbe (C) au point My (o, f(z0)).

Y
flxzog + hR)

f(J'(n )

0 ro xp+ h T

FIGURE 4.1 - la tangente (7") de (Cy) en M,

4.1.3 Dérivabilité et continuité

Proposition 4.2. Une fonction f dérivable en x est forcement continue en x.

Remarque 4.2. La réciproque est fausse, pour plus détail voir I'exemple ??.

4.1.4 Dérivabilité sur un intervalle

Définition 4.3. On dit qu'une fonction f est dérivable sur I si et seulement si elle est dérivable en tout point = € I.
On définit alors la fonction dérivée

R

fioI
T "(z).

—
—

4.2 Opération sur les dérivées

Proposition 4.3. Soient f,g : I — R deux fonctions dérivables sur I et A € R. Alors, on a

L (f+g) =/ +d, 4, (;)'z L oit f #0,
2 (AS) = Af, C
3. (f9) = f'9+ 19, 5. (L) = Lt oig 0,

4.2.1 Dérivée d'une fonction composée

Proposition 4.4. Si f est dérivable en x et g est dérivable en f(xo) alors g o f est dérivable en xq et de dérivée
(g0 f) (w0) = ¢'(f(0))-f (20)
Exemple 4.1. Soit la fonction f définie par f(z) = sin(z?). Alors, on a

f'(x) = (2®).sin’(23) = 322 cos(z?).
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CHAPITRE 4. DERIVABILITE DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE REELLE 4.3 Extremum local, théoreme de Rolle

4.2.2 Dérivée d’une fonction réciproque

Théoréme 4.1. Soit I un intervalle ouvert. Soit f : I — J dérivable et bijective dont on note f=1 : J — I la bijection
réciproque. Si f~1 ne s'annule pas sur I alors f~* est dérivable et on a pour tout x € J

4.2.3 Dérivées successives

Soient f : I — R une fonction dérivable et f’ sa dérivée. Si la fonction f’' : I — R est aussi dérivable on note
(f") = f"” la dérivée seconde de f. Plus généralement on note

FOZp O o p@ g k) (py

Sila dérivée n— ieme f(™ existe on dit que f est n fois dérivable.

4.2.4 Fonction de classe O

Définition 4.4. Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, soit n un entier tel que n > 1.
— Siles dérivées f', f”, ..., f(") existent et si f(") est continue sur I, on dit que f est de classe C" sur I.

— On dit que f est de classe O sur I si toutes les dérivées f(™) existent et sont continues sur I.

4.3 Extremum local, théoréme de Rolle

4.4 Extremum local

Définition 4.5. Soit f une fonction définie sur un intervalle /.
1. On dit que zg est un point critique de f si f/(zo) = 0.
2. Ondit que f admet un maximum local en zg (resp. un minimum local en ) s'il existe un intervalle ouvert
J contenant z tel que

Ve INJ: f(z) < f(zo) (resp. f(z) > f(xo)).

3. On dit que f admet un extremum local en z si f admet un maximum local ou un minimum local en ce
point.

4. Ondit que f admet un maximum global en zg si

Veel: f(x) < f(xo).

Théoréme 4.2. Soit I un intervalle ouvert et f : I — R une fonction dérivable. Si f admet un maximum local (ou un

minimum local) en xq alors f'(xq) = 0.
Remarque 4.3. La réciproque du théoreme 4.2 est fausse. Par exemple la fonction f : R — R, définie par f(z) = 23

vérifie f/(0) = 0 mais 2o = 0 n’est ni un maximum local ni un minimum local.

Méthode de la dérivée seconde

Théoreme 4.3. Soit I un intervalle ouvert, xq et f : I — R une fonction dérivable deux fois telle que
—1) f'(zo) = 0 (est un point stationnaire),
—2) f"(x0) existe.
Alors
—i) Si f"(x0) > 0, f admet un minimum local en x,,
—ii) Si f"(x9) <0, f admet un maximum local en x,
—iit) Si f"(x0) = 0 ou devient infinie, on ne peut rien dire.
Remarque 4.4. Si f"(x¢) = 0, il faut pousser I'étude de f a l'aide de la formule de Taylor. Telle que f admet des
dérivées d’ordre > 3, nous verrons cela dans analyse 2 (voir [? ]).
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CHAPITRE 4. DERIVABILITE DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE REELLE 4.4 Extremum local

441 Théoreme de Rolle

Théoreme 4.4. Soit f : [a,b] — R une fonction telle que
1. f est continue sur [a, b],
2. f est dérivable sur]a,b],

3. fla) = f(b).
Alors il existe ¢ €]a, b| tel que f'(c) = 0.

Remarque 4.5. (Interprétation géométrique) Il existe au moins un point du graphe de f ol la tangente est hori-

zontale (voir le figure au-dessous).
|
|
|
fla)+ f(b) }
|
|
|

/

4.4.2 Théoreme de Lagrange ou des accroissements finis

Théoreme 4.5. Soit f : [a,b] — R une fonction vérifiant
1. f est continue sur [a, b,
2. f est dérivable sur]a,b],
3. fla) = f(b).
Alors 3e €]a,b: f(b) = f(a) = f'(c)(b— a).
Remarque 4.6. (Interprétation géométrique) il existe au moins un point du graphe de f ot1 la tangente est parallele
a la droite (AB) ot A = (a, f(a)) et B = (b, f(b)). (voir le figure au-dessous).

4.4.3 Sens de variation d’une fonction dérivable

Les résultats précédents permettent d’établir un lien entre le sens de variation d’une fonction et le signe de sa
dérivée. Nous avons le théoreme suivant

Théoréme 4.6. Soit (a,b) € R”, tel que a < b. Si f est une fonction dérivable sur ]a, b|. Alors
f est constante sur [a, b] si et seulement siVx €]a,b[:  f'(z) =0,

[ est croissante [a, b] si et seulement siVz €]a,bl:  f'(z) >0,

f est décroissante [a, b] si et seulement siVx €|a,bl:  f'(x) <0,

SivVe €la,bl:  f'(x) > 0,0na f est strictement décroissante sur [a, b],

5. SiVx €la,bl:  f'(x) <0, ona f est strictement décroissante sur [a, ).

N =

Remarque 4.7. La réciproque au point (4) (et aussi au (5)) est fausse. Par exemple la fonction z — 23 est strictement
croissante et pourtant sa dérivée s’annule en 0.
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CHAPITRE 4. DERIVABILITE DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE REELLE 4.5 Regle de I'Hospital

4.5 Reégle de I’'Hospital
4.5.1 Premiere regle de ’'Hospital

Théoréme 4.7. Soient f, g : I — R deux fonctions dérivables, et xo € I. On suppose que
1. f(wo) = g(wo) =0,
2. Ve el—{xo}: ¢'(x)#0.

Si lim fl(;”) =1, (I €R)alors lim &) =,

T—x0 g'(x) T—T0 g(x)

Remarque 4.8. La réciproque est en général fausse. En effet :

Soit f(z) = 22 cos(L) et g(z) = . Alors, on a lim %) =
¥ z—0 9(2)
fi(z) _

lim 725 = lim [22 cos(2) + sin(2)], n’existe pas car lim sin(2) n’existe pas.

0. Tandis que

4.5.2 Deuxiéme regle de I’'Hospital

Théoreme 4.8. Soient f, g deux fonctions definies et derivables dans un voisinage épointé I de x fini ou infini) telles que

1. whjgl() f(z)=ocet whﬁrrggog(x) =00

2.Vexel: ¢(x)#£0.

Si lim £ :Eg = [, existe, finie ou infinie, alors
T—rT0 .
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CHAPITRE 5

FONCTIONS USUELLES

5.1 Fonctions circulaires réciproques

5.1.1 Fonction arcsinus

Définition 5.1. La fonction sinus, sur I'intervalle | — 7, 7 [ est continue et strictement croissante. Par application du
théoreme de la bijection 3.11, on peut affirmer que la fonction sinus, restreinte a l'intervalle | — 7, 7[ définie une
bijection de | — 7, Z[ sur [—1, 1]. La bijection réciproque, nommée arcsin, définie par

T
]_575[
r +— arcsinz,

arcsin: [—1,1] —

cest-a-dire Vo € [-1,1], Vy €] — 5, 5[ y = arcsinz < = siny.
Remarque 5.1. (Représentation graphique de arcsin) Comme on le sait, dans un repere orthonormé, la courbe

d’une fonction et sa fonction inverse sont symétriques par rapport a la droite d’équation : y = z, (voir le figure
au-dessus)

W) — arcsin(x)

Propriétés 5.1. 1. Vz € [~1,1] : arcsin(sinz) = z, et Vo € [~F, 7] : sin(arcsinz) = .

2. La fonction arcsin est continue, strictement croissante, impaire dérivable sur [—1, 1] de dérivée

1
arcsinz) = ———.
( )=
3. Va € [-1,1] : cos(arcsinz) = V1 — z2.
4. Vz € [-1,1] : tan(arcsinz) = ;.
5.1.2 Fonction arccosinus
La fonction cosinus est paire 27 périodique, continue et dérivable et si z € [0,7] : cos’x = —sinz < 0. Donc
elle est strictement décroissante sur [0, 7|. Elle est donc bijective de [0, 7] dans cos([0, 7]) = [-1, 1].

Définition 5.2. La bijection réciproque de cos est appelée fonction arccosinus et est notée arccos. Ainsi

arccos : [-1,1] — [0,7]
T > arccosz,

c’est-a-dire Va € [—1,1], Vy € [0, 7] : y = arccosx < & = cosy.
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5.1 Fonctions circulaires réciproques

CHAPITRE 5. FONCTIONS USUELLES

Représentation graphique de arccos

y = arccos(xr)

Propriétés 5.2. 1. Vx € [-1,1] : arccos(cos z) = x, et Va € [0, 7] : cos(arccos z) = .
2. La fonction arcsin est continue, strictement décroissante, paire dérivable sur [—1, 1] de dérivée

1

/
arccosr) = ——F——.
( ) T3

3. Va € [-1,1] : sin(arccos z) = v1 — z2.
4. Vx € [-1,1] : tan(arcsinz) = 7”;“2

5. Vo € [~1,1] : arcsinz + arccosz = 7.

5.1.3 Fonction arctangente
Définition 5.3. La fonction tangente est une bijection de | — 7, [ a valeurs dans R. Sa bijection réciproque est
appelée fonction arctangente et est notée arctan, donc
T
tan : R - =, =
arctan - ] 53 [

r +— arctanw,

c’est-a-dire o
Vr e R, Vy €] — 5 5[ y = arctanx < x = tany.

Représentation graphique de arctan

y = arctan(x)

Propriétés 5.3. 1. Vo € R :arctan(tanz) = z, et Vo €] — T, [ tan(arctan x) = .
2. Lafonction arctan est continue, strictement croissante, impaire dérivable sur R de dérivée

1
tan x)’ = :
(arctan ) 22

3. lim arctanz = et lim arctanz = 7.
xr— 400 xr——00

cx>0;
x < 0.

ENE!
ISJE]

4. arctan x + arctan % = {
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CHAPITRE 5. FONCTIONS USUELLES 5.2 Fonctions hyperboliques.

5.2 Fonctions hyperboliques.

5.2.1 Fonctions sinus et cosinus hyperboliques

Définition 5.4. Les fonctions sinus hyperbolique sh et cosinus hyperbolique ch sont définies sur R a valeurs dans

R par
e — e e + e~ T
sht = ——— et che = ———
2 2
Propriétés 5.4. 1. Les fonctions sh et ch sont dérivables sur R avec, pour tout v € R

sh'z =chx et ch'z = shx.

2. Lafonction sh est impaire, strictement croissante sur R et

lim chz = —oc0 et lim chx = +oo.
Tr—r—00 xr——+00

3. La fonction ch est paire, strictement décroissante sur | — oo, 0], strictement croissante sur [0, +oo[ et

lim chzx = lim chx = +oo.
T——00 r—r 400

4. ch?z — shz = 1.

5.2.2 Fonction tangente hyperbolique

Définition 5.5. La fonction tangente hyperbolique est définie par

th:R — ]-1,1]
v o thp o Shr et ot
chr e*+e @

Propriétés 5.5. 1. Les fonctions th est dérivable sur R et pour tout z € R

th'x = %x =1—th’z.
c

2. La fonction th est impaire, strictement croissante sur R et

lim thz =-1 et lim thz =1.

T—r—00 r—-+00

—2z

_ 1=
3. Vz € the = 7=

Représentation graphique des fonctions sh, ch et th
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CHAPITRE 5. FONCTIONS USUELLES 5.3 Fonctions hyperboliques inverses.

5.2.3 Formulaire de trigonométrie hyperbolique

Propriétés 5.6. Pour tout a,b € R, nous avons

sh(a +b) = sha.chb + cha.shb th(2a) = 1-2$L(ga

(a +b)

sh(a — b) = sha.chb — cha.shb | sha + shb = 2sh*I?.ch®>?
(a +b)
(

ch(a + b) = cha.chb + sha.shb | sha — shb = QShaT_b.chaTH’
ch(a — b) = cha.chb — sha.shb | cha + chb = 2ch“T+b.ch“T_b

ch(2a) = ch*a + sh*a cha — chb = ZSh%b.sh“TH’
ch(2a) = 2ch’a —1 =1+ 2sh?a |  th(a+b) = {2AHE
sh(2a) = 2cha.sha th(a — b) = {2l

5.3 Fonctions hyperboliques inverses.

5.3.1 Fonction argument sinus hyperbolique.

Définition 5.6. La fonction sinus hyperbolique définie une bijection de R sur son image R. L'application réciproque
est appelée fonction argument sinus hyperbolique et notée argsh, c’est-a-dire

argsh: R — R
x +— argshx,

C'est-a-dire Ve € R, Vy € R : y = argshx < x = shy.

Représentation graphique de argsh

Propriétés 5.7. 1. YV € R: argsh(shx) = x,etVx € [0, 7] : sh(argshz) = x.
2. La fonction argsh est continue, strictement croissante, impaire dérivable sur [—1, 1] de dérivée
(argshz) = 1
g Vo2 +1

3. Vz e R:argshe =In(x + Va2 + 1).

5.3.2 Fonction argument cosinus hyperbolique.

Définition 5.7. La fonction cosinus hyperbolique définie une bijection de [0, +-00[ sur son image [1, +-oo[. L'appli-
cation réciproque est appelée fonction argument cosinus hyperbolique et notée argch, c’est-a-dire

argch : [1,4+00] — [0,400]
r +— argchx,

C’est-a-dire
Va € [1,+oo[, Vy € [0, +00[: y = argcha < x = chy.
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CHAPITRE 5. FONCTIONS USUELLES 5.3 Fonctions hyperboliques inverses.

Représentation graphique de argch

y=argch x

Propriétés 5.8. 1. Vz € [0, +o0: argch(chz) = x, etV € [1, +oo: ch(argchx) = x.
2. La fonction argch est continue, strictement croissante, dérivable sur |1, +oco[ de dérivée

argchz) = ————.
(argch) =

3. Vx € [1,+o0[: argchx = In(z + V2 — 1).

5.3.3 Fonction argument tangente hyperbolique.

Définition 5.8. La fonction tangente hyperbolique définie une bijection de R sur son image | — 1, 1. L'application
réciproque est appelée fonction argument tangente hyperbolique et notée argth, c’est-a-dire

argch:] —1,1[- R, x> argthz,

c'est-a-dire, Vx €] — 1,1[, Vy € R: y = argtha < x = thy.

Représentation graphique de argth

. y = argth x-
: y=thzx
!
=7 .
Propriétés 5.9. 1. Vo € R:argth(thz) = z, etV €] — 1, 1[: th(argthx) = x.
2. La fonction argth est continue, strictement croissante, impaire, dérivable sur | — 1, 1] de dérivée
(argthz)" = 1
g V1I=22

3. Vx €] - 1,1]: argthz = §In (1—9”)

1—x
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