COURS DE RELATIVITE GENERALE

Chapitre 1
Principe d’Equivalence et relativité générale.

1 1- Principe d’Equivalence:
1.1 a- Equivalence Masse Inerte Masse Gravitationelle:
Gallilé (1600).

- Tout les corps tombent de la méme vitesse.
- La masse inerte est le parametre bien définit qui intervient dans le calcule

de 'impulsion d’un corps:
— —
P =mv

qui est une quantité conservée, et on a:

— do
F — l
dt
et la masse gravitationelle est observée dans ’éxpréssion suivante:
—  Gmgmo
F = 77"2 = mg? =m7

donc
_ 1 . — _ =
mg = m lorseque ¢ = 7.
Et sa a été confirmé éxperimentalement par newton, avec un pendule de
torsion oll on peut confirmé que my; = m & un ordre de 1077 et sa a été amélioré
jusqu a 1072 en1972.

1.2 b- Le Principe d’équivalence:

Classiquement on a pour tout corps mgy = m donc

P27
dt?
Soit ’ascenseur d’Einstein en chute libre dans laquelle 'observateur laisse
tomber un objet qu’il voit planer dans ’air puisque uls sont entrain de 'accompagner
dans sa chute, on peut choisir donc un référentiel telque:

-
=49

- 1
r=7—-=
2

ce qui donne en dérivant par deux fois de suite:

gt

2 2
d—f_dr - = =

A a
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On voit dans cette équation qu’on peut annuler le champs gravitationel en
choisissant un repére qui n’est pas nécéssairemaent Galeleen.

Enoncé du principoe d’équivalence: (Einstein 1907).

En chaque point de 1’éspace temps on peut toujours trouver un repére (non
galeleen) ou la loi de l'inertie est valable < un champ de gravitation étre lo-
calement annulé par le changement de repére non Galeleen.

2 2- Elément de Géométrie Différentielle:

2.1 a- Coordonnées Curvilignes:

Une variété Vy de dimension N est un éspace toplogique qui est localement
isomorphe a RY
N = 4 éspace temps courbé (3 + 1 dim) } v
N = 2 surphace d’une spheére (2 dim) N
En général une variété est définit par une application:
d’un ouvert Vi EN un ouvert de RV
exemple:
ou en general

M € ouvert -5 (z,v)

Atlas:{Ensemble de toute les cartes de Vi }

Il faut en général unsystémme de carte dont chacune recouvre une partie de
variété et qui se raccordent entre elles.

L’ensemble de carte forme un Atlas.
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2.2 b- Variété Différentiable:
Dans tous ce qui suit nous allons supposer que les applications sont infiniment
dérivabledans leur domaines de définitions.
2.2.1 * Courbes Coordonnées:
z#(z* = consante pour A # p)

Un point quelconque d’une variété peut étre délimiter par des courbes coor-
donées qui jouent le role des axes en géométrrie euclédéenne.
_—

—
dM = MM’ variété tangente en M.
1— 2—
MM’ =dz* e +dz*e s
En général on a:
dM = da" €, (M)

N
dM est un vecteur de base appartenant aux variétés RY tangente a Vy en
M.

2.2.2 * Produit scalaire:

—9 e
dM* =dM - dM
. . — - . .

En gnéral produit scalaire de deux vecteurs A et B a les propriétés suivantes:
— =
A - B est un produit scalaire telque:

— — - = - =
(a3+ﬁc):aA-B+ﬁA-c

— - — .
- B = B - A = tenseur symetrique
=

7 — —
dM? = dz*dx” € €y



telque

G (M) = ?u?v : Tenseur métrique
ce qui définit la distance infinitisimale invariante de Lorentz:
2 172 - - JU B
ds®* =dM?* ="€,(M) €, (M)dztdx

= g dxtdx”

Exemple d’un tenseur métrique (métrique de I’éspace temps de Mnkowski):

1000
5 (o100
(%! % a®) —g=1 o o 1 ¢
000 1

2.2.3 Exemple des coordonnées sphériques:

vr=1

W= . (=2t 9=1?)

— =

v-w =0
7 — . —
dM = dfv + sin0dp W e =7
N B 2— =
=dr €1 +dx e = = sin 0w

= d@?l + d(p?g

vecteurs de base coordonnées.
— — —
dM? = dM - dM
= (d@?l + d(p?z) (dﬂ?l + d(p?g)
=dfe1di€ ) +dpeadd e +die1dpes+ dp€adpes
= d.’lﬁld.’lil?l?l + dxldiﬁz?l?g + dmzdxl?g?l + d$2dl‘2?2?2
= dx'dx'gy + dx'dx?gis + dxldxtgey + dx?dx?gas



_ T2
gn=v-=1
. —_— .
g22:81n9w2:sm26’
. —_——
g12 = go1 =sinfw v =0

(10
9=\ 0 sin26

ds? = g, (M) datdz” = d§? + sin? pdy?

* f inversible < gdiagonalisable.
* Signature du tenseur métrique = {Signes de ses valeurs propres}
Exemple:
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2.2.4 Tenseurs: Transformations des Cordonnées (curvilignes).

(e} L {2 (@)}

Puisque f est différentiable,on peut écrire:

_ 02" (x)

da'* (z) = B dz"; da'™ (2, 2%, .., z")
do' = ot dy¥ — Mdm”
v — O

* Et comme dM est invariant donc on peut écrire.
Iy nw— /1/_1>
dM =dz"€, (M) =dz" e, (M)

On peut aussi déduire les transformations des vecteurs unitaires:




_
_
dzte , =dz' ey
”w
N 1/_/>
=aj dz¥ e
que je peut écrire en changeant v — y :
— —
— ! — /

daj“e“:a/idz”elxé el,,:af; e\

2.2.5 DMatrice inverse:

oz” (x)

v

(IH/ O/

Ce qui nous permet d’écrire:

!’
!
az,aﬁ = 6,’) symbole de kroneker
v ou v
a,ay =0y
Ce qui donne & la fin:
dz'" = a¥ dz”
— v —
€, =a, €y
On peut avoir aussi:
= =
Guv = € €y
e d e d BN N o R Sl " it - =
Gy = €, €, =0a,a, €x€, et on sait que €€, = gxp
=

I NP
g;,w - au/a’y/gkp
Exercice: Transformation des cordonnées curvilignes.
x =rcosl
y=rsind
zt=r z2=0

1‘1/ =z, ],‘2/ =y

. . . / . .
Ecrire la matrice de transformation alj et la matrice inverse ay,.
Solution: )
T v o_ oz’ () v
dz'" = ab dz¥ = g 4T

v
/1 /1 ’ ’
dz't = azam(f) dxt + 8“”%&“ dz? = a} dx' + ad da?
E) 72 o ’2 / ’
dz'? = Lax(f) dxt! + Law(f)de = a? dx' + a3 da?

’ 1 -
al’ =92 (o) g — 9reosh — cos

1 = "ot T

17 9z’ (x) dx __ Orcos® __ _ .
a; = o 06— o6 = r8in 6
2/ _ 0z(x) _ dy _ Orsinf _ _;
a1 = ozt T o or = sinf



f 2 .
R e L

gl — < cosf —rsinf )
b= .

sinf  rcosf
dz¥ = al, dz'* = Z oz" I)d "

da! — 51 (@) g 3; (1’) da’? = al,dz’! + al,da’?

83?/1

oz”(x oz~ (x
da? = MEI Lip" 4 20 12 — o2,da" + a3 da”
ol — 9= o) _ _or 1 _ _1
= 9x'T T Orcosf w ~ cosf
gl — 0l _ _or _ 1 _ 1
2/ 7 9x’2 T Orsinf w ~ sinf
2 =97 _ 90 _ 1 _ 1
17— 9z/T = Orcosf 78T5359 ~ —rsind
a2 — 92%(x) _ 90 1 _ 1
2/ 7 9x’2 T Orsinf — 0T§i9“9 ~ rcos@

1 ‘1
= a;l:’ — ( COfG 51?9 )

—7rsin 0 r cos 0

on a
G = A aligap = G = a3} a g},
g = alaf gy = af'of gvy + 0 of gy = al'af g + al'af gy +
a%/01/92/1 + a1/a1/92/2'
= a},a} g1 + a?,a3, gas = (Cos 0)> (sm 0) 1
g2 = ai\ a2 Ixp = @1 ab g + a1 ah gy = al a2 g + a1 ‘12 goror =

cos 6 ( (r 51119)) + sin 97" cos@ =0

ghy = a2 a1 g1 + a2 a1 922 = (— (rsinf)) cosd + sinfrcos = 0

Gho = abialg11 + a2a2 gaz = (— (rsin0))” + (rcosh)” = r2

ou

ds? = g}y (M) da' dz" +g'5 (M) dz'tda"?+gh, (M) da"?da" +ghy (M) da'?dz’

ds? = g}y (M) dz" dz' + g5 (M) dz'V dx"*+ghy (M) dx'*dz't +ghy (M) dz'?dz'?

puisque g12 = g21 =0

ds* = ds* = g, (M) da'*dz’ = g1, (M) da"*dz" + gb,, (M) dz'*dz"

x=rcosf;y =rsinf

gl=r, 22=6;2"V=2, 2¥=y

da't = dx = d (rcosf) = (dr) cos® + rdcosf = (dr) cos § — rsin 0d6

da'? = dx = d (rsinf) = (dr)sin @ + rdsin @ = (dr)sin 6 + r cos 0d6

= ds? = ((dr) cos @ — rsin0df)* + ((dr) sin 0 + r cos 6d6)*

(((a) cosf — rfBsin0)* + ((«) sin 6 + 8 cos 9)2) = dr? + r2df?

Tenseur quelconque:

Un Tenseur (m fois contravariant (indices en haut), n fois covariant (indices
en bas))

s

Exemple: m =2;n=3

S’écrit sous cette forme:

/;1,1/ _ u
TAPU al, aﬁ a/\,a ) ’Twr



Exemples:

dz* (Un tenseur 1 fois contravariant = vecteur)
guv (2 fois covariants)

Soit le vecteur vitesse:

dxt

Ut =—— (ds* -0
ds (s >~ )

v Gudztdx” ds? _
UV =T =g !
9., U" =U,

T

2.2.6 Tenseur Antisymetrique:

etvPa "Tenseur de Levicevite"

2.2.7 Tenseur Metrique:
g =det g, = |G|
*La transformation d’une matrice est donnée par:
G’ = aGa™
tel que at = (aT)* )

de la méme facon on peut écrire:

A P
g,u.y - a,u.’gApay/

On a donc
|G| =a®|G
et
g =d’g
tel que
o A
a=deta) = det —— (Jakobien)
H 8%/_1/

On a le tenseur antisymetrique est donnée par.

1
Euvpo = %nl—“’PU

Nuvpo €t totalement antisymetrique ou:



Nvppe = ~NMuvpo

npyuo = _UW,;J ect

Mo123 = +1

Exemple: Dans I’éspace de Minkowski

1 0 O 0
0o -1 0 O
“=1o 0o -1 0o | g=-1
o 0 0 -1
En coordonées sphérique on a:
1 0 0 0
{0 -1 0 0 4.2
G= 0 0 —p2 0 ; g=—r"sin“ 0

0 0 0 —r?sin?6

L’évenement en coordonnées sphériques est donné par:
ds? = dt* — dr? — r2d6* — r? sin? 0dy?
2.2.8 Elément de volume invariant d’éspace temps:

\/|?|d”a: =a ! \/Wad"x’

2.2.9 * Dérivée covariante:

Soit le champs scalaire ¢ (x), on peut définir
dp () = Za—@dw“ = 0,odzt
P = 2 gn BRG
m
Soit A (z) est ce que 9, A” (x) sont des composantes d’un ntenseur:
on sait que:

AP () — A (z) = ot AN

O A" = al 0, A* + 0,,ay A*
donc 9, A" n’est pas un tenseur:
donc on doit redéfinir la dérivée pour qu’elle soit covariante
—
-Ona A (z) = A* (z) €, (z) — est un invariant (puisque il est indépendant
du systéme)



dA (z) = DA" (2) €, (z) = dA* (2) €, (z) + A" (z)d €, ()

DA# (z) : différentielle covariante
On pose:

de, (z) = l"l);l, (z)dz” €y (x)

I‘f)u (z) : Connection.

= dA (z) = dA* (2) €, (x)+ A" (z)d €, (z) = dA* (z) €, (:c)JrA“F;)V (z)dx" €y (x)

=dA"E, + AT dzv e,
— DA = dA" +T% AMdz” = 0, Atdz” +Th A dz”

= D, A*dz”
D, : dérivée covariante. donc:
D, A" =9, A" + T4 A

- Pour un champs scalaire:

Dy =0,p
- Dérivée covariante des composantes covariantes:
D,A, =7
on a
—_—
A, = A?# = Ay?y?# = guA”
—
N
DA, =dA%¢,
donc

— dAT, = dA, —T), dz" Ay

=
DA, =dA¢, =0,A,dz" — Fiud:v”AA — D,A,dz" = 0,A,dx" — F’/\Lydzl’A;\

10



Ay

v

= DyA, =0,A, - T
Dérivée coovariantes d’un produit:
-D, (A#B)\) = (DVA#) B +A# (DUBA) = 8VA#B)\ 7F§#APB>\ +A#81,B,\ —
AY\B,
ce qui nous permet d’écrire pour un tenseur deux covariants:

D, (T,\) = 0,Tpux — D, Tox — L0\ Thp

Et ce qui nous permet de fair la généralisation suivante:

D, (T}*) = 9,TH + T4, T7* + T, TH — T, TH

ovtp ov=p prv=o

Et donc pour le cas d’un tenseur métrique:

Dy, (gur) = Ougux — Fﬁugpk — T\ 9up =0

Démonstration:
— — —
Ovgur =0, €, €x+ €,0,€x
= = — = P _Tp P
=00 epent e€ue,ly, =17,90 + 10 \9u
Propriété:
A A
FMV - Fvu
Démonstration:
On a:
—

— —
dM = dz"€ ), = dx*0, M
, — by — by by — s
on a posé €, = 0,M — Ox€, =0\0,M = 0,00M = 0,'€ propriété des
vecteurs de bases coordonnées.
R 2 U
0y €, = o€
— A —
o€, =T7,7€x
On définit aussi les connections comme:

1
Fﬁv = gApFwJ\ = gApg [009pp + Ougup — Opgpuu]

].";\W: est appelée aussi symbole de Christofel.
Démonstration:
Dug,ua = 6uguo - F;)lyg)\a - Féyguk =0
= 0o —Tpvo = Tovy =0—0ugup —Tywp —Tppp =0
= OuGup =Tyw,p + Lpu
et de la méme fagon on peut obtenir:
Ougvp =Tvp,p + Topp
=09 = —Tppw —Tupp

11



OuGup = Lpvp + Lov 1
- Ougve =Tuvpp +Tppw =T, = ) [0091p + 0uGvp — OpGuv]

=09 = —Lppp = Lupu
Exemple:
1 — —
zt =0 €1 =0

— — .

22 =¢ €9 = Wwsinf
- — — —
v-W =0 vi=w?=1

* Quand 6 varie dy v = 0 puisque dv est perpendiculair & la sphére et
aussi dw =0

— —

hv =au
— —

O = —av

puisque
32(7-?)282?-5)-1-7-823
=aw’+ B’ =a+B=0

02V = cosHw; HhT =0
W = —cosOv Hhw=0
—de1 =0 vdp=cosfdpw = %d(p?g

d€s =0y w sinfdyp + @ cosfdh
= —cosOsinfdpe | + L0d0e
et comme 81,?“ = Fﬁy?x
02, = 0,2 pde” =T, T rda”
4Ty = 0,7 1dz” = TN 2 rda?
= Fi‘l?)\dl‘l + F{é?,\d&?Z = Fh?ldl‘l + F%I?del +

F%2?1d£2 + F%2?2d$2
en identifiant & avec le résultat calculé on trouve I'Z, =
d?g = By?gdx” = F%D?,\dl'y
=T, € do! + T, ¢ \da? =T}, € 1dat + T3, ¢ odxt +

cos 6
sin 6

F%Q?ldlz + F§2?2d1}2
— T3, = —cosfsinf et '3, =
les autres sont tous nuls.

cos 6
sin 6

12



Exercice: Calculer les connections directement

1
Luvp = 9 [0v9up + Ougup — Opguv]

pour la métrique ds? = d6? + sin® Odp?.
Solution: On voit que la métrique est:

G = (1, sin? 9)

G_l — (1, 12>
sin“ 0

On a F;/\w = 05 [009up + OuGup — Opguu]
g)‘p — G et Juv — G.

0
0= it =5
Il = g3 [0191p + 0191, — Opg11]

= g™ 5 [01g11 + 1911 — Drgu1] + g'%5 [O1g12 + D112 — D2g11]

9" 912 =0
I} =g L [01g11 + O1g11 — Drgn] = 13 [(91 (1)+0: (1) =61 (1)] =0
I, = 9 5 102915 + 0192, — 3;;912] = gL 0291, + 0192,

911 1 [02911 + O1921] + 925 [O2912 + Dr1g22] = 0 =T},
[y =g'” [8292p + 0292, — 0 922]

=g" [5’2921 + 02921 — O1922] + 912 [O2g22 + O2g22 — O2g22)

0
B [—81922] = —%% sin?f = — sin 6 cos 6
I, = 91” [3291p + 0192 — 3p912] = 9" 5 (0291, + 0192))]
= 9 3 [02911 + O1921] + g*2 [82g12 + O1922) =0 =T,
I3 = [3192p + 0291p — 3;»921] = g% 5 01920 + aQ.qlp]
= 921 L [01921 4 O2911] + 9*25 [81922 + Dag12] = 9%25 [01922 + Dogi2] =
11

mi%sm 0 =cotf

I3, = g% 5 [0292p + 0292p — Opga] = g°* 5 (02921 + D2g21 — O1922]+ 9?25 [02922 + D292z — Dogao] =

Récapitulons: on a
e —

dA = DA_H) i "

DA, =dA%¢,

et

D A* (vect cont) = D, A" (tenseur 1 cov 1 cont) dz” (vect cont)

Apres avoir définit la dérivée covariante, D, A* = 9, A" + FﬁuAA quelle est
la nature de la connection, est ce que c’est un tenseur.

on a

Oy ?V:I‘A € ctona

—TA 4P
=0, (a” ep)—I‘wa)\ €

‘9 = A P
N P p -
(“),,au €y +ap 0y €y =17 a\

—
€, = a’,j €

f—
ep,

13



et on a
’
Oy = a? Oy

’— ’ ’ — o A p’_>
:>8Uaﬁep/+aﬁa,‘jag/ep/fI‘ ak €,
f

= (8,07 ) +a¥aZ' T =T} af
vy (73t ZiD Ve S Y TAeD N
en multipliant & gauche et & droite par ay,
’ ’ ’ / ’ /
T P AN oo'rP 1A P T oo T
= ay, <8yau> +ay aj I, =T7,a5 af, al ay =0y
X 7 N oo'pr T s T o _
=TI, =ayay a] T\, +aj,0,a ay0yal, =
dzT 9%x'P
Oz'p OOz - : : :
On voit qu'il éxiste dans le terme de droite une dérivée seconde (qui est en
fait une torsion) et donc, FIAW n’est pas un tenseur.
Application au calcule véctoriel:
En coordonnées curvilignes:
1- Divergence (covariante): On a
D, A* = 0, AP +TK AN =
_ Bo— H HoAA
D,A" =9, A" + T, A

1
Fl/{,u = guyr/\N7V = §glw [8,\!]”” + augux\ - 6Vg;u\}

1 1
= 39" g = 5GTIONG
1

= — _18
129 oYY

= — 71d
29 g

donc )
D, A" = 9, Al + T5, A = 9, A1 + £ g1 9,9A*
1
= 0, Al + 5971 0rg AN
= 0,4 + g+ 0, gl A"
—lg1~* 0, [lgI* 4%]

Donc on peut écrire:

D A" = g, [v/lgla”]

Vdl

Laplacien ou Dalembercien

0% (z) = D,D"® ()

00 (2) = ——=0, [V/Iglg" 0, 4]

L
Vgl

14



Exercice: Calculer le laplacien de ® en coordonnées sphérique (r, 0, ¢) telque

ds® = dr? + r?d6? + r? sin? 0dy?

Rotationel
D,A, —D,A, =0,A, —0,A,
Démonstration:
D,A, - DA, = (8HAV — F;\MA,\) — (GVAH — FQVAA)
=0,A, —0,A,

Théoréme de Green:

— — @ —  —>
///dx3V~A(?’): H]{f{i%-zﬁl
\%4 )

En relativité réstreinte on écrit:

/ dz0, A" = / dx, A"

|4 z

Et en relativité générale:

/ dz*\/]g| DHA“:/CZJLA g|\/1|?|(9u [\/EA“]

elt devol inv \inv

/dx4\/\g|DuA“:/dE,ﬂ/|g|A“
1% >

- Principes de la Relativité Générale:

a) Enoncé:

1- Toutes les lois physiques sont les mémes dans tous les systémes de cooe-
données curvilignes (ses lois sont sous forme d’équations tensorielles)

2-En I'abscence de champs de gravitations, ses lois se réduisenr a celles de
la relativité réstreintes.

b) Loi d’énertie généralisé: En relativité restreinte on a

aut
= -
ds
tel que on peut définir:
ds? = Judztdx” = Adt?* —d7?

donc en RR on a:

N
dU* dU DU*
ds =0« ds =0 ?G ds =0

15



C’est ce qu’on appelle par Loi d’inertie généralisée.
Et qu’on peut écrire aussi sous la forme suivante:
PUZ =0 — dav 2~ = & D, Ur = UYD,U"

ds ds = ds TV - v

En supposant que ds? = 0 on a donc:

DU#
ds

=0—-U"D,U* =0

— UY9,U* + U'TY, (x) U

du*
ds
C’est I’équation du mouvement géodésique.
définition des géodésiques: C’est la distance mnimale entre deux points dans
un éspace courbé en général, et qu’on peut représenter par I’éxpréssion suivante:

=-I%, (x) U*U”

2 b A v
T2y, () B2
ds ds ds
Donc on peut définir une courbe comme étant une géodésique, si le vécteur
vitésse est transporté parallelement lelong de cette derniére.
c- Limites:
Soit un champs locale ot ou le champs de gravitation est faible,on peut donc
écrire:

Guv = Ny + h;w

ou
1 0 0 0
{0 -1 0 0
=10 0 -1 0
0 O 0 -1
On suppose que:
[Py <1

On obtient la Imite newtoniénne si:

|(9,\huy| <1

et aussi:

v 1

on a la Imite non relativiste de la relativité réstreinte.
Et le cas statique est obtenu par la condition suivante:

|0ohyuw| =0

16



On a

ou

dv’

7= = T UPU" — 20, U°U7 — T, U7 U™
d'Ui i i’l
— 7 ~ I =—g J§ [23090]‘ — jQOO]

1 ..
= 577” 3j hoo

qu’on peut écrire

v _ _ 19
{ @ = —2Vhoo }
g;,bl/ = 77,“/ + hHV
On a
900 = Moo + koo =1+ hoo = hoo = —1 + goo
et de ’équation:
@ _1Vp lagant d tte squationlhoy — — M qui est 1
-+ = —3 Vhgo en remplacant dans cette équationgzhoo — = qui est le
potentiel newtonien donc on a:

1 GM GM
5[900*1}:*7H900:1*27
r r

Si on a un potentiel de la forme suivante:

r

GM
gij = 0y (1 -2 )
Potentiel de type magnétique et qui n’éxerce d’éffort que sur les particules
rapide.

Ordre de grandeur:

M
2G— A la surface de

10~ | proton
1079 terre

10~6 soleil
10~% naine blanche
1 trou noir

17



d- Décalage vers le rouge:

) 1
Un atome sur le soleil émet un rayonnement de fréquence vg = —
To

on a:

ds® = Juvdztdx’ = gogdt2 = 70 = +/gooT
et on a

1 1 v
1/0:—: =

To gooT 1/ 900

N Av  v—vy _ VYo\/goo — Vo
174 144} 1404}

GM GM
=Vgo—-1=1-2—-1=-2"=210"°
' 'S

Electrodynamique Relativiste:
Loi de force de Lorentz:

DU#
ds

ou F*¥ : Tenseur champs électromagnétique et qui est antisymétrique.
Equations de Maxwell:

m =qF"'U,

D}\F;,Ll/ + DMFV)\ + l)l,F',\'u =0

D, F" = J¥

Exercice: Montrer que ces équations de Maxwell covariantes s’écrivent:
a,\F,w + aMF,,)\ + 8VF)\;4 =0
pour cela on utilise
1

Fi,u, = gpyrx\u,u = 59”” [a)\gpu + 8;1,91//\ - 81/9;0\]
On peut montrer aussi que:
ovJ” =0
puisque:

1 _
ﬁauﬁu (\/EF"”) =0
telque

1 _
ﬁay (\/§F””) =Jv

Chapitre 11

Les Equations d’Einstein
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II.1 Tenseur de Rieman:

a- Comment définir un tenseur qui permet de mesurer le vrai champ de
gravitation?

- Déviation géodésique: Soit 55) vitésse relative de deux géodésiques.

o . dsT
On peut mesurer I'accélération relative: 7
S
On a
5U = AU"T,
A : différentielle covariante associée a 6.
et donc
dT D(AUY)E, [A(DUY) L DAOM]
ds ds B ds ds cv
A (DU
% = 0 par définition du mouvement géodésique
donc on a:
N
doU  [D,A] (U”)?
ds ds v

(D, Al (U") =?

[D,A](U”) = [da*Dy,é2"D,]U”

= daz?02" [Dy, D, U
donc
AU da
€z L 14 4 14
T = 0" Dy, DU €, =U"a" Dy, D, U<,
On note:
[Dx,D,|U" = Rﬁﬂ)\U”
RZ;L y:Tenseur de Rieman.
- D, U =9,U"+1},U°
Dy (D,UY) = 0\ (D,U") =TI, D,U" + 17, D, U’

= 0, (9,U" +T%,U°) —T9, [8,U" +T%,U°] +T%, [8,U° +T3,U"]
= 0\ UY + (0aT%,) UP +T%,0\U° — T5,0,U" — T5, % U + I'%,9,U° + I, I, U”

o

D, (DAUY) = 8, (D\U") —T%,DyU" +T%,D\U°
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On cherche les termes symétriques en p et v on trouve le résultat final:

[Dx, Du] U’ = [aAF/DJu - 6MFZ>\ + FZ/\FZM - Zu g/\]

Donc on peut écrire:
[D, Du] U¥ = RZ/MUI)
et

Ry = [(‘%\FZ# — TN+ T, =15, ZA]

b- Propriétés Algebriques:

17 — v
1- RPM - _RP)\#
2-R),,+Ry,,+Ry,, =0 (qu’on peut démontrer
en éxercice)
3- R,ul/p/\ = _Rv,up/\ tel que RJP#)\ = gVURZM)\

4- Rp,up/\ = Rp)\p,z/

2 2
. . -1 _
De ces 4 propriétes il reste L (22 ) — 16(11(; L — 20

Tenseur Ricci:

_ pA A
Ry =Ry\=9g PRopuwx

C’est un tenseur symétrique

A
RV/L = g pRpu/L)\
A
=g pRu)\pV
4
A
T -9 pR,u)\l/p
_ A _ _
= g pR/\;wp - Rpr - R,u,l/

qui donne w composantes— 10 dans le cas de n =4
-On a

R,, = Rﬁw\ tenseur de Ricci

R = R* L invariant de courbure R* = TrR,.,

c- Propriétés différentielles:
Identités de Bianchi:
D.R;,\ + DRy, + DARS,, =0

Démonstration:
1- [Dx, D, Uy = [Dy, D,] g5, U

= gou [Da, D] U = Jor I \U?

= RopunU”
= —RpounU” = _Rg’p)\Up

DA, DUy = ~RE,\U,
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= [Dx, D] (A,B%) = RSy, A,B™ — R} \ A, B°
— [D»,D,)(D,U°) = —R,,D,U* + R’ D, U"

2- Dy ([Dx, D,JU?) = Dy, (R, \U7)
= (DMRgU)\> UU + RS’UADMUU

en fin on obtient:

(D, [Dx,D,)|UP = D,R" U’ + R, \DsU*
+[Dx,[D,,D,]| U = DyRS,,U° + R‘/{WDUU”
+ Dy, [Duy DAJJUP = D, R, U + B2, D,U”

oA VAL

0 = [Bianchi] + ( =0)D,U”
N\\propriété 2
Et apres avoir obtenu l'identité de Bianchi, et en contractant les paires
d’indices:
(o,v) et (” ) : en premier sur (” ,)
D,Ryy, — DyRyy — D Ry =0
et pour (o, V)
D,R—D,R",— DyR*, =0

1

Dl, (Ryu - 2R(§Z> = 0
C’est l'identité de Bianchi contractée.
Soit

Suw = (Ruv — 3 Rgyu)
D,S;; =0

Les Equations d’Einstein:
a) Les équations: Le Tenseur d’Impulsion Energie:
Pour généraliser le champs gravitationel de Newton

Sy« Tenseur d’Einstein

? _GMmi

r2 r
On généralise par rapport a I’électromagnétisme ou

7 ko?Qi
re r
En RG on a:
dU# . y
Pl =m—— = —mI% UM
En EM on a:
dU*
m—— = qF""U,
ds

= 0,F* = pU" = J¥ — Ce qui éxprime ’éxistance d’une source et p est
la densité de charge.
En RG on pose:

21



Ty = pUU,
1 @ Densité de masse.
Donc on doit définir une source pour la gravitation

EM Gravitation

q pr

JY = pU" T = PROUY = pUH*O"
D,J* =0

= [z, | pr= [T glas,
— [ v gl = [wvrvr gz,

t=0

Donc on peut écrire:

pr = /u(7’)U“UO\/|g|d3ax

t=cte
Et donc I'équation de continuité s’écrit:
D, T" =0 (< conservation de P*).
Dans la cas d’une distribution continue de la matiére et sans préssion

T = p(x)UHUY

Dans ce cas TH” est un tenseur symétrique, et toutes ces propriétés sont
celles d’un fluide parfait.
Exemple: Cas d’un fluide parfait bavec préssion THY = (pu + p) UFUY — pgh”
Cas non relativiste:
T® =p+p—p=p
U=00'=1-¢ T"=T"=0

T = p§ puisque — pg" = +pdtiti

T : Tenseur des tensions
- On peut avoiraussi la cosmologie relativiste ot on considére [llunivers = fluide parfait de gamas de galaxi
b- Les équations:

Newton: Einstein

AU (7)) =4rGu(7’); U : potentiel de gravitation S, = KT},.; U=3(goo—1)

— - Tenseur symétrique qui s’éxprime linéairen
p (1) = Mo (7) S en fgnction des dérivées 2" des g,
=U(7)= —% il vérifie: D, S*” = 0 + limites newtoniénne

Donc on peut écrire:

Suv = aRy, + bRy, + cgun

et de la condition de continuité:

1
= S = |Ru — §ng + Aguw
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donc I'équation 1%*¢ d’Einstein est:

1
R, — §ng, + A9 = kT (1)
Onaan=1 RY,, =0= Ry =0
an=2 R, =0 mais R, = %Rg,w

c- Limites Newtoniénnes:

On suppose que guy =1, + "

ol |hu| € 1et f <« 1 c’est la cas des petites vitésses, avec le cas d'un
champs gravitationel stationaire: dpg,, =0

-1y, = pUrU" qui est le cas d’un fluide parfait sans préssion.

Dans la limite NR on a:

Too = p; To; = 0; T35, =0

Tr(l)@R—gR—kn)\:nT
n
(1+§)R—HT—TL)\
pour n =4

—R =rT — 4\

et en remplagant R par son éxpréssion dans(1) :

1
R, + 3 (KT —4X) guw + Mg = KT

1
=R, =K (T;w - 2Tgu,,> + Mg

On a:

RZM = [aAFZu - G#F;)\ + FZ)\FZ# - FZ# gA]
Ry = ),
R\ = [OAT), = T + TG, — T2, I0,

Ry, = [aAFQV —,TX, + T4, —I” AFM

_ % P A L A ~ Rl
= Roo = |0; 4 + FOOFp)\ — Fo/\FOp ~ 0,
~x0h champs faible

Et on a:
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‘ 1 .
Lo = 592’\ l25090A - 3/\9001
=0 220

1 ..
= —59](%900
= 55'731900

Et 3
5”3133‘900 = A900

T .
Roi = Rij=0;T};= 583' [gj/\ (aig())\ + 3()_901')\ - 3/\901')}

1R

1 . 1
—§5jk3j (Oigor — Orgoi) = 0 (0igoj — 0590i)

2 Nrot d’un terme grmagnetique

et en fin

Rij = akrfj - ajF?O - ajrfk-

R

1
3 {—0;0ig00 + 0:0;gxr. + Agij — 0iOkgjr — OO0k gir }

Donc on a obtenu les équations:

38900 =k (= 5p) + A T=g"Tuw =p

= Agoo = Kt + A U=35(g00—1)
AU = gu+)\:47rGu

goo = 1 +2U Kk = 81Gc3
Constante d’Einstein
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