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'CORRECTION D’EXERCICE 1] AAAAAAAAAAA -

@ On montre lin} ﬁ = +00. Dong, lin} ﬁ = +00 si et seulement si
X— X—

Ve>0,da >0, Vx e R\{1}:|x — 1| = f(x) > ¢. (1)
Soit € > 0, alors, on a

f(x)>£©(x—1)2<§©!x—1!<\/§,

. . . . £ . .. )~ ,
il suffit choisir o = \/;, pour garantir la condition (1). D’ou le résultat.

(2) Montrons lim x+8
X—

‘=1 = too. Dong, nous devons vérifier la condition,
4

Ve >0, dJou >0, Vx €]4,+oolix —4 < ox = f(x) > ¢. (2)

Soit € > 0, alors, on a

f(x)>s@(1+é)<e@x—4<%, (e>1),
il suffit choisir & = 1 (¢ > 1) pour garantir la condition (2). D’ou le résultat.
y Yetetrte
'CORRECTION D’EXERCICE 2| AAAAAAAAAA -

On calcule les limites suivantes.
() lim 2xIn(x+/x) = lim+x1n(x) + lim 2xIn(y/x+1) =0.

x—0+ x—0 x—07F
. exiexz . eX 1,eX2—X . X
® Jim 575 = Jim 5 () = oelo0) = —oa,car lim 5 =+oo
(3) On multiplier par le conjugué, on obtient
8
lim (v5+x—+vx—3)= lim =0
x—>+oo(\/ * vV ) X—>+00(\/5+X+\/X—3)
2_
(@) Calculons lin(1) X XZM. Alors, on distinguer deux cas
X—r
2_
@ Six>0,o0nalim =2 — Jim ¥=2¢ — |im (x—2) = —2.
x—0 x—07F x—07F
2_
(b] Six <0, onalim X2 Jim =2 — lim (x4 2) = 2. Alors, la limite nexiste pas.
x—0 x—0— X x—07F

(5) Comme la fonction x Vx+1—+/1—x est dérivable sur ] — 1, 1[ en point 0. Alors,

1 1
Jim Yxrlvix _ T—VI—x)_, = —1.
X0 X (VxF1=vI=x) (2\/1+x+ 2\/1—x)x:0

ZJNIV DE M’sILA % HIOOI -1/7 - #iDR: D. BOUAFIA 4




. 1—cosx 1—(1—2sin?%) sin2¥ 1. ssinz\2 1
(6) lim >— = lim 5 =lim —* = - lim ( — =_.
x—0 X x—0 X x—0 2% 2 x—0 X2 2
. * : x—1 _ 1 x—1 1 1 _
(7) Soitn € IN*, alors, ,lj_rf} X1 l‘_rf} =D (X 21 x+1) il_rf} T e T) b

1 1 1 1
OnaVvVxe R :——1< [—} <-—=VxeR} :1—x<x[—] <1,comme lim (1—x) = lim 1 =1.
Tx xl T x + X x%0+( ) X0+
On a aussi un résultat similaire si x € IR*. Alors, d’apres le théoreme des gendarmes, on a

lim xE(%) =1.
x—0+t

1 1 1
@ Onan>1:0<;<1:>Vx>1:[—] :O:>Vx>1:x[—] = 0. Donc, lim xE(}—()zo.

X X X—+00

'CORRECTION D’EXERCICE 3| AAAAAAAAAA-

On cherche s’il existe des valeurs de a, pour lesquelles les fonctions suivantes sont continues au
point x¢ indiqué

x34+1

P f(x) =
@ our f(x) a x=—1.

L ixz—1 =—1.
{ XL X0 On a rappel que,

f est continue au point xg < lim f(x) = f(xo).

X—X0
OnaDf=R=]—o00,+00], et
. .ox+1 . x+1 . 1 1
lim f(x) = lim = li = lim ——=—.
x——1 x——1x34+1 x5-1 (x+1)(x2—x+1) xo>-1x2—x+1 3
. . 1
Dongc, f est continue au point —1 < f(—1)=a< a= 3
Si . xsin% :xz20, x9=0. Al D —R—
(2) Sig(x) = . =0, ors, on a Dg =R =] — 00,400, et

1
Vx € R*: —1 <sin—

®
N

* . s o1
| {VXG]R_,_.—X<XSID;§X.

Vxeﬂ?i:xgxsinig—x.

0= 1im+(—x) < 1im+xsin)l—( < lim+(x) =0.
Donc, x>0 x=07 X0 D’apres le théoréme des gendares, on
0= lim (x) < lim xsm}—( < lim(—x) =0. p &
x—0~ x—0~ x—0
obtient lin?)xsin)l—c = 0. Par concéquant
X—
g est continue au point 0 < f(0) =0 < a=0.
& frterede

'CORRECTION D’EXERCICE 4/ VAAAAAAAAAAS

Soi f une fonction définie sur R—{—1,0} par f(x) =1—x— Zilfl‘xl On étude la prolongement de f
par continuité en 0 et en —1.

(1) Ona Df=R\{-1,0}, et

2x1
lim f(x) = lim (1—x— X nx> =1,
x>0 x—=0 x+1
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_ L 2(—x)In(—x)\
tim ) = lim (1~ =25 =1,

c’est-a-dire, lirr(l) f(x) = 1. Donc f est prolongeable par continuité en xo = 0 et sa prolongement
X—

f est définie par

. _x_ ZxInlx| -
flx) = l—x—=7 :x€R—{-1,0}
1 x=0
lim f(x) =4 = lim f(x), car lim 2 = (in(-x)){__, = (1) =-1=lim B¥. D
@ | i, (x) Am, (x), car i, S (=) =1(3) | Jm, S Done
f est prolongeable par continuité en x; = —1 et sa prolongement f est définie par
. oy — ZxIni I
flx) = l—x—=77 :x€R—{-1,0}
4 x=—1
REMARQUE 1 VAAAAAAAAAA-
On peut prolongeant f par continuité sur IR, sa prolongement f est définie par
) 1—x— 2 x e R—{~1,0}
flx)=19 1 x=0
4 x=-—1
Dans ce cas la f est continue sur R.
& Yetetete
'CORRECTION D’EXERCICE 5/ AAAAAAAAAA -

Montrons que I’équation x> — 3x + 1 = 0, admet au moins une racine entre 0 et 1.

Soit la fonction f définie sur [0, 1] par f(x) = x3 —3x+ 1. Alors, on a f est continue sur [0,1],
(fonction polyndome). On a aussi f(0) =1, f(1) =—1, donc f(0) x f(1) = —1 < 0. Alors, d’apres
le théoreme des valeurs intermédiaires (TVI), I’équation f(x) = 0 admet au moins une racine
dans [0,1].

Comme f'(x) = 3(x —1)(x+ 1), c’est-a-dire f’ est strictement décroissante sur [0,1], car x €
[0,1] & f'(x) < 0. Alors, d’apres le théoreme précédante (corollaire) la solution est unique.

& Yetrvets

'CORRECTION D’EXERCICE 6/ AAAAAAAAAA -

Soit f une fonction définie et continue sur [a, b] a valeur dans [a, b]. Montrer que ’équation f(x) =x
admet au moins une solution dans [a, b].
Posons g(x) = f(x) —x, x € [a,b]. Alors, on a:

(1) La fonction g est continue, car somme de 2 fonctions continue.

(2) Comme g(a) =f(a) —a >0, et g(b) =f(b) —b < 0, Alors, d’apres le théoremes des valeurs
intérmidiaires (TVI); g(x) = 0, admet au moins une solution dans [a, b]. D’ou le résultat.

& Yetrvets
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REMARQUE 2| AAAAAAAAAAS-

Pour la question 1 dans correction d’exercice (6) on peut montrer que f est uniformément continue,
ce qui implique que la continuité de f sur [a, b].

& Yetriety

'CORRECTION D’EXERCICE 7| VAAAAAAAAAA-
On étude la dérivabilité de la fonction f en x¢, tel que en utilisant la définition,
(1) Pour f(x) = [x| +x2, x0=0;0onaDf=R, et

f(x)—f 2
lim )= fx0) o X 1) = 1
X;>X0 X—X0 x;)O X x;)O

Donc f est dérivable a droite de point xg = 0 et la dérivée a droite en 0 est f(0) =1.

f(x)—f 2
lim flx) = fxo) — lim > X =lim(x—1) =—1.
X?Xo X —Xp on X x?o
Donc f est dérivable a gauche de point xo = 0 et la dérivée a gauche en 0 égale 4(0) = —1.

D’ou le résultat, la dérivabilié de f en 0 n’est pas satisfaite.
(2) Soit la fonction f(x) = (x — 2)[x], xo = 2. Alors, D =R, et on a

Six >0, lim x=2)K = lim[x] = 2. Dong, f3(0) = 2.

xaz X — x—2
>

Six <0, hmw = lim[x] = 1. Donc, fg(0) = 1. Comme f;(0) # f¢(0), on en déduit f

x—>2 X — x—2
<

n’est pas dérivable en 2.

& Yefrirty

{CORRECTION D’EXERCICE 8} YAAAAAAAAAA=
On Calcule les dérivées n— iemes des fonctions suivantes :
(1) Soit a # 0, et f(x) = e™. f'(x) = ae®, f"(x) = a’e®, et f3)(x) = a%e®, donc, on peut en

déduit que f™ (x) = ae®, et puis, le résultat étre assuré par récurrence.

2 2x2 2x2x3

(2) Pour f(x) = 1+X f'(x) = T f(x) = X 5, etf 3 (x) = LXLXO donc, on en déduit
—X

( N

(1—x) (1—x)*’

£ (x) =
(3) Sif(x) =sinx. Alors,ona f'(x) = cos(x) = sin(x+73), f"(x) = —sin(x) = sin(x+27), et f3)(x) =
—cos(x) = sin(x +37%), et par ce suite, on en déduit que fM(x) = sin™(x) = sm(x—l—n ). On

a aussi un résultat analogue pour la fonction cos, qui est

£ (x) = cos™ (x) = cos(x + ng).

& Yerrvevy
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CORRECTION D’EXERCICE 9 Est-ce-qu’on peut appliquer le théoréme de Rolle au fonc-
tion suivantes :

(1) Sif(x)= V9 —x2, x € [-3,3]. Alors, nous avons
(a) Claire, f est continue sur [—3, 3].
(b] f est pas dérivable sur | — 3, 3.
f(—3) =0, f(3) = 0. Par concéquant, le théoreme de Rolle est applicable sur f.

' 0 :XZOI
Si g(x) —{ 1—x :x€]0,1],

g n'est pas continue au point 0. donc, on ne peut pas appliquer le théoreme de Rolle sur g.
malgré, les autres deux conditions sont vérifiées

(3) Pour la fonction h(x) =[x+ 1], x € [-3,2],0on a

h est continue sur R, donc elle continue sur 'intervalle [—3,2] C R.
(b] hn’est pas dérivable sur | — 3,2[ car, elle n’est pas en —1.
h(—3) =|—2| =2, h(2) = |4| =4, donc, h(—3) = h(2). Alors, le théoréme de Rolle n’est

pas applicable sur h.
& Setetete
'CORRECTION D’EXERCICE 10/ AAAAAAAAAA -

En utilisant le théoréme de accroissements finis (T.A.F).

© (a) Six > 0, posons f(x) = e*, alors, f est vérifiée les conditions de (T.A.F) Donc, ¢ €]0,+o0],
telleque e*—1=xe“*>x,carc > 0=¢e > 1i.e,,

Vx € [0, 4+ool: e* >x+ 1.
(b] de méme, si x <0, car €€ €]0,1[.

(2) Posons f(x) = /1 +x sur [0,x], x > 0, d’apres (T.A.F), on a

1 1
Vi+x=14+——"1=x<14+=x%,
2v/1+c 2

1 1
€0, x| V1 >S1lelld —m < —.
car ¢ €]0,x[= V1 +c¢ ire 2
@ Similaire
& fesetrte
'CORRECTION D’EXERCICE 11/ AAAAAAAAAA -

Soit la fonction f définie sur IR par

(1) Montrons que f est continue sur R.
Si x € R*, on a les fonction x — x? (polynome) et x  sin(x) sont continues, donc la fonction

. . (1 . .
composée x — x2sin <—) et aussi continue sur R*.
X
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Six =0, alors,on a
. 1
Vx € R*: —x? < x%sin (;) <x2,

. .. 1 s g )
donc, par le théoréme des gendarmes, on a limx“sin ( — ) =0, c’est-a-dire f continue en 0, en
x—0 X

fin elle est continue sur IR tout entier.
@ (a) f est est dérivable sur IR. En effet,
Si x € R*, on les fonction x — x? (polyndme) et x > sin(x) sont dérivables, donc la fonc-

. , . (1 C o
tion composée x  x%sin (—) et aussi dérivable sur IR*.
X

(b] Six =0, alors, on a un résultat similaire a la relation (7), i.e.,

VxEle‘r:—xgxsinigx.

1

1
VxeR*:—1<sin—-<1<& )
ST T vx € R* :x < xsiny < —x.

0= lim+(—x) < lim+xsin)1—c < lim+(x) =0.
x—0 x—0 x—0 4
Dong, 0= Tim (x) < lim xsin% < lim(—x) = 0. Par conéquant, on aura
x—0— x—0— x—0
x? sin (1 >

f(x)—f(0 X 1
im T =FO) e T N i (xsin (—)) —0=f(0).
x—0 X x—0 X x—0 X

D’ou la dérivabilité de f sur R.

Par un calcule sur les dérivées des fonctions usuelle, on trouve,

f’(x):{ 2xsin (%)—cos (%) x=0

0 x = 0.

. . . . (1 . .
(3) f’ n'est pas contine au point 0. En effet, la fonction x — 2xsin (—), elle est claire continue
X

: . 1 . Nt
sur R. Mais la fonction x — cos (—) n’est pas continue en 0, c’est-a-dire la somme n’est pas
X

continue en 0.

'CORRECTION D’EXERCICE 12| VAAAAAAAAAA
11 —x? —1
(1) Ona }Ciér}f(x) =>1(1§%Z( =, et )l(ig}f(x) :}clg} d ZX g h f(1). Donc, on aura
. a—1 1
festcontlnueenl(:)T:E@a:2
(2) Posons a = 2. Alors, on a
2—x?
x<1
2— x>1
& Yttty x
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2

X P . 1 .
(a) D’apres ce qui précede, et comme les fonctions x — et x — o (resp) sont conti-
X

nues sur les intervalles | — 0o, 1[ et ]1,+00[ (resp). D’ou le résultat, f est continue sur

R.
2

(b] La fonction x — est dérivable sur | — oo, 1], car elle est polyndme. et la fonction

1 1 . ) ,
X — — aussi dérivable sur |1,+o00], car elle est rationnelle. Donc, il est rest de démonter

X
la dérivabilité en point 1.

2—x% 1
f(x) — f(1 2 1—x —(x+1
i (x) —f( ):hm 2 2 _lim X _ hmM:_lzf’u),
X:)l x—1 X:>l x—1 X?l 2( 1) X:)l 2 ?
1 1
f(x) —f(1 2 -1 1
lim (x) —f(1) —lim2X 2 _{im— —_— = f4(1).
le x—1 Xil x—1 Xil 2x 2

fi(1) = fé(l), c’est-a-dire, f n’est pas dérivable en point 1. Donc, f est dérivable seule-
ment sur R*.

dong, de

D’apres ce qui précéde f continue sur [0,1] C R et dérivable sur ]0, 1[C] — oo, 1[.
(1) (1—-0)f"(c).

le théoreme des accroissements finis ?2?, il existe c €]0, 1] tel que f(1)—f(0) =

1
Onaf(l)= 5 f(0) =1 et f'(c) =—c. alors,

(1) —£(0) = (1 —0)f'(c) & f'(c) = —% sc=-€o,1L
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