Master 1 INST & ESEM TraitemeAvancé du signal

Chapitrel

Echantillonnage et Transformée en Z

1. 1 Introduction

Le traitement numeérique du signal par ordinateugesxjue le signal soit converti en
une suite de nombres (numérisation). Cette cororerse décompose, sur le plan théorique,
en trois opérations :

1. I'échantillonnage préléve, le plus souvent a irakeg réguliers, la valeur du signal.

2. la quantification transforme une valeur quelconguoeune valeur prise dans une liste
finie de valeurs valides pour le systeme.

3. le codage fait correspondre a chaque valeur valide le systéme un code numérique.
L'objectif de I'échantillonnage est la transmisgien'information d'un signal. La question du
choix de la frequence d'échantillonnage se posesuiatement :

- silafréquence d'échantillonnage est trop faieke acquisitions seront trop espaceées et
si le signal comporte des détails pertinents edénex positions de capture, ceux-ci
seront perdus.

« plus la fréquence d'échantillonnage est élevéeplet la transmission colte en
puissance de traitement, en capacités de tranemissen espace de stockage.

Pour choisir une fréquence d'échantillonnage qui soffisante, il faut que la
connaissance des échantillons suffise pour caldalealeur du signal dans tous les points
intermédiaires. Claude Shannon a montré a quetiditton cela était possible, connaissant la
largeur de bande de l'information codée dans leasigy transmettre.

Le théoréme d'échantillonnage indique que si tdeefréquences du signal sont inférieures a
la moitié de la fréquence d'échantillonnage, iltpive parfaitement reconstitué. En général,
les fréquences supérieures a la moitié de la fremped’échantillonnage introduisent un

recouvrement spectral également appelé Repliengespekctre (aliasing).
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1. 2 Théoreme d’échantillonnage

L'échantillonnage consiste a prélever les valeiws gdignal a intervalles définis,
généralement réguliers. Il produit une suite dewa discrétes nommées échantillons. Pour
choisir une fréquence d'échantillonnage qui soitisante, il faut que la connaissance des
échantillons suffise pour calculer la valeur dunaigdans tous les points intermédiaires.
Claude Shannon a montré a quelle condition cela @tassible, connaissant la largeur de
bande de l'information codée dans le signal a mnatise. Le théoréme d'échantillonnage
indique que si toutes les fréquences du signal sdétieures a la moitié de la fréquence
d'échantillonnage, il peut étre parfaitement retires En général, les fréquences supérieures
a la moitié de la fréquence d'échantillonnage thiigent un recouvrement spectral également
appelé Repliement de spectre (aal@sing).

Dans cette section, on veut étudier I'échantillgenad’'un signal déterministe

guelconquey(t) a bande limitée de fréequence maximglé-ig. 1.1) Alors, la transformée de

Fourier,G(f)=0 pour|f| > f,

()4 G(f)

N

Fig. 1. 1Signal analogique avec son spectre a bande limitée
Idéalement, I'échantillonnage est obtenu en mugtille signab(t) par un train d’impulsions

p()) [1] (Fig. 1.2) Soitgs(t)= g(t)p(t)

9s(t), p(t)

I it

>t

2T T |0 T 21 ar 2T T o T ot

Fig. 1. 2Echantillonnage avec un train d’impulsipt)= J(t)
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Commep(t) est une fonction périodique, elle peut étre repmée par la série de Fourier

suivante1]:

T/2

—|||—\

T/2

+00 'mL
p(1)= Y Ce T (L.1)
me LT -eml 1
"at== [a(t Tdt==
T Tj (tF T

T est la fréequence fondamentale du signal périodpf)equi représente aussi la fréquence

d’échantillonnage,f, =%Hz . La fonctiongs(t) devient

La TF degs(t) est

g,(1)= f,g(t) S e (12)

n=-o

G (f)= j[fsg(t)Ze’sz e 12 gt

n=-—oco

+o0 1T

=f, > j g(t)e izt gt (1.3)

N=—00 —go

= 1, ie(f -nf,)

n=-o0

La Fig. 1.3représente le tracé de I'équation (1.2) pbur 2f .

>
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Fig. 1. 3Spectre du signal échantillonné pofy > 2f

On observe que le signal origirg{t) peut étre reconstruit par I'application du filppasse-bas

comme montré par la ligne pointillée. On peut avssiarquer que le taux d’échantillonnage

devient au moins fg. Alors la fréquence d’échantillonnage minimale Rst2f,, qui est

appelée le taux de Nyquist. L’échantillonnage pa fréquence inférieure au taux de Nyquist

(Fig. 1.4 permet de produire I'erreur de recouvrement (elnetiement) et le signal original

ne peut étre reconstryit, 2].
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Fig. 1. 4Spectre du signal échantillonné pofy < 2f

1. 3 Transformée en Z

La transformée en Z (TZ) est un outil mathématided'automatique et du traitement
du signal, qui est I'équivalent discret de la tfamsée de Laplace. Elle est utilisée pour le
calcul de filtres numériques a réponse impulsideniglfinie (RII), réponse impulsionnelle

finie (RIF) et en automatique pour modéliser destesypes dynamiques de maniére discréete
[2, 3].

(i) Définitions : On considére un signal analogique défini xdt). Cette fonction définie sur
IR est causale si : Pour tout tsQ(t)= 0. En ne prenant que les valeurs des images ges
nombres entiers, on construit une suite numeérigppelée signal échantillonné fida suite
x(n) est appelée un signal causal discret ou numériguegposition a la fonctiont) qui est

un signal causal continu ou analogique. Si I'onedlppl la période entre deux mesures de
I'échantillon, on peut construire le signal caudiatret :x(n) = xy(nT).
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Maintenant, nous voulons définir pour les signaamsaux discrets une transformation
analogue a la transformée de Laplace pour les sgoausaux continusoit un signal causal

continux,(t) et le signal discret échantillonné associé : Poutrn [J N , x(n) = x(n). La transformée
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+00

de Laplace du signal continuest :X (s) = J'xa(t)e‘S‘dt. La fonction x, (t)e™* a pour signal
0

discret échantillonné associé : pour taut N, x(n) €™

Il s'agit ici d'approximer [laire définie par [lidgrale Xs) par une série

j X, (1)e'dt O x(n)e™" avecT=1.
0 n=0

7
xf2hexpi-2p)
&
xf Frexp(-3p)
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sefdbecp(-dp)
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En posant =e!” =¢e°, la TZ,X(z) de la suite(n) est définie par la relation suivari4]:
X(z)=> x(n)z™" (1.4)
n=0

Z est une variable complexe et la fonct{z) possede un domaine de convergence qui en
général est un anneau centré sur l'origine de et R,. C'est-a-dire qui(z) est définie
pour Ri<z< R,. Les valeurR et R, dépendent de la suitgn). Si la suitex(n) représente la
suite des échantillons d'un signal prélevé aveqdrode T, la transformée de Fourier
discrete (TFD) de cette suite s'écrit:

S(f)=> x(ne =™ (1.5)

n=0

Pourz = e!?™" | |a transformée en Z de la sui@) coincide avec sa transformée de Fourier.

C'est-a-dire on peut faire I'analyse fréquentidllesignal discret par la transformée en Z.

(ii) Propriétés :On montre les propriétés énoncées ci-dessous :
- Linéarité :
z{ax (n) £ a,x, (M} =a,z{x(n)} £ a,Z{x,(n)} (1.6)
- Décalage temporel :
Z{x(n-k)} = z*Z{x(n)} (1.7)

- Avance :
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k-1
Z{x(n+k)} = zk[z{x(n)} X(j)z } (1.8)
j=0
- Convolution :
z{x* y}=z{x4z(y) (1.9)
Ou (x* y)(n)= D x(n—k)y(k)
k=—c0
- Multiplication par une exponentielle :
Z{a"x(n)} = X (z/ a) (1.10)
- Théoreme de la valeur initiale : sgfh) signal causal
x(0) = lim X(2) (2.12)
- Théoreme de la valeur finale :
lim x(n) = I|m (z DX (2) 12)
- Multiplication par la variable d’évolution :
d d d
Zin* =-z—1-2—|-z2—...X 1.13
{nx(m} Zdz{ Zdz[ 2 (z)} (1.13)
k fois

Remarques :

+o0

- La série géométriquE g" de raisonq # Oconverge si est seulemenqu}i< 1. Si cette série

0
< 1
RN

s

|q|<1

+00
- Soit zOC et z#1. ) z"est une série entiére & variable 2)<
n=0

R=1

complexe et qui converge |sz1 <1. Le nombre « 1 » s’appelle - | '

le rayon de convergence de la série ou l'ensemigle

nombres complexes appartient dans le disque decogence

ci-contre.

Exemple 1:
Calculer la TZ de la séquence,
x(n) = (n+2)°

Solution :

Pour, y(n)= n?, on applique la propriété de multiplication pavéiable évolution.



Master 1 INST & ESEM TraitemeAvancé du signal

z

d
Y(2)=-z ((2_1)2] = Z(Z+]2
dz (z-1

Puis, on applique la propriété de I'avance. D’ou
2-1 )

X(2) = z{y(n+2)} = Z{Y(Z) -> y(j)Z"j
i=0

- ZZ( (Ziz_-;_;-s) — (0220 +1° Z_l)j

_2%(z+])
(z-
_z(4z* -3z+))
(@D

1. 4 Transformée en Z inverse
En général, la TZ inverse (TZI) d&z) peut étre effectuée par I'une des quatre méthodes
suivantes :
a- Méthode de la table de transformation: On consditectement la table si c'est
possible.
b- Méthode des fractions rationnelles (partial-frattexpansion method) : On
décompos&(z)en une somme de plusieurs fonctions rationnellesste :
X(z)= X, (z)+ X, (2)+ X,(z)+....
La T.Z inverse est ensuite obtenue par l'utilisati@ la table des transformations. D’ou
X(n) = %, () + X, () + X, (n) + ..
c- Méthode de série en puissances (power-series metital transformex(z) en une
série finie z"‘, k=1, ...,n) de puissances utilisant la division polynomiale.
X(2) = x(0) +x(M)z* +x(2)z 2 +....+ x(k)z7*.
Alors, il suffit de trouverx(n) a partir dex(0), x(1), X(2),....,x(k )
d- Méthode de l'inversion de la formule (inversionfarda method) : Cette derniere

meéthode repose sur le calcul de I'intégrale deaarguivant :

x(n) = %§ X(Z)Z"dz (1.14)

Ou C est un contour fermé contenant tous les pointauisrg ou poles dX(Z). Le théoreme

des résidus est souvent utilisé pour détermi(rgr
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x(n) = D Res\x(2)z2™},.,, (1.15)

Z,=polesdez"X (z)
Le résidu & un pole=ad’ordreq de la fonctionX (Z)Z™* est donné pd#] :

q-1
Res] =1im 1 d <
z-a(q-1)! dz*

[X(@2)2™(z-a)] (1.16)

Exemple 2:
Calculer la TZ inverse de la fonction,

ZZ

X(2)=—>
(2 62> -52+1

Solution :
On applique par exemple la méthode de fractionsmaelles

z? z?

622 -5z+1 6(z-1/2)(z-1/3)

X(z):é( A, B j

X(2) =

z-1/2 z-1/3
A= lim —% =3
z-1272-1/3
= lim =-
z-137-1/2
Y4 1 =z

X(Z):l —
2z2-1/2 3z2-1/3

x(n) =@ u(n) —(%j u(n)

1. 5 Transformées en Z usuelles
Les transformées en Z de quelques fonctions les yiilisées en traitement du signal sont

présentées dansTable. 1 Quelques transformations usuelles peuvent étiséais[5].

z
. LD
(-1 —
n2 z(z+1])
(z-1*

3 2(Z° +4z+1) ctan? . az(z+a)

(z-1* (z-a)°
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Table. 1 Transformations en Z usuellgg
Transforméesen Z

Signal z(n) Transformée en Z X(2) | Domaine de convergence
1 d[n] 1 C
1
2 u[n] = |z >1
-1
P
3 nujn —_— 7 >1
bl — ’
1
4 " S >
ol — H>0d
-1
5 na"u[n] S A— |2 > |af
(1-az1)?
. 1
6 ~a"u[-n -] Py |2 < |af
1
az
7 —-na"u[-n -1 —_— Z <|a
[-n-1] = <o
1— 27! cos(w
8 cos(wyn)ufn] (o) 2] >1
1—-2z1cos(wy) + 22
2z 'sin
9 sin(wyn)uln] (wo) |2 >1

1—2z1cos(wp) + 22

10| & cosluom)up e C) > o
a" cos(wpn ufn) 2> a
“ 1 —2az ! cos(wg) + a’22 '

1] sifunnl] oz _shnen) o> o
a" sin(wyn)un 2 >la
0 1 — 2az~! cos(wy) + a®z72 :

1. 6 Quelques définitions
a. Systeme causal

Un signal causal est défini p&t) pourt>0. Autrement dit, un signal est dit causal si
ce signal est nul quartd0. Par opposition, un signal non causal est détimon nul pour au
moins une valeut<0. Cette définition s'applique aussi bien a uné&ye discret qu'a un
systeme continu. Le systeme est causal si et seatesn sa fonction de transfert est propre.
Cela signifie que la sortie a un instant donnétpas influencée par le futur de I'entrée. Par
exemple, le systemgn) = x(n+1), oux désigne I'entrée at la sortie, n'est pas causal car la
valeur du signal de sortie a l'instant ne dépendadealeur du signal d'entrée a un instant

ultérieur a+1).

b. Stabilité des systemes discrets
Un systeme a temps discret de fonction de tranbli@test stable si et seulement si
ses poles, pi, p2 ...pn, C'est-a-dire les racines du dénominateur
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(Z 'Zl)(z -22)..(2 'Zm)
(z- p)(z- P,)--(z- P,)

e”’, onadonc#|<1sietseulement €ij(p) <O.

deH(z)=

, sont tous situés a l'intérieur du cercle unitéisgue,z =

c. Systeme a minimum de phase
Pour un systéeme discret, en supposant que la éondé transfert(z) est rationnelle,
ce systeme est a minimum de phase si et seuleinentssles péles et zéros #z) sont a

l'intérieur du disque unité.

1. 7 Commandes Matlalj6] :

(i) Calcul de la transformée en Z et Z inverse:

La bibliotheque Matlab délivre les fonctions « ma et « iztrans » pour la transformée en Z
et la transformée en Z inverse.

Exemples :

>>syms zn
>> ztrans(1/4™n)
ans =z/(z - 1/4)

>>symszn
>> jztrans((6-9*z"-1)/(1-2.5*z"-1+2"-2))
ans =2*2"n + 4*(1/2)"n

(i) Calcul de la série de puissance:

La fonction « deconv » est utilisée pour exécugedivision polynomiale demandée par la
meéthode en série de puissance. Etant donné ladarde transfert(z) par

b, +bz* +..+b 2"

H(Z): -1 -m
a,taz +..+a,z

La commande Matlab est:

>> [q,r]=deconv(b,a)

Exemple:

1+2zt+ 27
1-27"+0.35€272

>>pb=[12 1];

>> a=[1 -1 0.356];
>>n=5

n=>5;

>> b=[b zeros(1,n-1)];

H(z) =

10
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>> [x,r]=deconv(b,a);
>> disp(x)

1.0000 3.0000 3.6440 2.5760 1.2787

(ii) Calcul des Fractions rationnelles:

La fonction « residuez » est utilisée pour trodesrcoefficients et les poles des fractions

partielles des la fonctioX(z).

H(2) = b, +bz*t+..+bz" _ 1,

a,+a,z +..+a,z" 1-pz*
La commande Matlab est :
>> [r,p,k]=residuez(b,a);

Exemple:
1+2z 1+ 27

H(z) =
(2 1-27"+0.35€272
>> [r,p,K]=residuez([1,2,1],[1,-1,0.3561])
r=

-0.9041 - 5.9928i

-0.9041 + 5.9928i
p =

0.5000 + 0.3257i

0.5000 - 0.3257i
k =

2.8082

(iii) Calcul du diagramme péles/zéros:

La commande “zplane” calcule et race la localisaties pbéles et des zéros dans le plan

complexe. La commande est :

>> zplane(b,a)

Exemple :

1+1.618 1+ 27
1-151€z1 +0.87€272

>> b=[1-1.618 1];
>> a=[1-1.5161 0.878];
>> roots(a)
ans =
0.7581 + 0.5508i
0.7581 - 0.5508i
>> roots(b)
ans =
0.8090 + 0.5878i

H(2) =

Imaginary Part

0.8F

0.6

0.4r

0.2F

-0.2F

0.4}

-0.61

-0.8+

-0.5

T
-
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
- -
0

Real Part

11
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0.8090 - 0.5878i
>> zplane(b,a)
(iii) Calcul de la réponse fréquentielle:
La commande « freqz » calcule et trace la répaspiéntielle déd(z). la commande est :
>> freqz(b,anpt,Fs)
OuFsest la fréquence d’échantillonnage, npt est lebrerde points de la fréquence entre 0
etFs/2.

Exemple :

_ l+lelet+77
H(2) = =] -2
1-151€z~ +0.87¢z

>>pb=[1-1.618 1];
>>g=[1-1.5161 0.878];

>> freqz(b,a)

Magnitude (dB)
|
|
|
T R | B
|
|
|
S Y R | B
|
|
|
A | |
|
|
|
F——k ==+ —— 4= —
|
|
|
F——F -+ —— =
|
|
|
| e i | Hin |
|
|
|
1

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Normalized Frequency (xttrad/sample)

T
|
m :
] T
Qo |
L
> |
@
o T ———t———
kA
¢ TR
S B By
o | | |
| | |
I I I

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Normalized Frequency (xtrad/sample)
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