
CIIAPITRE 3

Equations différentielles du premier ordre

1. Equations différentielles quelconquces

DEFINITION 13. Une équation de la forne

Fr,v.) =0

où y qui est en fonction de r cst l'inconnu, s 'appelle équation différen-

tielle du premuier ordre.

1.1. Equations séparables. Elles sont de la forme

'fu) = g().

La solution générale est donnée par
dy

Sf)dy =Solr)]dr (car /= dr
EXEMPLE. Intégrer les équations suivantes

(+1)
(r-1)+ v1- = o

1.2. Equations homogènes. Elles sont de la forme

=F)
La solution générale est donnée par

T = Ce
dt

où C ER et G{t) = J Ft)-t (pour la nmontrer on pose y = tr

dy = tdr + rdt).
ExEMPLE

2. Equatíons linéaires

Elles sont de la forme

(1) +yflr) = g(r).
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2. FQUATIONS DIFFÈRENTIETLES DU PREMIER ORDRE

2.1. Intégration de l'équation homogène (i.e., sans second

membre).
+ yflr) = 0.

Ccst me équation àvariables séparables. La solution générale est

domée par
y = CeIeM, CeR

2.2. Intégration de l'équation complète (1).
+

S ginerale de (1) S. générale de (1) sans 2ème membre S. particulicre de (1)

Comnent trouver yo?

Par constataion à l'oeil nu.
Sinon
Par la méthode de variation de constantes.
Méthode de variation de constantes.
On pose o (r) = C(r)n (r). Après calcul, on trouve yo (z) =

e-fdr. f g{r)cl JoJdrda.
EXEMPLE. Intégrer xy' -2y =r (-z solution particulière).
(1 *) y - ry = *.

2.3. Equations de Bernoulli. Elles sont de la forme

+ ufr) =y°g(r).
y = 0, c'est unesolution particulière.

a =0, équation linéairecomplète.
a = 1, équation linéaire
a # 0,a #1,y#0; on pose z =y'a, On aura, +2f(r) =

g(r). On est dans le cas linéaire.
ExEMPLE. Intégrer
1. ry- y = y nz.
2. ry-y = Vy

ns second membre.
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3. Equations linéaires à coéfficients constants

Elles sont de la forme

(2) ay"+by + cy = f(r)

où a,b,c€ R.

3.1. Equations homogène (i.e., S(r) = 0). On cherche la s

tion générale sous la forme, y = e"". On remplacc y par e"" dans (2)

sans le secoud membre, on aura

e (ar+ br +c) = 0 ar+br + = 0.

équat jon caractéristique ()

3.1.1. () Admet deur racines réclles ri et r2 distinctes.

Soit y = c' et y2 = e"", La solution générale de l'équation (2)

sans second membre est

y = C1 + C2/2 C1.C2 E R.

3.1.2. ri et r2 compleres.

T = a+i3, ra = a-i3. La solutiou générale de l'équation homogène

est

(C cos 3r +C2 sin Br)

Cie cosBr +C2e sin Br

=C1 +Ca/2; C, C2 € R.

3.1.3. () Admet une racinc double.

La solution est de la forme, y = z(r)e"". On remplace y par sa

valcur dans (2) sans le second membre, on trouve z = C1r + C2 Ci

et Ca dans R. La solution générale de l'équation homogène est

Cre+Cze"
Ci +Caz C1.C2 E R.

3.2. Equation complête (i.e., f() # 0).

yo

S. générale de (2) S. générale de (2) sans 2ème mnembre S. particulière de (2)

3.2.1. Cas où f(r) E R,. X].
-c#0.On remplacey par un polynôme de degré n, puis on identifie.
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3. EQUATIONS LINÉAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS

-C= 0.b #0. On remplacey parunpolynômededegré n +1, puis

on identifie.
c= 0, b =0, a#0. On intègre deux fois de suite S(r).

3.2.2. Cas où f(r) = e"P,(r).
On cherche la solution particilière cn posant y = eP(r) (P poly-

nôime quelconque). (2) *'écrit

aP+P (20 +b) + P(aa* +ba +c) = In(T).

On est dans le premier cas.
3.2.3. Cas où f(r) = A cos ar + Bsin ar; a, A ct B dans R.

- ia n'est une racine de l'équation caractéristiquc. On chcrche yo

sous la forme
Yo=A'cosar + B' sin ar.

-ia est une racine de l'équation caractéristique (nécesserement

simple). On cherche yo sous la forme

/o=r (A'cosar + B'sin ar).
Dans le cas général, pour intégrer l'6quation (2), on applique la

méthode de variation des constantcCs.

Soit y la solution générale de (2) sans le second membre ( y=

Ciy +Czva).
Recherche d'une solution particulière par le méthode de variation

des constantes. On pose

y=C1(r) Ui (r) +C2 (r) J2 (r) avec Ci (r) +C2 (r) 2 = 0.

Après calcul, on trouve
ayo +byo +cyo

= Cila +byh + cyn)+Ca(ays +buh + cyn)

0 =0

+C (r) (ar) + C2 («) 3h (r)
= f(r).

On aura donc deux équations à deux inconnues

CC (r)v (r) +C;(r) y2 (r) = 0
C (r) (r) + C2 (r)(r) = f()

Ce système a une et une seule solution car y1 et y2 sont linéairement
indépendants.

fr)

C (r) et C2(r).
EXEMPLE

intégrer y +y= r sinr.
1-+y=0y = Cising+C2cos

y1 92

(r+1=0 1 =i, r2=-i)
2
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C (r)sin r + C2 (r) cosr=0
r) cosr- C2 (r) sinr

Cy (r) =r sinr
C(r) = r sinr

(intégration par parties)
C r)=
C2(r)==

r sin r

r cos 2r +sin r + Ci

(r sin 2r+cos2r-?) + C2

3YG

C1 sin r +C2 cosr +Ci (r) sin r + C2 (r) cosr
-r cos 2r + sin*r + C) -(r sin 2r + 2 cos 2r - r* +C2))

Ci et C2 dans R.


