CHAPITRE '3,

Equations différentielles du premier ordre

1. Equations différenticlles quelconques

DEFINITION 13. Une équation de la forme

F(r,y.1/) =0

fonction de x est Uinconnu, s'appelle équation différen-

oty qui est en
tielle du premuier ordre.

1.1. Equations séparables. Elles sont de la forme

y' I (y) = 9(z).
La solution générale est donnée par
di
[ 1)y = [ gla)ds (cary/ = 2)-
EXEMPLE. Intégrer les équations suivantes

¥ +1)y = r+1
(x=Dy+1=y* = 0

1.2. Equations homogénes. Elles sont de la forme

) Y
y =F(=)
I
La solution générale est donnée par
y
G(~)
z=Ce T

ouCeRet Gt)= [

dy = tdr + xdt).
EXEMPLE

d
m (pour la montrer on pose y = tr =

2. Equations linéaires

Elles sont de la forme

(1) Y +yf(x) = glz).
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. ) . . { e.. Sans second
2.1. Intégration de 'équation homogene (i.e-

moembre).

v +yf(r) =0 _—
. T oA . . i énérale est
Clest une ¢quation avariables séparables. La solution geéner
donnce par
v o= [ fx)dr R
y=Ce , CeR.
y ! ,

n

2.2. Intégration de ’équation compléte (1).
v = y + Yo
~ S~

S ginerale de (1) § generale de (1) sans 20me membre S, particuliére de (1)

Comment trouver iy ?

* Par constataion a 'oeil nu.

Sinon

* Par la méthode de variation de constantes.

Methode de variation de constantes.

On pose yo (1) = C(x)y, (r). Aprés calcul, on trouve y(r) =
o [ _f\:‘,.i;_ f H(j.)eff(.r)d.rdl.'

ExempLE. Intégrer xy’ — 2y = x (—x solution particuliére).

(1 =2y —2y=n2.

2.3. Equations de Bernoulli. Elles sont de la forme

v +yf(@) =yg(2).

y = 0, c’est une solution particuliére.
a = 0, équation linéaire compleéte.
o = 1. équation lin¢aire sans second membre.
a#0.0%#1,y+#0;o0n pose z=y'°. On aura, ﬁz' +zf(x) =
g(r). On est dans le cas linéaire.

EXEMPLE. Intégrer

1. 2y’ —y = y* lnx.

22y —y= v

=
%
*

x
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3. Equations linéaires a coéflicients constants
Elles sont de la forme
(2) ay” + by’ +cy = f(x).

ot a, b ceR.

3.1. Equations homogéne (i.e., f(x) = 0). On cherche la solu-
tion générale sous la forme, y = ¢’*. On remplace y par ¢ dans (2)

sans le second membre, on aura

e’ (nr2 + br + r') =0 <<= ar: +br+c = 0.
——
équation caracténstique ()

3.1.1. (*) Admet deur racines 1éelles vy el Ty distinctes.
Soit y; = €7 et yy = "7, La solution générale de I'¢équation (2)
sans sccond membre est

y=Cuy+ Gy Cr,C2€R

3.1.2. r; el Ty complexes.
. y — =7 . : PR . . \
ry = a+if3, rp = a—ij3. La solution générale de 'équation homogene

est

e (€ cos 3x + Cysin )
= (Cye™ cos fr + Cye™ sin fix
= Cip + Coyp; Gy, Cy R
3.1.3. (*) Admel une racine double.
La solution est de la forme, y = z(z)e™. On remplace y par sa

aleur dans (2) sans le second membre, on trouve z = Ciz+Cy, C
et (7 dans R. La solution générale de 'équation homogene est

Cize™ 4+ Cye™
= Cin+Cuya; CrCreR.

3.2. Equation compléte (i.e., f(z) # 0).

yc = Y & Yo

S. générale de (2) S. générale de (2) sans 2éme membre S, particuli¢re de (2)

3.2.1. Cas ot f(z) € R, [X].
- ¢ # 0. On remplace y par un polynéme de degré n, puis on identific.
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- = 0.0 4 0. On remplace y par un polynome de degré n+ 1, pus
on identifie.
—¢=0.b=0.a#0. On integre deux fois de suite [(z).
3.2.2. Cas ou f(x) = ™ P,(2).
On cherche la solution particilicre en posant = e P(r) (P poly-
nome quelconque). (2) s'écrit
aP” + P (20a +b) + P (aa® +ba + ¢) = Pu().
On est dans le premier cas.
3.2.3. Cas ot f(x) = Acosax + Bsinax;a, A el B dans .
- ja n'est une racine de I'équation caractéristique. On cherche Yo
sous la forme
yo = A’ cosax + B'sinar.
- ia est une racine de I'équation caractéristique (nécesserement
simple). On cherche yo sous la forme
Yo = (A cosax + B'sinax).
Dans le cas général, pour intégrer 'équation (2), on applique la
méthode de variation des constantes.
Soit y la solution générale de (2) sans le second membre (= y =
Ciyr + Caya)-
Recherche dune solution particuliere par le méthode de variation
des constantes. On pose
b= Cu(5) v (1) + Ca (2) g () awvee G (2) yn + Cp (2) 2 = 0.
Apres calcul, on trouve
ayy + byo + Yo
= Cy(ay] + byy + cyi) + Ca (ayh + by + cya)
~ ~ S ~ -~ e’
-0 -0
+C1 (2) ¥y (2) + G () 93 (2)
= f().
On aura donc deux équations & deux inconnues
{ Ci(@)un(r)+Co(x)p2 (1) = 0
Cl@)y (@) +C () (@) = flx)
Ce systéme a une et une seule solution car y; et y, sont linéairement
indépendants.
= () (z) et Cy (7).
EXEMPLE
Intégrer y~ + y = rsinx.

-y +y=0= y=Csinz 4
! ! y 1 + Chcos .

rg W Y2
U"'f]=04=}7‘1=i,r2=—i)
-
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A(x)sinr + Cy(x)cosr = 0
M (r)cosr — Cy(r)sinr = rsinx
1 {z) = lr‘,mJ'
1T} = Tan'z
( nlcgmuon pdr parties)
{ (r) = —lrcos? T+£-inzn‘+C;
—3 (rsin2r + 2 2 cos2r — r?) + C;

Ilc:
= Cysinr 4 Cycosx + Cy (x)sina + Cy (x) cos
= I (—rcos2r+ isin®r+ C)) — 2L (rsin2r + Jcos2r — 22 + ()
C) et (2 dans R.




