Chapitre 3

Equations aux dérivées partielles

3.1 Qu’est-ce qu’une EDP ?

Soit u = u(x,y,...) une fonction de plusieurs variables indépendantes en nombre fini .
Une EDP pour la fonction u est une relation qui lie :

— les variables indépendantes (z,v, ...).

— la fonction "inconnue" u (variable dépendante).

— un nombre fini de dérivées partielles de u.

ou du 0%*u

,u,g,a—y,@,...):() (31)

= F(x,y, ...
ou Ou 0*u

y Uy %7 a_yv W? )
est satisfaite pour x,y, ... appartenant & une certaine région €2 de l'espace des variables indé-

u est solution de 'EDP si, aprés subsitution, la relation F(z,y, ... =0

pendantes.

DA

Remarque
Sauf mention contraire, on exige que la fonction u et les dérivées partielles intervenant
dans 'EDP soient continues sur §2.

Les EDP interviennent trés souvent dans les problémes physiques : en électromagnétisme
(équations de Maxwell), en mécanique des fluides (équation de Navier-Stokes), en mécanique

. . . 1. . _K2 92
quantique (équation de Schrodinger zh%—‘f(x, t) = %%T\g(x, t) + V(z)¥(x,t)), ..

39
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Exemple
ou  9%*u ) . o
* 5 8—y2 =0 avec u = u(z,y) (équation de diffusion)

up(x,y) = 2x + 2 solution dans tout R?.

uz(w,y) = e sin (y) solution dans R2.

(z,y) L £ ol dans 4 !
us(x,y) = e~ 4z solution dans
Virz yeR

F1G. 3.1 — ug(x,y) avec . = 2

- d L [T 2y Y
= 4x e
/—OQU3(x7y) Yy e /_Ooe y on pose u NG

1 [
:ﬁ/me du

=1



3.1. QU’EST-CE QU'UNE EDP?

Remarque 1

I :/e—“2 du

P (/Oo e du> (/OO et dv)
= // e~ (@+%) qu do
— o7 /_ Z e rdr

=T

Remarque 2

lim+U3(x, y) est la distribution de Dirac.

z—0
u  0%u R
o @—i—a—yQ:Oouu:u(:c,y)
La fonction u : (z,y) — In (\/xQ + y2) est solution dans R?\{0}
r
Rq : Considérons coordonnées polaires

3. 0) = ulz )et82u+82u 82a+16a+162a
u(r,0) =u St s5 =55+t + <555
’ Y 0x2 Oy  or2  ror  r2002
On cherche une solution @ radiale, c’est-a-dire indépendante de 6.

@ + 1@ =0
or2  ror
on  «
o R
- ar (@ €R)
= a(r)=aln(r)+p (BER)
= u(z,y) =% (z*+y*) +8
Remarque
Signification du Laplacien.
u  0*u
@—’—0—3/2 =0 avec u = u(zx,y)

Soit € > 0 5 o
U 1 U
U(.’I) - €7y) = U(.’L‘,y) - 8%(3:73/) + 552W(x7y) +0 (53)

61
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u 2
(et €,9) = ula,y) + et (ay) + 5220 () + O ()

Pu  u(x —e,y) — 2u(z,y) +ulz +&,y)

o 2 +O6)

Pu _ u(z,y—e) = 2u(z,y) +u(z,y +¢)

8—y2— 52 +O(€)

%_’_% _ u(:c—e,y)—|—u(:c—|—5,y)—l—u(xE,Qy—e)—i—u(a:,y—l—e) —4U(l‘,y> —|—O(€)

Si u est solution de Au = 0, alors :

1
u(z,y) = 1 u(r —e,y) +ulr +¢,y) +ulz,y —¢) +u(z,y +¢)

Au = 0 signifie que la valeur de u en un point est égale a la valeur moyenne de u
sur les quatre plus proches voisins (voir schéma).

® (X,y+¢)

(X—g,y) (xtre,y)

®
(X ,y—S)

® u ne peut pas étre extremum en (x,y).

0? 0u
e u est solution de o Z e = 0 dans Q.
e Plus généralement, sur un ouvert connexe, on montre que :
1 1 2m
u(zo,y0) = ——= u(z,y)dl = — u(xo + rcos b, yo + rsin6)dh
21R /o (20,90) 21 Jo

Principe du Maximum

Pu
Soit u(z,y), une fonction solution de 922 + 902 = 0 dans un ouvert borné connexe €2 de
€ Y
R2.

On note 0N la frontiére de 2.
On suppose de plus u continue dans €2 U 92 qui est une région fermée du plan.

Si u n’est pas une fonction constante sur €2 U 9€) alors la valeur maximale de u et la valeur
minimale de u sont atteintes uniquement sur 0.



3.2. GENERALITES SUR LES EDP

Ci(X0,Yo)

Ezemple
1

Va2 +y? + 22

On peut considérer ici ’analogie avec une charge a l'origine.

u:(r,y,2) — est solution de Au = 0 dans R3\{(0,0,0)}

3.2 Généralités sur les EDP
Définition

On appelle ordre d’une EDP ordre le plus élevé des dérivées partielles intervenant
dans I’EDP.

Exemple

ou Ou
— — 1er .
oz + oy 0 ordre

Définition

St u et ses dérivées partielles apparaissent séparément et "o la puissance 1" dans
UEDP, celle-ci est dite linéaire.

Exemple
u=u(z,y)

Jou , ou
dr Oy
ou

ou
e— + — +sinu=0 1° ordre non-linéaire.

dr Oy
ou 0%u

e— +u—— =0 2°"€ grdre non-linéaire.
Ox Oy

=0 1% ordre linéaire.
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Remarque

ou 5 0u

cos (ny) o Voo tan (:L'2 + y2) 1°" ordre, linéaire, inhomogeéne.

e Pour une EDP linéaire homogéne :

uq solution
= A\u1 + pug est solution.
uo solution

3.3 EDP linéaires du 1°" ordre

du

-D
a9y + C(z,y)u = D(z,y)

0
A, y)a—z + B(z,y)
linéaire

est la forme la plus générale pour une EDP
1% ordre

Exemple
ou  Ou
( )£+8_y_0
duza—udx+@dy:@(dy— dx)

ox dy oy
Si dz et dy sont reliés par dx — dy = 0, alors du =0

Sur chacune des courbes de la famille y —x = ¢ (£ € R), la fonction u est constante.
u ne dépend de que €.

Donc ‘u(a:, y)=f(&) = flz—y) ‘ ol f est une fonction arbitraire d’une seule variable, de

classe C1(RR)
Les droites y — x = & sont les caractéristiques de 'EDP considérée.

y

(2) % + y? =0 avec u = u(z,y), est une EDP du 1 ordre, linéaire, homogéne.
T Y
ou ou
du = —d —d
U 97 T+ oy Y

ou
= (~ydz+ dy)B_y
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Si du et dx sont reliés par —y dz + dy = 0, alors du = 0.
u est constante le long des courbes y = £e”.

y
T
X
_\_\
Conclusion
La solution générale de % + y@ = 0 est de la forme :
ox dy

u(z,y) = flye™®) ot f est C'(R)

ou ou
(3)$%+28_y_2 =0
ou ou
du _O_xdx_l_a dy
ou 1 ou
G_mdx+§(2u_x8—x> dy
ou

1
Si dx et dy sont reliés par dx — 2% dy = 0, alors du = u dy.

y
x = e2. Sur chacune de ces courbes, u = cste.e?
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Conclusion : La solution générale est de la forme : |u(x,y) = €’ f <x67%)

Proposition

Si on impose les valeurs de u sur une courbe I' qui n’est pas une caractéristique de
I’EDP, alors on peut identifier la fonction f.

— )

/ .

Si on impose : u(x,y = 0) = p(z) (¢ est donnée)
alors il vient : u(z,y =0) = f(z) = p(z)(Vx € R)
et par suite :

f=eetulzr,y) =evp (me_%)

d’out :

u(z,y) =e%.p (ace_%)

Remarque
Si on impose u(z,y = 0) = ¢(x) uniquement sur z € [a, b] alors :

Va € a la zone hachurée, u(z,y) = e¥.p <$e*%) En dehors de la zone hachurée, la solution

est de la forme u(z,y) = eyf(xe_Ty) avec f indéterminée (comme on exige u continue, il faut
que :
lim f(z) = ¢ (a)

r—a

lim f(z) = ¢ (b)

r—bt

3.4 Classification des EDP linéaires du 2" ordre, & coefficients
constants

0%u 0%u 0%u ou ou
—+B——+C—+D—+E—+F G=0

Ox? * Oyox * Oy? * ox * Oy TRt

Les trois premiers termes correspondent a la partie principale. A,B,...,G sont des constantes.
Le type de 'EDP dépend du signe de B? — 4AC.

A




3.5. CONDITIONS AUX FRONTIERES ET PROBLEME "BIEN POSE"

xeY?=a

Classification :
Si B2 — 4AC > 0, alors I'EDP est dite hyperbolique.
Si B2 —4AC = 0, alors 'EDP est dite parabolique.
Si B2 — 4AC < 0, alors 'EDP est dite elliptique.

Exemple
0%u 9 0%u

(i) a2 ¢ o2
B? — 4AC = 4¢? > 0. Ainsi I’équation des ondes est hyperbolique.

=0avecc>0

. Ou 9%
(ii) ade—Oavecd>O

B? — 4AC = 0. Ainsi I’équation de la diffusion est parabolique.
. 0%u  Q%u
(iii) 922 + 92 =0

B2 — 4AC = —4 < 0. Ainsi I’équation de Laplace est elliptique.

?u 0%

(iv) Vom " 2 0 : Equation de Tricomi.
x y

— y >0 = I'EDP est hyperbolique.
— y =0 = I'EDP est parabolique.
— y < 0 = I'EDP est elliptique.

3.5 Conditions aux frontiéres et probléme "bien posé"

Soient u = u(z,y) et une EDP valide dans 2 domaine (ouvert connexe).

Trois types de conditions aux frontiéres existent :

1. On impose la valeur de u sur 9€2. C’est la condition de Dirichlet.

. ou — — , .
2. On impose la valeur de — = (grad u) .m . C’est la condition de Neumann.

on
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3. On impose ces deux conditions sur 0f2. C’est la condition de Cauchy.

Remarque
Si 'EDP est valide dans tout 'espace, il n’y a pas de frontiére. (On impose alors souvent
des conditions a 'infini.)

Probléme "bien posé"
Soit une EDP valide dans 2, munie de conditions aux frontiéres. Le probléme est
bien posé si :

1. il existe une solution de 'EDP satisfaisant les conditions frontiéres (existence).
2. la solution doit étre unique (unicité).

3. la solution doit étre stable par rapport aux conditions aux frontiéres imposées (stabilité).

Exemple
Equation de Laplace en deux dimensions :

o, o
0x?2  Oy?

Conditions aux frontiéres : (Cauchy)
—u(z,y=0)=f(z) VzelR

=0avec Q= {-00 <z < +o0;y > 0}

- 8—Z(x,y =0)=g(xr) VzreR
A
o,
Remarque

Sif=g=0=u=0

g=0
On consiére (i) 1 reR, neN*

flz) = - oS (nz)
Alors u(z,y) = %cos(na:) ch (ny)

1
Lorsque n est grand, la condition u(z,y = 0) = — cos(nx) différe peu de la condition
n
u(z,y =0) =0.
La solution, elle, différe beaucoup a cause du cosinus hyperbolique, le probléme n’est pas
stable et donc il est "mal posé".
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Tableau récapitulatif
Pour une EDP du second ordre linéaire a coefficient constants, on a un probléme bien posé
dans les cas suivants (conditions suffisantes) :

Type Frontiére Conditions
Hyperbolique  ouverte Cauchy
Parabolique ouverte  Dirichlet ou Neumann
Elliptique fermée  Dirichlet ou Neumann

3.6 Equation des ondes

0*u 0%

Vr € R, w —C @ =0
E=x—ct
Solution générale :
n=x+ct
U (&,n) = u(z,t) ainsi 0°U _ 0| : forme canonique
77] - I agan - . q .

= U(&n) = f(€)+g(n) f, gsont des fonctions arbitraires de classe C?(R)

u(e,t) = flz—ct) + g(a +ct)|

Toute partie principale d’une solution d’une équation hyperbolique peut étre mise sous cette
forme.
On impose les conditions aux limites :

— u(z,0) = ¢(z), avec ¢ de classe C%(R)

- g—?(x,()) = 1)(x), avec 1 de classe C(R)

Solution de d’Alembert :
1 1 r+ct

u(z,t) = =[d(x — ct) + p(x + ct)] + —/ P(s)ds
2 2¢ xr—ct

En un point (x,t) avec t > 0, la valeur de u(zx,t) dépend uniquement des valeurs de ¢ en

x —ct et x+ ct et des valeurs de ¢ dans lintervalle [z — ct, x + ct]. L’intervalle [x-ct,x+ct] est
dit étre l'intervalle de dépendance du point (x,t).

u
D’un point de vue inverse : les valeurs de u et de pri (x = xo,t = 0) n’influent sur

u(x,t) que si (z,t) appartient a la zone hachurée.

3.7 Equation de diffusion

3.7.1 Equation de diffusion sur I’ensemble de la droite R

ou 9%u
E—Dwfo (D>0)
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ty)
(x,b)

.
\

(x-cL.0) (x+ct,0)

’
¥

Condition initiale : u(x,0) = ¢(x) avec x € R, ¢ étant continue et bornée.
On va montrer que la solution est :

wo= [ o
u(z,t) = e
RS V7T !
Proposition
u(z,t) ci-dessus est C sur {—oo < x < 4o00,t > 0}
On définit :

1
VAarDt

G est la solution fondamentale ou "fonction de Green" pour I’équation de Diffusion.
+00
On a: G(z,t)dz = 1, pour t>0.

—00

22
G(z,t) = e i xeRett>0

On peut alors écrire :
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onde.nb 1

0051'

f;:z;;,,zi\\\““m w ‘

F1G. 3.2 — Solution de d’Alembert a ’équation des ondes (x en horizontal, ¢t en profondeur)
dans le cas ol ¢ = exp(;=1y) si || < 1 et 0 sinon
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Remarques
— Il s’agit d’un produit de convolution.

— La "vraie" fonction de Green est :

2

—x

e 1Dt

définie sur R x R*
VAarDt

g(x,t) = H(t)
(g se réduit a G sur R x RT*).

Démonstration
On utilise la transformée de Fourier :

1 oo 4
w(k,t) = —— w(z, t)e ™ dx
)= = [ uled
En prenant la transformée de Fourier,

ou 0%u ot
— —D— = — —D(ik)*a =
gt Do =0 = g ~Pka=0
ot 2~ ~ ~ —Dk3t
Tl —Dk*t = a(k,t) = u(k,0)e

Or, en notant ¢ la transformée de Fourier de ¢, a(k, 0) = ¢(k) donc @ (k,t) = ¢(k)e P+

u(a,t) = FHe(k)e LK

1 1 (z—y)?
= — e~ 4t d
\/27r/¢<y) V2Dt Y
Rappel
ffl[ekaQt]: 1 e—f—]i
V2Dt
Remarques

— Cette démonstration par la TF suppose que ¢ € £, mais le résultat reste vrai si ¢ n’est
que continue et bornée.

o0 1
— Si ¢(x) est continue par morceaux et bornée alors la fonction u(z,t) = /
(@) p @) = [ o=
¢ solution de Iéquation : 24— DO _ g
est solution de 'équation : — — D— = 0.
d ot Ox? )
Mais quand ¢t — 07, la fonction u(z,t) — =(¢(x~) + ¢(x1)), quand x est un point de

2
discontinuité de ¢.

u(x,t) reste C* sur {—oo0 < x < +o0,t > 0}.
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o(X) u(x,t)
t=0
u(x,t)>0
X / X
a b a b
> 0 sur [a, b]
~ Si¢(z) = alors u(z,t) >0 Vx € R (¢t > 0)

0 en dehors de [a, b]

Cela correspond a une "vitesse de propagation infinie".

Cas particulier :

qf)(f):{ 1silz|<1

0si|z]>1
On a alors (pour tout ¢ > 0)

O e

2 x
(voir figure 3.3) ou erf(z) = T/ ¢~7*dp est la fonction erreur.
T™Jo

Remarque :

1 1
lim u(z=1,t) = = lim u(x =—-1,t) = =
t—0t 2 0t 2

3.7.2 Equation de diffusion avec un terme source

On cherche a résoudre le probléme de diffusion en incluant un terme source f(x,t)
ou 0%u
T pZ=
ot Ox?
u(z,0) =¢(z) z€R

Par linéarité, on peut séanrer le probléme en deux :

ou 0 u
Probléme A E—DW:OxER,t>O
u(z,0) =¢(z) x € R
ou 0%u
Probléeme B { 9t  dx2
u(z,0) =0z eR

= f(z,t) z €R,t>0,f continue

= f(z,t) z € R,t >0 , f continue

+0o0
Probléme A : u(x,t) = / o(y)G(z —y,t)dy

—00
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Untitled-4 1

F1G. 3.3 — Solution de I’équation de diffusion & ¢ = 0,0.01 et 1 dans le cas ¢(x) =1 si |z| <
letOsilz]>1
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Probléme B : On remplace le terme source par une condition initiale.
v(x,t) est solution de I’équation de diffusion.
ov D82v
Probléme B’ { 0Ot Ox?
vz, t=71)=f(z,t=7)x€R
Soit v(x,t = 7) la solution du probléme B’.

=0zeR,t>T1

+o00
vz, t=71)= Gz —y,t —7)f(y,7) dy

—00

Proposition

(Principe de Duhamel)
t

La fonction u définie par u(x,t) = / v(x,t, 7)dr est solution du probléeme B.
0

Solution du probléme initial

“+oo t “+oo

wwty= [ dy)Ce —y.1)dy + /( Gz — y,t — 7)f(y,7) dy)dr

0 —00

3.7.3 Solution élémentaire (fonction de Green) de 'opérateur de diffusion
Distribution dans R" (n € N*)

On appelle D(R™) I'ensemble des fonctions de R™ dans C indéfiniment dérivables et a
support borné.

Exemple
(m-3)
C:R*® - R
)sir<1

exp(—1 — 3

0sir>1

(x1,20,23) — ((x1,22,23) =

r=+/z3+ 2%+ 23 ( € D(R?)

Définition

On appelle distribution de R™ un élément de ’ensemble des fonctionnelles linéaires
et continues sur D(R™).

Exemple
Soit f une fonction de R — C, localement sommable. On peut lui associer une distri-

bution réguliere T telle que :

(T, o) = /f(xl,...,a:n)go(xl,...,xn)du(xl)...du(xn) VY € D(R™)
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Distribution de Dirac :
0:DR") — C
@(xlv ) .’I]n) — 90(07 ) 0)

Dérivées partielles dans D’'(R")

Soit T € D'(R™) (I’ensemble des distributions sur R™). Alors,

oT o O PP
<8_mi’80>7 <T’8a:i> Vo € D'(R")

C’est la dérivée partielle de la distribution.

Remarques
— Soit T € D'(R™) alors T 6 =T

— Soit T € D'(R™), S € D'(R™). On suppose que T xS existe. Alors

Définition

Soit L un opérateur différentiel linéaire, d’ordre n (n € N), a coefficients constants.
Une distribution E de D'(R™) satisfaisant a :

LE=9¢
est dite solution fondamentale de ['opérateur L.

Remarque
Si E est une solution fondamentale de L et si Eg € D'(R") est tel que LEy = 0, alors
E + Eg est aussi solution fondamentale pour L.

Proposition

Tout opérateur différentiel linéaire o coefficients constants admet une solution fonda-
mentale (dans D'(R™)).

Proposition
Soit L un opérateur différentiel a coefficients constants d’ordre n. Soit E une solution

fondamentale de L (E € D/(R™)/LE = 6). Soit F € D'(R") telle que E x F existe dans
D'(R™) alors la distribution U = E x F est solution de LU = F.



3.7. EQUATION DE DIFFUSION 7

3.7.4 Solution fondamentale de I'opérateur de diffusion

0 0?
L=—-D—=0
ot Ox?
Considérons la fonction :
g: R> — R
H(t) a2
e 4Dt

@8 — VAarDt

H(t) est la fonction de Heavyside.
La fonction g(z,t) étant localement sommable sur R?, on peut lui asssocier une distribution

réguliére notée T,.

(T, ) = / / oz, D)ol dp(z)du(t) Vi € DER™)

1 o2
= e~ bt p(x,t) do dt
/xelR /te [0,400[ V4TDt

o 0
Calculons (@ — D@)T‘g
0 0? Op 0%
(5 Do) Te) = T +DED)

e~ibt [dp 0% >
+D— | dedt
/a:eR / [0,4-00[ VATDE < O

e~ ibt 8(‘0 . ( too - ibt 8(,0 )
dedt = lim dt ) dz
~/w€IR /te [0,4-00] V 47Dt at e—0 Jr € VAarDt at

= limI
oo c
Par intégration par parties,
-1 / / (”“”2 1)—’2(t>ddt /L‘&i( )d
[ — — — |e 4Dt p(x X — xr,g)dadr
) V167 Joer Jico4oof \2t3  t2 o R 47rD5(p

De méme,

/ / e i O TP dudt = lim J.
X = lm
z€R Jte[0,400] V47TD 81‘2

Aprés deux intégrations par parties (variable x),

1 201 22
J. = _/ / <———>e_4mQ0(ac,t)dq:dt
T V167 Jeer te[0,400] 2% 3
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4Ds
I.+Jc=— \jmcp(x ) dx
o 02 _
(%‘éﬁﬁ%@ = S Lt
B / e~ ibe )d 9 2
= 5%0* 47TD o(x,e) dz on pose y° = 1
_ — p(2 E)
61—1>I(I)1+ dy

Donc,

o PPN
<E)x 3t2> Ty = 0| dans D'(R?)

ott § est la distribution de Dirac : < d, ¢ >= ¢(0,0), Vo € D(R?)
T, est donc une solution élémentaire de 'opérateur de diffusion.

Remarque
Soit F € D/(R?) dont le produit de convolution avec T, existe, alors F * T, satisfait

0 0?
(EDE):E )F * Ty =F.
Cas particulier :

F est une distribution régulieére, notée Ty, associée & une fonction f de R"™ — C localement
sommable.

F*Tg:Tf*Tg:Tf*g

o 0
(at ~Dos 2>Tf*g —-Ty

On peut alors dire que :

0 Da2 t) = t) VeeR, VteR
(5~ Dg U et = flot) WacR, wie

3.7.5 Equation de diffusion sur R**

ot

ot Oz
On impose u(z = 0,t) = 0, quand ¢ > 0. La condition initiale est : u(z,0) = ¢(z), z > 0
On définit :

=0 avec x € R™ teR™
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A 9(X)
u(x,0)

u(x,t)

¢(x) siz>0
V(@) 0 siz=0

—¢(—x) siz <0

Remarque

$(0) = [9(0%) + $(07)] =0

Y{; (X)
\ X

o0 o
v(x,t) est solution de { ot Ox?
v(x,0) =9Y(x), zeR

o(x)
o(xt)
X

=0,2zeR,t>0

N

+oo
{ o) = [ ol - 000 dy

v(x=0,t>0)=0
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lim, o+ v(z,£) = ()
La restriction de v(x,t) & z > 0 est bien la fonction u(x,t) recherchée.
Pour t>0, x>0 :

+oo +00
ul(, t) = / gz — 9, t)d(y) dy = /0 (9(z — ) — gz +v,)é(y) dy

)
Donc,
1 oo (@y)? (24v)2
u(x,t) = e~ aDt — e 4Dt d
@ === [ )o(s) dy

Cas particulier
¢(x) =1 pour z > 0

u(z,t) = %/0@6_7"260
= erf(i)
; V4Dt

9 [y
ot erf(y) = ﬁ /0 e " dr est la fonction erreur.

3.8 Equation de diffusion sur un domaine spatial borné

o
ot dx?

—u(lx=0,t)=0,t>0

—ulx=10t)=0,t>0

— u(z,0) = p(z) pour 0 < z <1

On utilise la méthode de séparation des variables en posant u(z,t) = f(x)g(t).

=0 pourO<ax<l, t>0

L’équation de diffusion devient donc :

f(@)g'(t) =Df"(2)y(t) =0

, { g'(t) = —DXg(t)
Soit
f(x) = =Af(z)

On se raméne donc a des équations différentielles ordinaires.

= 0= f(0)g(t) =0

2 =1= f(g(t) =0

On ne retient que la solution f(0) = f(I) = 0, en rejetant la solution g(t) = 0.
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Erf.nb

F1G. 3.4 — Fonction erf (

> en fonction de = et Dt

T
V4Dt
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Fonction f(x)

f"(@) = =Af(x)
fl@=0)=0 flz=10)=0

Il s’agit d’un cas particulier d’un probléme plus général : le probléme de Sturm-Liouville.
Les valeurs de X pour lesquelles il existe une solution non nulle sont dites valeurs propres. Les
fonctions f associées sont dites fonctions propres.

- SiA=0: f(x)=azx+Db

fO)=f()=0=a=b=0
A = 0 n’est donc pas valeur propre.
~SiA<0: A= —k?
f(z) = aek® + be=k=
fO)=f()=0=a=0b=0
A < 0 n’est donc pas valeur propre.
= SiA>0:A=+k?
f(z) = acoskx + bsin kx
fO)=f())=0=a=0cet bsinkzl:Odomck::k:n:T avec n € Z*

2.2 !
n-m

La fonction f est solution du probléme {

On adonc A =\, = avec n € N*

12

nwx
Les fonctions propres sont donc | f = f,, = bsin (T) avec n € N*,

Fonction g(t)

g(t) = —DAg(t) = g(t) = cste x e P?
Pour n € N*, g(t) = gn(t) = cpe” 2 OF

Solution générale

n?n? nmx
Sl ) VI
u=up(x,t) =cpe 1 sin [ — ) [avec n € N*
l

Afin de déterminer les ¢, on utilise la condition initiale u(x,0) = p(x).

Comme
“+o00
_n?x2p, . [ nmx
u(x,t)zg cpe 27 sin -
n=1
11 vient,

u(z,t = 0) = :Zicn sin <@> = ()
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1@@@0@%@::K(§%m6?vmcgg>m
=2 nmx mmx
— z)%<Agm(l>gn<l>)dm

n=1
I <X
= 5 Z Cn5n,m
n=1

l

= —Cm

2 [ nwr
Donc ¢, = 7/ o(z) sin (T) dx : il s’agit des coeflicients de Fourier de .
0

La solution recherchée est donc :

=xXr2 [ nmwx _n2x2 nmwx
u(x,t) = Z L/O @(x) sin <l> dx]e 27 sin (l)

n=1

Conditions suffisantes

Si,
—  est continue sur [0, ]
— ¢ est continue par morceaux sur [0, []

—(0) =) =0

oo nmx . )
Alors > ¢, sin — | converge uniformément et absolument vers o(z) sur [0,].
n=1

Unicité

On multiplie les 2 membres I’équation de diffusion par w.

ou 9%u
10u u
2ot~ Digee

Par intégration par parties, on obtient :

1, Loy ouqi L ou, s L ou, s
= dr =D | — =D| |[u—|,— —)"dz| =-D — ) dx <0
[ tae=p [ 5 =n|bgh- [ Gorae] =0 [ (Grer
=0

Donc on a une fonction décroissante :

I e

/ u?(z,t) do < / u?(z,0) d

2 Jo 2 Jo

Soient uj(x,t) et ug(z,t) deux solutions du probléme. Soit v(z,t) = ui(z,t) —ug(x,t) alors
) v 0%

v est solution de : E—Dﬁ:o pour 0 < x <l, t>0

—v(x=0,t)=0,t>0
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~v(z=104t)=0,t>0
v(z,0) =0 pour 0 <z <

e e
Orona: / v2(x,t)dx</ v (x,0) dz =0
2 Jo 2Jo

Donc : v =0 et u; = us.

Exemples
(a) p(z) = z(m — )
Ou _ Ou 0,avec 0 < x <
—_—— = Vi T
ot 0z2 ’

u(0,t) = u(m,t) =0 ,pour t >0

2 [T 11— (="
Cn = —/ x(z — ) sin (mm> =4 (3 )
T Jo m nom

8 = sin((2m — 1)
_ZSIH ((2m 9«">e (2m—1)2Dt
& 1

2m—1

(b) () ==

Remarque
o) #O0pour x =7

i -2
Cn = ;/0 xsin(nz) de = 7(—1)"
-2
u(z,t) =302, (—(—1) > sin(nz)e " Pt
n
Remarque
Retour sur la diffusion sur tout R.
%_D(?Z_u zeR, t>0u(zr,0)=px) zekR
ot~ 02 ’ Y

Ici pas de CL donc pas de restrictions sur k.

u(z,t) = / T (a(k) cos(kx) + b(k) Sin(k:a:)) e kDt

—00

or () = / Tk <a(k) cos(kz) + b(k) sin(ka:))

o0 a(k) = —=¢(k)
e = / ke pll) don (k) Viﬁwk)

27
+oo P . 1 . .
u(x,t) :/ dk%e’k%_kmt = %/d&o(f)//dke’kxe_’kge_kzm

1 /+OO dke—ik(E—2) ,~K?Dt I e
or & (& = ———€
V2T J o V2Dt
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(2.1 /+°°ds (O t50
u(x,t) = e
o 7 VarDt

3.9 Solution fondamentale de I’opérateur de Helmholtz dans R?

A+E (keRY)
Soit : f: R? — C telle que
0? 0? 0?

(A+ k’Q)f = <8_x% + 3—33% + 8x§>f(xl7x2’$3) + ka(xthny)

On cherche E tel que dans D'(R3) : (A + k?)E =4

Rappel : (6, ¢) = ¢(0,0,0) Ve € D(R?)

Remarque
f = f(r) fonction radiale
(A+k)f=0

AF = ')+ 210) + RS () = 0
On pose g(r) = rf(r) donc g est solution de ¢"(r) + k%g(r) = 0.

k ink
Apres calculs, on obtient : f(r) = C1COS "y Cy SINPT avec (C1,Cq) €C
r r

cos kr

1
Attention : — et sont localement intégrables dans R3.
r

cos kr sin kr cos kr sin kr
(Cy +Co NINES /3 drydxadrs <Cl " +Cy >90(551, T2, 3)
R

r T r

(A + kz)sm kr
sin kr sin kr
(A+E)—=¢) = (—— (A+k)p)
= @S )2, 2, 29)

sin k
— /((A+k2) lr T)gp(xl,xg,xg)dga:

= 0

in k
ST _ 0 dans tout R?.

en effectuant des intégrations par parties et car (A + k2)
r
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ink
— (A + k‘Q)Sln "—0 avec O la distribution nulle
r
2)(A + kQ)COS kr
cos kr cos kr
(A+K?) o) = A (A +E)p)

3 sinkr

/ d (A + k’2)g0(w1, mg,mg)
# / ((A + kf?)snikr> o(x1, 22, 23)d°x

L’intégration par parties ne marche pas car les dérivées partielles secondes de

cos kr

ne sont pas localement sommables.

k
= T(A + k) (w1, T2, 23)

k
/d3 COST T(A+/€2) (1, 22,23) = lim. g, r>a/d$1d-’ﬂ2d$3

= lime_,o 15

k
Isz/ d3 cos T(A+k‘2) (.’El,:UQ,LL‘g)
>€ r

Rappel :
B coskrA(p: d%A(COSkT)@—i—/ (—coskr@_ga_’_spg(coskr))da6
e r r—e or or* r

r>e r r

avec do. = €% sin 0dfdep.

Pour obtenir cette égalité, on a utilisé le théoréeme de Green.

Is_/ —coskr@_go_'_(pg cos kr do.
r—c r  Or or T

Soit dw = sin 8dfdy
0 (cos k:r) B _ksinkzr cos kr

or r r

——acosks/ dew—kasmka/godw—coske/<pdw
lim. o =0+ 0+ (—4mp(0))

cos kr

(A + K% = —476 dans D'(R?)

r
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— k
La solution fondamentale est donc : —coshr
47r
Remarques :
) 7e:tik:c
- (A+k =
( —fl— ) 47r
— A(— = —47d
r

3.10 Espace fonctionnel

Soit [a,b] un intervalle de R
L%(a,b) est ensemble des fonctions de carré sommable sur [a, b].

/ (@) Pdu(z) < oo
[a,b]

Remarque
— Pour la construction de L?(a,b), deux fonctions égales presque partout sur [a; b] sont
considérées comme identiques.

— L?(a,b) est un espace vectoriel de dimension co.
On peut munir L2(a, b) de la norme suivante :

wmmmzqguuWwwﬁ

Proposition
L’espace L2(a,b) muni de la norme ci-dessus est un espace de Banach (Toute suite
de Cauchy converge vers un élément de cet espace vectoriel). L’espace vectoriel L?(a, b)

normé est complet.

La norme ci-dessus dérive du produit scalaire :
(F9hen = [ | @oe)ine)
a,

Proposition

L%(a,b) est un espace de Hilbert.

Définition



88 CHAPITRE 3. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

Soit fi1, f2,.. € L?(a,b) On dit que cette suite de fonctions converge en moyenne
quadratique vers un élément f € L%(a,b) si :

lim |[fn — fllL2(ap) =0
n—oo

Proposition

Soit ¢1, ¢2, ... € L2(a,b) tel que :

1. (¢na ¢m)L2(a,b) =0 sin #m.
2. La seule fonction g € LZ(a,b) telle que (g,gbn)Lg(a’b) =0Vn =1,2,... est la fonction
nulle.

Alors Uensemble ¢1, ¢a, ... forme une base orthogonale de L%(a,b).

Exemple
. . (T . [ 2mx . [ 3mx
Les fonctions sin <T>, sin (T)’ sin <T>, ... forment une base orthogonale de
L2(0,1).

Proposition

f € L2(a,b), soit g1, da, ... une base orthogonale de L%(a,b). Les coefficients de fourier
de f sont :

o _ (ion)
(On, Pn)
+0oo
On montre que la série Y Cy(f)on converge en moyenne quadratique vers f :
n=1
P
i [| Y cutnen-s| =0
P nz::l T e

Remarque
La proposition ne dit pas que la somme converge simplement vers la fonction f, il se
peut que :

i (D Cath)into)) # 0

p—+



