Chapitre 5

Les polynomes orthogonaux

Les polyndmes orthogonaux sont tres importants en physique. Ce sont les solutions
d’équations qui surviennent trés souvent lorsqu’un probléme posseéde une symétrie
sphérique. Les polyndmes orthogonaux sont profondément liés a la mécanique
quantique et ils sont présents dans de nombreuses applications, telles que la théorie
électromagnétique, 1’hydrodynamique et la conduction thermique. En ingénierie,
les polyndémes orthogonaux apparaissent dans de nombreuses applications, par ex-
emple dans la théorie des lignes de transmission, la théorie des circuits électriques,
la physique des réacteurs nucléaires ainsi que la sismologie.

5.1 Polynomes de Legendre

Adrien-Marie Legendre a introduit, en 1784, les polynomes de Legendre, tout en
étudiant I’ attraction des sphéroides et des ellipsoides. Ces polyndmes sont les solu-
tions d’une équation différentielle ordinaire appelée équation différentielle de Leg-
endre. Cette équation est fréquemment rencontrée en physique et en ingénierie.
En particulier, cela se produit lors de la résolution de I’équation de Laplace en
coordonnées sphériques. L’équation de Legendre est donnée par
2

1 —xz)%—2x%+l(l+ 1y =0 (5.1
dans le cas générale [ € R. L’équation est solvable par la méthode de Frobe-
nius (qui a été utilisée pour résoudre les équations de Bessel). Les solutions ont
la forme de séries entieres et elles sont convergentes uniquement dans le domaine
—1 < x < 1. Dans le cas ou [ € N, il est possible d’obtenir des solutions qui sont
régulieres aux points x + 1, et pour lesquelles la série s’arréte au terme de degré /.
Dans le dernier cas, la solution de I’Eq. est appellée polynone de Legendre.
Elle est donnée par

[1/2]
Pi(x)= ) (-1)

r=0

@201
20711 = P\ = 27)!

-1<x<1 (5.2)
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Notons que la solution (5.2)) est convergente seulement dans le domaine [—-1, 1].
Les points x + 1 sont des points singuliers réguliers de 1’équation différentielle
Démonstration
Avant de chercher la solution de I’Eq. (5.1)), cherchons d’abord le domaine de con-
vergence. Pour cela, on utilise le théoréme suivant; si on a une équation différentielle
de la forme
2
2d7y

dy
X3 = xq) -+ p)y =0 (5.3)

et si g(x) et p(x) peuvent étre developpées sous les formes

q(x) = i gnx",
n=0

px) = i pnX"
n=0

donc, le domaine de convergence de la solution de I’'Eq. (5.3)) est la méme que le
domaine de convergence de g(x) et p(x).
Pour déterminer les fonction p(x) et g(x), on écrit I’Eq. (5.1)) sous la forme

x2d—2y—x 2x? dy 11+ 1)x?
dx? 1 -x2dx 1—x2

En comparant avec I’Eq. (5.3)), on déduit que

2

9 =17
I+ 1)x?
PO=T

Le développement en série entiere des fonctions g(x) et p(x) est

(o)

gx) =22 ) ",

m=0

pO) = U1+ 1) )" 2"
m=0

donc les fonctions g(x) et p(x) sont convergentes seulement dans I’intervalle —1 <
x < 1. Pour résoudre I’'Eq. (5.1)), on utilise la méthode de Frobenius qui consiste a
chercher des solutions sous forme de séries entieres

(o)

y(x, s) = Z ax'**

r=0
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Si en insere y, sa dérivée y’ et la dérivée seconde y” dans I’Eq. (5.1), on trouve
trois équations indiciales

aps(s—1) =0,

ais(s+1)=0,

apr(s+n+2)(s+n+1)—a,{(s+nm)(s+n+1)=IIl+1)} n=>0

Pour ag et a; arbitraires et différents de 0, les équations indiciales admettent comme
solutions

et
nn+1)=Il+1)
n+D(n+2)
_ (n=DU+n+1)
T D+ 2)
Pour déduire la forme du terme général a,, en fonction de ag(ou a;) et n, on con-
sidére quelques cas particuliers

a2 = dp

ar = —apl(l+1)

_(1=-DbU+2)
B3
(=291 +3)
“T34
(-2)I+ DI +3)
= aO
1.2.3.4
v = —a (-3)+4
TP g
I-DUA-HUA+2)(1+4)
- 1.2.3.4.5
A partir des équations précédentes on peut déduire le terme général qui est donné
par
—1y"
ary, = %l(l—2)(1—4)...(1—2n+2)(l+ DU+3)...(0+2n-1)
n)!
Aot = M(Z— DI=-3)...d-2n+1D{U+2){+4)...(I+2n)
2n+1)!

Donc, la solution générale peut étre écrite sous la forme

S5, 0) = {1 L Gl FE Gk +(§31()l'+ D +3)...(1+2n - 1)x2n}
n=1 .

- [-1D)({I-3)...(1-2 DA+2)({+4)...(1+2
””{“Zl(_l)n( (I =3)...( (112;+>1<)!+ ) +4) (+”)x2"+1}

= apy1(x) + ary2(x)
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Nous soulignons que cette solution est valable dans I’intervalle —1 < x < 1. Afin
d’étendre la solution aux points x = —1 and x = 1, nous utilisons 1’observation
suivante: si / est pair, 1.e., [ = 2n,0on a

ar#0, a4 #0,...,a2, #0,

Aops2 = Apis = ... =0
et si / est impair, 1.e., [ = 2n + 1

a3 #0,a5#0,...,a041 #0,

a3 = Aopes = ... =0

Donc pour [ = 2n, le polyndme y,(x) est nul et y;(x) devient fini pour tout x a
I’intérieur de I'intervalle [-1, 1] et on a I’inverse pour / = 2n + 1 ot le polyndme
y1(x) est nul tandis que le polynéme y,(x) devient fini pour tout x a I’intérieur de
Iintervalle [—-1, 1]. La solution de I’équation de Legendre dans I’intervalle [-1, 1]
est donc donnée soit par y;(x) (dans le cas ou / est pair) ou par y,(x) (si / est impair).
y(x) peut étre écrit sous la forme générale

_ _ ap silest pair
y(x) = a;xl + al_le 24 al_4xl Y+ o= p .
a; silestimpair
/2]
_ 1-2r 54
= ) apox (5.4)
r=0

[//2] est la fonction de plafond (ceiling function™) et elle définie par

[ l ] % si [ est pair
2 1—71 si [ est impair
aj—y, peut étre déduit de la forme générale de a,,. On a

B (n+2)(n+1)
2 A +n+ 1)

a, =

En remplagant n par / — 2 dans I’equation précédente, on trouve

_ -1
2 =m0 0)
pour n = [ — 4 on obtient
Y 4=2(-3)
H 01 -3)

L A-Da-2a-3)
~ NS 40I-1)@2I-3)
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A partir des équations de a;_, et a;_4, on peut déduire la forme générale

{(-Hi-2)...d-2r+1)
4...2nN2I-1)21-3)...2l-2r+1)

a2y = (—1)r2

En remplagant a;_», dans I’'Eq. (5.4), on obtient

[/2]

(-DI-2)...(0-2r+1
YW =@ Y1) gy D LD g
r=0

4..2n2l-D@2I-3)...2l-2r+ )"

On peut simplifier ’expression de y(x) en écrivant autrement le numérateur et le

dénominateur
o (L= 20)!
(=-D...d=-2r+D=IIl-1...(- 2+1)( o0
[
T (d=-2n
246...2r=02.1)22)2.3)...2.r)=2"r!
et

20021 — D21 =2)21 = 3)...(21 = 2r + 1)(2] = 2r)!
20020 =2)...(21 = 2r + 2)(21 - 2r)!

B Q0!

T2l =1)...(I-r+ DQ2L-2r)!

@l -n)!

C 211120 = 2r)!

Q@I-1D@2l=-3)...2l-2r+1) =

donc

11/2]

I 1 27 1QL-21)" .,

- Y '
() ‘”rz( ) (=220 2D - 1))

(/2]

B an*@i-2n! o
- Z( D

Choisissant a; d’étre

@n!
21(11)?

a) =
On obtient le résultat final pour la solution de I’équation de Legendre Eq. (5.1))

[1/2] -
1 - 2r)! -2
1y r —1<x<1
)i l(x) = 'ézo( ) 2ll"‘(l _ I")'(l 27’)' g
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Les cinq premiers polyndmes sont

Po(x) =1
Pi(x)=x

1
Py(x) = 5(3x2 -1
P3(x) = %(5x3 - 3%)

1
Pa(x) = §(35x4 —30x% +3)

et ils sont représentés dans la Fig. (5.1).

-0.51

Figure 5.1: Polynémes de Legendre pourn =0, 1,2, 3,4.

5.1.1 Fonction génératrice

[ee)

1 !
—_— = rPi(x) iflf <1 ix] <1
V1 = 2tx + 12 ;

(5.5)
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Démonstration
Ona
1 _1
—- [1—tQ2x-1)]2
14 (_%) (=12 = 01+ S e - oF
L C12312) - CCr=D/2)\ ov—py+

o l3s.@er-n .
= Z o (=)t (2x - 1)
2
Z (2r)! _yy
22r(,,y)2
D’aprés la formule du bindme de Newton, on a
" 7
Qx-0"= ) ———Q0)"C-0’
; '(r—s)!

En remplagant dans 1’équation précédente, on trouve

1 _ (2r)! 1\ resgrts
‘/1—2tx+t2_;22r( !)ZZ( ) (X)

Sion pose n = r + s, on a n qui varie entre 0 et co, et puisque s varie entre 0 et r,
donc r varie entre [n/2] et n, alors

0o n

1 _ 2! 2
- = tl’l(_l)n r X r—n
V1 = 2tx + 12 ,;,:%;2] 2nrl(n —r)!2r — n)!

En faisant le changement de variable / = n — r, on obtient finalement
00 0

1 _ Zl‘n Z (—l)l (21’1—21)‘

T X

= i rnPn(x)
n=0

n-21

5.1.2 Formule de Rodrigues

1 d
Pi() = S (x -1 (5.6)
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Démonstration
D’apres la formule du bindme de Newton, on a

l
24\ I 20
(x*-1) _Zm( 1)'x (5.7)
r=0
donc
1 dl ( 2 l)l l 2 l‘ ( l)r dl XZ(Z—")
_ (X" - [ J— _ (— _
21 dx! 21! il =) dx!
mais
dl
ﬁxw—’) =0 si 2(0-r) <1, ie., si r>1/2
X

(/2]
=

On peut donc remplacer erzo par 2. ..

Sir<l/2,ona

)
D20 — o= (= )~ 20— 1) = 2) (20— 7)1+ 12

dx!
— (21 - 2]")' xl_zr
(I-2r)!

et on obtient alors

”ﬁ] Cliy— =2
£ Q1= - 2)!

= Pi(x)

1 4, ;
g™ "=

5.1.3 Représentation intégrale de Laplace

l

Pyx) = %foﬂ (x+ V2 — 1 cos 9) d9 (5.8)

Démonstration
Considérons la relation (qui peut étre prouvé en utilisant le changement de variable
t = tan6)

i de n
= 59
fo 1+Acos6 1 -2 (5-9)
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Posons A = —u Vx2 — 1/(1 — ux), En développant les deux cotés de I'Eq. 1D en
puissance de u, on obtient

1 1
1+/lc059 1+u\/1xux cos @

=(1- ux)[l - u(x+ \/ﬁcos&)]_l
=1 —ux)z ( lcost‘))l

ot on autilisé le théorérme de bindme de Newton (1 — a)™! = Yoo d.
1 —
Vi o \/1 2(2-1)

(1-ux)?
1 —ux
VI —ux)? —u2(x2 - 1)
1 —ux
V1 — 2ux + u?
Substitution dans l’Eq. @ donne

f 10050)d9=;
0 = V1 = 2ux + u?

On insere la formule de fonction génératrice (5.9) dans I’équation précédente, on
obtient

Zulf (x+ Va2 - 10059) d9=7TZMlPl(X)
=0 0 1=0

Par identification des coefficients de ' on obtient
I

mPi(x) = f: (x+ Vx2 - 10059) de

5.1.4 Propriétés des polynomes de Legendre

(@) P(1) =1,
(b) P(-1) = (-1),
(c)P)(1) = %l(l +1), (5.10)

(@E&D=EDHEW+H

() P(0) = (-1)) 5——
(f) P21+1(0) =

221(11)2’
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Démonstration
(a) On met x = 1 dans I’Eq. (5.5), on obtient

1 o
— = tP(1
T, ;:0 1(1)

Le développement en série de 1/(1 — ¢) donne

l‘l

1 (o]
1—1¢ —
En identifiant les deux expressions précédentes, il en résulte que P;(1) =1,V L.
(b) la preuve est exactement similaire a (a) avec x = —1.

(c) En posant x = 1 dans 1’équation de Legendre (5.1)), on obtient
2P()+ I+ 1P (1)=0

et puisque Pi(1) = 1, il en résulte que P;(1) = I(I + 1)/2.

(d) Méme preuve que (c) en posant ici x = —1.

Pour montrer (e) et (f), on pose x = 0 dans I'Eq. (5.6). En faisant le développement
en série, on trouve

th 0
\ 1 + l( )
(21)' 21

1
U 2!

e I

l

Il
(=]

En identifiant les coefficients de la méme puissance de ¢, on obtient

@D
Pr1+1(0) =0
5.1.5 Relation d’orthogonalité
1 0 sil#m
f Pi(x)P(x)dx = 5 ) (5.11)
-1 g Sil=m

Démonstration
Pi(x) et Py(x) satisfont I’équation de Legendre qui peut étre écrite sous la forme

a{(l - X )E}-'_l(“- DP; =0 (5.12)
d > dP,, _
a{(l—x )E}+m(m+ 1)P,, =0 (5.13)
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En multipliant (5.12)) par P,,(x) et (5.13) par P;(x) et en faisant la soustraction des
deux équations et en intégrant par rapport a x de —1 a 1, on trouve

' d dP, d 5. dP,,
L [Pma {(1 - )—} - P {(1 —x )W}] dx

1

+{(l+1)—m@m+ 1)}f PiP,dx =0

-1

Maintenant, en remplacant les deux termes de la premicre intégrale par

d dP d dP dP,, dP
P;%v2>} {Mv2>}——4u )

dx
d d dP, dP,,
PEla-)Eml s Cp -y Eml Sl 2)dm
ldx{( x)dx} dx{’( x)dx} Ut

on obtient

ap,, ! !
[ (1 — 2)——P(l— )d—’”] +(l—m)(l+m+l)f P,P,dx =0
X -1 -1

ce qui montre que si [ # m, on devrait avoir
1
f Pi(x)P(x)dx =0
-1

Pour montrer que f_ ]1 (P)*dx = 2/(21+1), on utilise la fonction génératrice Eq. ii ,

= i PI(X)
= i £P)(x) Z £ Ppy(X)
m=0

=0

1—2tx+z‘2

En intégrant les deux c6tés par rapport a x, on obtient

1
l+m d [ 1 2_2 :|
Z f PiX)P,,(x)dx = [ In(1+7-2) )

1,m=0

; [In(1 +7) = In(1 —1)]

t2l

La derniére ligne résulte du développement en série de In(1 + 7) et In(1 — #). En
identifiant les coefficients de méme puissance de ¢, il en résulte que si/ = m

1
L[WMW“:
-1
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5.1.6 Séries de Legendre

Si f(x) est un polyndme de degré n, alors il peut €tre écrit sous la forme

n

F) =) erPr(®) (5.14)

r=0

avec les coefficients ¢, donnés par

1
¢ = (r+ %) f F(X)P(x)dx (5.15)
-1

Démonstration
Si f(x) est un polyndme de degré n, on peut écrire

f(x) = bx" + bn_lx"_] +...+bix+ by
D’aprés I’Eq. (5.4), le polynéme de Legendre s’écrit sous la forme
2

Po(x) = ap X" + ap_ox"" + ...

Si on multiplie la derniére expression par b,/a, et en le soustrayant de f(x), on
trouve que la différence est un polyndme de degré (n — 1)

f(x) = cpPp(x) = gu-1(x)

ol ¢, = b,/a, et g,—1(x) est un polyndme de degré n — 1. En faisant la méme chose
pour g,_1(x), on peut démontrer facilement que g, (x) peut s’écrire sous la forme

gn—](x) = cn—lpn—l(x) + gn—Z(x)
donc
f(x) = CnPn(x) + Cn—an—l(x) + gn—Z(x)

On fait la méme chose pour g,_»(x), g,—3(x) et ainsi de suite, on obtient le résultat
désiré

F(x) = cpPp(x) + cpa1 Ppo1(x) + ch2Pp—2(x) + ... + coPo(x)

= i CrPr(-x)
r=0

Les coeflicients ¢, peuvent étre calculer de la maniére suivante

1 n 1
Lﬂmwm=;£ﬁﬂMMMx

2¢;
T2+ 1
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donc

1
c;=(l+l) f F(O)P(x)dx
2)Ja

Si f(x) est un polyndme de degré inférieur a /, alors

1
f FX)P(x)dx =0
-1

Si f(x) est de degré n tel que n < [, d’aprés la relation d’orthogonalité on a

1
= (n + l)f f(xX)Pi(x)dx
2)J

nooAl
(n + %); I PP

0

car r est toujours inférieur a [ (r < [).

5.1.7 Relations de récurrence

(a) xPi(x) = l+—1Pz+1(X) + LPH(x)
2[+1 20+ 1
[2a+D)]
(b) P(x) = Z 2l =4r = DPp2r-1(x)
r=0
(¢) Pl (x) = Pj_(x) = 21+ 1)Py(x) (5.16)
(d) xP)(x) = P_;(x) = IP)(x)

(e) Pj(x) = xP_ (x) = IP_1(x)

Démonstration:
(a) Pi(x) est un polyndme d’ordre I, donc xP;(x) est un polyndme d’ordre [ + 1.

D’aprés (5.14), on a

_ c1Pi(x) silest pair
xPi(x) = cry1 Pry1(x) + 1 Poy(x) + ... +{ CoPo(x) si I est impair

ou les coeflicients ¢, sont donnés par

1
cr = (r + %)f xP;(x)P.(x)dx

1

1

1
= (r+ —)f P;(x) {xP,(x)}dx
2)Ja
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XxP(x) est un polyndme d’ordre r+ 1, donc ¢, =0sir+1 </ 1.e. sir <[—1. alors
xPi(x) = cr1P1(x) + ci-1 Pr-1(x) (5.17)

Pour calculer c¢;41 et ¢;—1, on pose x = 1 dans I’expression (5.17) et dans sa dérivée,
on obtient

Pi(1) = c;x1Prs1(1) + i1 P (1)
Pi(1) + Pi(1) = ci1 Py (1) + ¢1-1 Pp_ (1)

En utilisant les propriétés (5.10)(a) et (c), on obtient les équations suivantes
1 =cp1 + -1

1 1
1+ El(l+ 1) =ci1 §(l+ D(I+2)

+ c1-1 B(l - 1)1]

qui admettent comme solutions

3 [+1 B l
HEoET Y|
On obtient finalement
[+1
xPi(x) = o 1P1+1(x) + o 1P1—1(x)

(b) P(x) est un polyndme de degré [— 1, donc on peut I’écrire en série de Legendre

Pi(x) = cim1Pii(X) + c13P1-3(x) + . .. +¢-241 Progre1 (%)

{clPl(x) si [ est pair

+...+ . . .
coPo(x) silestimpair

avec
1 1
cp = (n + E)f P(x)P(x)dx
-1
En intégrant par parties, on trouve
1 1 ! v
Cn=(n+3 [Pr(0)Py(0)]2 — | Pi(x)P,(x)dx
-1
et puisque P;,(x) est un polynome de degré n—1 < /, donc I’intégrale dans I’équation

précédente est nulle. En utilisant les propriétés (5.10)(a) et (b) des polyndmes de
Legendre on obtient

cn = (n + %) [1 - 1]
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n prends les valeurs / —1,/—-3,[-5,..., donc n + [ prends les valeurs 2/ -1, 2/ -3,
21— 5,.... Puisque toutes les valeurs sont impaires, (—1)**/ = —1, donc

c,=2n+1
et
Cloop_1 =21—-4r—-1
Il en résulte que

P)(x) = (2L = 1)P_1(x) + (2 = 5)Prs(x) + ... + (2L = 4r = 1)Py_4r_1 (x)

P 3P1(x) silestpair
Po(x)  silestimpair

[$(-D]
= Z 2l —=4r — 1)Py_47-1(x)
r=0

(c) On applique la relation (b) pour P; () et P;_ ,(x), on obtient

P}, (x) = 2L+ DPi(x) + (2L = 3)P1a(x) + (2 = T)Prg(x) + ...
P (x) = (2L = 3)Pry(x) + (2L = T)Prg(x) + ...

la soustraction des deux expressions donne
P, (x) = P,_;(x) = 21 + 1)P(x)
(d) En multipliant (a) par 2/ + 1 et dérivant par rapport a x, on obtient
(I+DP,(x)—QI+1) {Pl(x) + xP;(x)} +IP_(x)=0

On remplace P}, (x) par (21 + 1)P/(x) — P}_,(x) (Eq. (5.16)(c)), et on réarrange les
termes de I’équation on trouve que

xPj(x) = P)_,(x) = [P(x)

(e) En multipliant (c) par x et en substituant le résultat pour (2/ + 1)xP;(x) dans

(3.16)(d), on obtient
(I + DPry(x) + IP1_1(x) = xP},  (x) — xP,_;(x) (5.18)
Si on écrit (d) avec [ remplacé par [ + 1, on obtient
xPp (%) = Pi(x) = (I + DPr1(x)

Maintenant, en substituant (! + 1)P,;(x) dans I’Eq. (5.18) et en réarrangeant les
termes, on obtient le résultat désiré

Pj(x) — xP,_{(x) = IP;_1(x)
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5.2 Polynome associé de Legendre

L’équation associée de Legendre est donnée par

d? d m?
(1- xz)ﬁ _2x dy xzy] -0 (5.19)

I(0+1)—

L’Eq. (5.19) admet une solution réguliere uniquement dans ’intervalle [—1, 1]
avec 0 < m < [. Pour m = 0, ’Eq. (5.19) se réduit a 1’équation de Legendre.
La solution de cette équation noté P;"(x) est donnée par

P00 = (1= 2y Py (5.20)

La solution (5.20) est appellée polynome associé de Legendre. Pour des valeurs
négatives de m, on utilise

(I — m)!
(I +m)!

Pr™(x) = (—1)" P(x) (5.21)
ouencore 0 <m < [.

Démonstration

Pour montrer que (5.20) est une solution de ’Eq. (5.19)), on doit montrer que

2

d? d m
(1- xz)ﬁP;"(x) - 2xaP;"(x) + I+ 1) - W] P'x)=0

Puisque P;(x) est une solution de 1’équation de Legendre, on a
(1-2) d—zp (x) — 2 dp (x) + (L + DHPy(x) =
2! dx ' A=
En dérivant I’équation précédente m fois par rapport a x, elle devient
n n

dm d dm [ d d
T [(1 —x )d 2P,(x)} 2— [x—Pl(x)] I+ D Pi(x) =

En utilisant la régle de Leibniz pour le m—iéme dérivatives

m ! dl’l dl’l—n’l
R I P

— nl(n — m)! dx* dx*"

I’équation précédente devient

dm+2 d dm+1 m(m _ 1) d2 4"
2 2 2
(1 - ) dxm+2 Pi(x) + ma (1 -x ) dxm+1 Pi(x) + 2 E (1 ) dx™m

Pi(x)

m

+ 10+ l)d—Pl(x) =

dm+1 d dm
-2 [ R Pi(x) + md—xd—Pl(x)
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En regroupant les coefficients de d”+?P;/dx"*?, d"*'P;/dx™" et d"P;/dx™, on

obtient
) m+2 m+1
(1 — X ) WP[(X) - 2x(m + I)WP[()C) (522)
I+ 1) = m(m + 1) = 2m] j—mp,(x) =0 (5.23)
X

qui devient, on dénote y;"(x) = d"P/(x)/dx"

2
(1-2%) j?y;"(x) —2x(m + 1)%y}"(x) + [+ 1) = m(m + 1) = 2m] y"(x) = 0

Si on remplace maintenant
b m/2
PP =(1-22)"" 3
dans I’équation précédente, on obtient

(1-2) 5 [(1 -2 P;"(x)] —2(m + 1))% [(1 -2 P;”(x)]

FA+ 1) =mm+ D) (1= 2) " P = 0 (5.24)

mais

% [(1 _ xz)—m/z P;"(x)] _

dP"(x)
dx

(1 - xz)_m/z + mx (1 - xz)_(mm_l P/'(x)

et

d? -m2
@[(1—%) P! (x)]:
d*P'(x)
dx?

donc, I’Eq. (5.24) devient

(1 — xz)_m/z + mx (1 — xz)_(m/z)_l _dP;”x(x) + mx (1 — xz)_(mm_] P;"(x)

~(m/2y+1 d*P'(x)

(1 - xz) 12 + 2mx (1 - xz)_m/z dP;”x(x) +m (1 - xz)_m/Z P'(x)
Fmm+2)(1-2)"77 2Pro)
—20m+ Dx|(1-2)"" dlz(x) Fmx(1-2) "7 P}"(x)]

FIA+ D =mGm+ DI (1-2) " PP =0
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) -m/2 .
On annule le facteur commun (1 — X ) , on obtient

d2pm dpr
(1 —xz) dlz(x) + [2mx — 2(m + 1)x] '
X

m(m+ 1) B 2(m + 1)mx?

+|m+
1-x2 1—x2

+1(1+1) = m(m+ 1| P"(x) = 0

qui peut étre simplifié a

2

I+1) - lm—]P;"(x) -0

d*P/'(x) 5 dP]'(x)
—x2

(1-+) dx T

+

qui est I’équation désiré.
Les polynomes associ€ de Legendre P}"(x) pour [ = 5 et 0 < m < [ sont représentés
dans la Fig. (5.2). Les premiers polyndmes associés de Legendre, y compris ceux

2 L
m
Py
\ PZ
Py
-1¢ : 3
) ]
-1 -0.5 0 0.5 1

X

Figure 5.2: Polyndmes associés de Legendre P}"(x) pour/ =5et0 <m <.
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des valeurs négatives de m, sont les suivants

Pi(x) =1

P}(x) = —m

P?(x) =X

Pl = —%P{(x) = %m

P3(x) = 3(1 — x%)
Py(x) = =3xV1 - x2

P)(x) = %(3x2 - 1)

Pyl (x) = —1P;(x) Lo

6 2
_ 1 1

Py*(x) = 5 P3(x) = o (1 = x)

P3(x) = —15(1 — x%)*/?

Pi(x) = 15x(1 - x%)

Pi(x) = —%(sz “DV1I- 22

Pi(x) = %(5)(3 - 3x)

Py'(x) = —iP;(x) - —%(5;8 “DV1I- 22
Qm—uf%)lm—ﬁ

4@——§5g>——<—fﬂz

Pi(x) = 105(1 — x%)*
Pi(x) = —=105x(1 — x*)*/?

Pi(x) = g(%ﬁ -1 - %)
Pi(x) = —%(7;9 —3VI -2
Pi(x) = l(35x4 - 30x% +3)
Pl(x) = ——P4(x) = —(7x —3x)V1 -2

P, (x)—LPZ(x) —(7x -1 -x%

360
m%w—5m04>——a x?)3?
Pﬂm:J—Pm——ﬂ—m

40320 ¢ 384
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5.2.1 Relation d’orthogonalité

1
2(1 + m)!
Pl (xX)P}(x)dx = —————81r 5.25
Il 1 (X)P) (x)dx Q&+ Di—m M (5.25)
Démonstration
Pour démontrer que si/ # I, I’intégral donne 0, nous suivons les mémes étapes que
celle pour la relation d’orthogonalit€ de polyndme de Legendre Eq. (5.11). P'(x)
et P}/(x) satisfy I’équation de Legendre associ€e qui peut tre €crire sous la form

d 2 dP;n i m

a (1—X)E + l(l+1)_1—_x2 Pl =0 (526)
d 2 dP?} 1oy § 7

Ix (I—X)E +l(l+1)—1_x2 Pl,=0 (5.27)

En multipliant Eq. @ par P}/(x) et 'Eq. (5.27) par P}"(x), en fiasant la substrac-
tion des deux équations et intégrant par rapport a x de —1 a 1, on trouve

1 mn i
d apP d dapy,
Pr—l1-)—Li-Pr—da-xH—-L}ld
il[ldx{( x)dx} ldx{( x)dx *
1
+{l(l+1)—l’(l'+1)}f P/'P}dx =0
-1

En remplacant les deux termes du premiere intégrale par

d dP"\  d dPy\  dP Py
Py {(1 - xz)—l} = — {P;?(l - xz)—l} -—La-H-=+

dx dx dx dx dx
d dpP7 d dP" dpP’ dpPm
ldx{( x)dx} dx{l( X)dx dx( x)dx
il s’ensuit

r dx ! dx

1
+(A=1)YI+1 + 1)f1 PI'Pldx =0
X .

donc
1
I-A+T + l)f Pl'(x)P}(x)dx = 0
-1

ce qui montre que si [ # /', on devrait avoir
1
f 1 Pl'(x)P)(x)dx = 0
Montrons maintenant que si/ = [/, on a

b 2 20+ m)!
L [Preof dx = Qi+ D) —m)!
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Supposons tout d’abord que m > 0. D’apres I’Eq. (5.20), on a
1 1
fl [P;"()C)]2 dx = fl (1 - xz)m [d—Pz(x)] [ Pl(x)] dx
dm-1 m d !
- [( RS Pl(x)) ((1 - ) d—mpl(x))}_l
am 1 d m dm
- f [d — lPl(x)] [(1 - %) ﬁPl(x)} dx

dm 1 Sy Jm
= - f 1 [ dxm_le(x)]E[(l - ) WPl(x)] dx  (5.28)

ol nous avons intégré par parties. A partir de ’Eq. (5.22)) avec m est remplacé par

m—1,ona
dm+1 am dm—l
(1 - xz) pR Pi(x) - 2xmdxm Pi(x)+[l(l+1)—m@(m - 1)] T Pi(x)=0
-1
En multipliant par (1 - xz)m , ’équation devient
dm+1 1 qm
(1 =) g Pa) = 2om (1= )" Pic)
_ dm—l
FUA+ D) —mm = D] (1-2)" Pi(x) =0
a'xm—l

qui peut étre écrit comme
d nm d" -1 d™!
- [(1 - x) WP,()C)] =—(+m(l-m+1)(1 - ) T P

On insere ce résultat dans I’Eq. (5.28), on obtient

1 2
I 1 [P 0] dx

1 dm—l ) - dm—l

= j:l [dxm—l Pix) [ (I +m)(l—m+ 1)(1 —x ) [dxm—l Pl(x)} dx
! 2 m—1 dm 1 2
=(l+m)(l—m+1)£1(1_x) [dmlpl(x):|

1 2
:(l+m)(l—m+1)f [Py ] dx
-1

Dans la derniere ligne, nous avons utilisé la définition de polynéne de Legendre
associé Eq. (5.20). En appliquant a nouveau ce résultat, on trouve

! 2 ! 2
f [Pro] dx = 1+ m)I=m+ D)l +m = 1)1 -m+2) f [Py=2(0)] dx
—1 -1

1
= +mI+m=1)1I—m+ 1)l —m+2) f [P;"—Z(x)]2 dx
-1
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En répétant le processus m fois, on trouve

1 2
f[P;"(x)] dx
-1
1
=(l+m)(l+m—1)...(l+1)(l—m+1)(l—m+2)...lf [P?(x)]zdx
-1

2
=(mA+m=1). (4 DI =1l =m+ 2 =m+ Dz
_(+m) 2
T d-m2l+1

qui est le résultat désiré. Supposons maintenant que m < 0, 1.e., m = —n avec
n > 0, donc

1 2 ! 2
I 1 [Py o] dx = I [Py (0] dx
I’l ( ) 71
f[< VP )P(X)]

l—n
El+n;' f[p"( )]
A-m' T d+n)! 2
A+n)| (=n'20+1
_(I-n! 2
C(+n)!20+1
_(I+m)! 2
S (-m)20+1

5.3 Harmoniques sphériques

On appelle harmoniques spheriques, les solutions de 1’équation de type

L(aiaw) 1 0¥

— |+ — +Il+1DH¥Y =0 5.29
0 06 sin 96¢2 ( ) ( )

sin @
Les harmoniques sphériques sont particulierement utiles pour les problémes qui ont
une symétrie de rotation, car elles sont les vecteurs propres de certains opérateurs
liés aux rotations. En physique, elles sont souvent utilisées en acoustique, en
cristallographie, en mechanique quantique, en cosmologie, etc. Cette équation
peut étre resolue par la méthode de séparation des variables, 1.e., on cherche les
solutions sous la forme ¥(6, ¢) = O(A)D(¢). En remplacant dans I’Eq. (5.29), cela

nous donne
O (d do 0 4o
—_— 60— 1+ 1)OD =
sine{de (SI )}+ gag TIHDOP=0
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En devisant par ®(0)®(¢) et multipliant par sin” 6, on trouve (aprés réarrangement)

do 1 d&*®
sin@— | + (I + 1)sin®§ = —— —
do O dg?

sinf d
® do

On remarque que le c6té gauche contient toute et seulement la dépendance en 6,
tandis que le c6té droit contient toute et seulement la dépendance en ¢. Le deux
cotés doivent donc €tre égaux a une constante. Nous choisissons de noter cette
constante m?, on a

%)d% (sin@%) + U1+ 1)sin2 6 = m? (5.30)
1o,

e 531
odpr " (531)

La solution de I’Eq. (5.31) est donnée par
O(p) = Ae™ + Be ™

Pour que la solution soit continue, il faut que ®(2r) = ®(0), cela impose que m
soit un entier positif, négatif ou nul. Eq. (5.30) peut étre écrite sous la forme

1 d d® m?
— —[sin6— | +1l+ 1) - =0
sin6 do (sm d@) {( ) sinzg}

En faisant le changement de variable cos 6 = x, on trouve

d L) m |
E{(l—x)E}+{l(l+l)— 1_xz}e_o

qui est I’équation associée de Legendre. Il n’y aura de solutions finies aux points
0 =0etm(x=+1etx=—1)quesilestun entier. Donc cette équation a pour
solutions les polyndmes de Legendre associées définis par

O() = P}'(x) = P}'(cos )
avec —I < m < [. Donc, la solution générale de I’'Eq. (5.29) est donnée par
W(0, ) = (Ae™ + Be™™*) P'(cos 6)
En utilisant la formule pour P;"(x), on aura
P(6, ¢) = A1 P'(cos §) + Are™ "™ P;™ (cos 6)
ol

A=A
(I +m)!

Ay = (—1)m(l p—,
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Posons
Y['(6, ) = e P}(cos )
Y devient

(0, ¢) = A1y (0, 9) + Azy, " (6, ¢)

qui est la solution de I’Eq. (5.29) pour toute valeur de m. Puisque I’Eq. (5.29) est
homogene, la solution générale est donnée par

/

wo,0) = Y {ATy]0,0) + AT 0, 9) (5.32)

m=0

Dans de nombreuses applications en physique et en ingénierie, il est plus pratique
de définir la solution de I'Eq. (5.29) comme un multiple des y;" qui s’appellent les
harmoniques sphériques notée Y;" et définis par

1 QI+ D -m)!

YO, ¢) = (-1)" 0,
1 (6,¢) = (=1) N.r 20+ m)] ¥'(6, ¢)
m 1 QI+ DI -m)! ;
=(=1)" o 2 " P (cos 0) (5.33)
Les expressions explicites pour Y9, Yy 0 Y1+1 , Yg , Y” Y; +2 sont données ci-dessous
1

Yy =—

3 3 ;
Y? = 4—cos9, Yf—'l = ﬂg—sin@ei"l’

Vs

15 15 ;

Y) = Ton (3 cos® 6 — 1) vi! = ﬂg—ﬂcos@siné’e’i"’j
15

Y52 = o sin® fe*2¢

Elles sont présentées dans la figure Fig. (5.3).

5.3.1 Relation d’orthogonalité

27 T
f d f dosin0{Y]"©0.$)] Y} (60.9) = 61 S (5.34)
0 0
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Figure 5.3: Harmoniques sphériques ¥;"(6, ¢) pour / = 0,1,2et0 <m < L.
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Démonstration

Ona

2 T
f dg f dosin6 (Y] @.¢)| Y} (6.9)
0 0

1 \/(21 + D+ V(I = m)\(I —m)!

= (-1 m+m’ "
=D 2r 41+ m)!(I" + m’)!

21 T
% f lm=m") de f P}'(cos G)P;f" (cos 6) sin 8d0
0 0

_ (_1)m+m’i Q21+ D2V + DI - m)(l = m’)!
B 2n A1+ m)!(l' +m’)!

1
X 270 f P ()P (x)dx
-1

dans la derniere ligne, nous avons fait le changement de variable x = cos 6. Si on
utilise I’Eq. (5.25), on obtient

27 T
f do f dosin6{Y;"@.¢)| Y)' (6.9)
0 0

’ _ ’r _ 1
_ (—1)2’" \/(2l+ DRI + (I -m)!( m)!émm,f PrCOP (x)dx

4+ m)!(I + m)! 1

_ (@l D@+ D= m —m)! 21+ m)!
N 40+ m)(l' + m)! oL+ DI —m)l

= 6mm’ 0 174
5.3.2 Properiétés

{ro.0)) = -1y"y;™©.¢) (5.35)

Démonstration
En utilisant I’expression (5.33), on a

* 1 20+ DI -m)! _.
(rr@.o) = m,/( S P cos )
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En remplagant P/"(x) par P;"(x) (Eq. (5.21), on obtient

{Ylm(Q, ¢)}* _ 1y 12 Ql+ 1D - m)!e_im¢(_1)m (I + m)!
b

2(1 + m)! (I = m)!

P, "(cos 6)

L@+ DU+m)! .,
v\ 20-mn ¢
= (=1)"Y;™(9, §)

- (_ 1)’"(_ 1)’"

5.4 Polynomes d’Hermite

Les polynomes d’Hermite ont été définis par Laplace en 1810 bien que sous une
forme difficilement reconnaissable, et ont été étudiés en détail par Chebyshev en
1859. Les travaux de Chebyshev ont été oubliés et ils ont été nommés plus tard en
I’honneur de Charles Hermite qui écrivait sur les polynrhes en 1864 et les décrivait
comme nouveaux. Par conséquent, ils n’étaient pas nouveaux, bien que plus tard
dans des papiers de 1865, Hermite fut le premier a définir les polyndmes multidi-
mensionnels. Les polynomes d’Hermite sont les solution de 1’équation d’Hermite
qui est donnée par

2
4y _, b

2ny =0 5.36
dx? dx T eny ( )

En utilisant la méthode de Frobenius décrite en détail au Chap. (2), on trouve
comme solutions
(5] l
Hy(x) = ) (1) =" 537
(1) ;ﬁ( 2t ©37

qui sont les polyndmes d’Hermite.
Quelques expressions explicites pour H,(x) pour n = 0, 1,2, 3,4 sont données ci-

dessous
Hy(x) =1
H, (x) =2x
Hy(x) = 4x* =2

Hi(x) = 8x° — 12x
Ha(x) = 16x* — 48x> + 12

et elles sont représentées sur la Fig. (5.4).
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Figure 5.4: Polyndmes d’Hermite pour n = 0, 1, 2, 3, 4.

5.4.1 Fonction génératrice

_ o 1"
2 = Z;) — () (5.38)

Démonstration

Onprendn =r+2s,1.e. r =n—2s, et puisque r = n—2s > 0 alors s < n/2 et par
suite

—_

3]

(=1

2n—25xn—2s

—_—
(n—2s)!s!

n

<
I
o

"
n

s 1D

_'Hn(x)

B
Il
(=)
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5.4.2 Relation d’orthogonalité

f e Hy(x)H,y(x)dx = 2" N7, (5.39)
Démonstration
Ona
» — 1"
e t°+2tx — Z EH}'L(X)
n=0
—s242sx _ N ﬁ
=D i Hu)
m=0
donc
= frm 0 2 o0 2,9 2,9
Z — f e Hy(x)Hypy(xX)dx = f e IR SRS (5.40)
o nm! J_o oo
mais

(o) (o]
_2 2 _2_2 _2
f e t+21xe s +2sxdx: e f e~ +2(s+t)xdx

o0 o0

— ¥ f ” o~ (D) (540

0 2
— eZstf e—(x—(s+t)) dx
—o0

En faisant le changement de variable u = x — (s + ), on obtient
0 2 2 o0 2
f e—t +2txe—s +2sxdx — eZstf e Wdx
—00 —00
— e2st ﬁ
o 215"
20)
n=0

n!

En identifiant les coefficients de #* du c6té gauche de I’expression ((5.40) avec ceux
du coté droit de la derniere expression, on déduit que

sin#m

\[ e Hn(x)Hm(x)dx—{ VRl sin=m (5.41)

[ee)
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5.4.3 Relations de récurrece

(a) Hj(x) =2nH,_1(x) (n>1); H)x) =0, (5.42)
(b) Hy1(x) = 2xH,(x) = 2nH,_1(x) (n>1); Hi(x) = 2xHp(x)
Démonstration

(a) Si on dérive les deux cotés de I’expression de la fonction griératrice (5.38)) par
rapport a x, on obtient

(o)

"o 2tx—12
E —H, (x) = 2te

n!
n=0

(o] l‘n
- 2tZ — ()
n=0
o0 tn+1 ,
=2 ZO THn()C)
n=

1 ,
- 22 T 1)!Hn_1(x)

n=1
En comparant les coeflicients de " des deux c6tés, on trouve pour n = 0
Hj(x)=0
etpourn > 1

H)(x)  2H,1(x)
nl (n-1)!

qui peut étre simplifier a
H})(x) = 2nH, 1 (x)

(b) Dérivons les deux cotés de I’Eq. (5.38)) par rapport a ¢, on obtient

(o)

tn—]
(2x = 2025 = > ”n’ H,(x)
n=0 '

pour n = 0, le terme de c6té droite est nul, donc la somme commence pour n = 1,

b L b n1
(2x=20) ) —Hy(x) = ) ——Hy(x)
Zin! .

n=1

En développant le terme du c6té gauche, on trouve

a 0 n—1

Sy S oSy
"Za (%) — Z_(])W W)= ——H, ()

n=0 n=1
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qui peut étre simplifier a

X n

Z—H (- 22 o0 = D T )

= n=1
En comparant les coefficients de ¢ pour n > 1, on obtient

2x 2
HHn(x)_ n—1)! Hy 1(x) = —Hyy1(x)

En multipliant par n!, on trouve
2xHy(x) = 2nHy_1(x) = Hp41(x)
et pour n = 0 on obtient

2xHo(x) = Hi(x)

5.5 Polynome de Laguerre

L’équation de Laguerre est donnée par
dzy

d -+ (1- x)— +ny=0 (5.43)

On applique la méme méthode de Frobenius du Chap. (2), c’est a dire, on cherche
une solution sous la forme

[59)

y(x, ) = Z ax**

r=0

on obtient les équations indiciales suivantes

aos2:0
a(s+1*=0
ar(s+r—n)—ar+](s+r+1)2=0, r>2

Les deux premieres équations admettent une double racine s = 0. La derniere
équation donne une relation de récurrence pour les coefficients a, pour r > 2

S+r—n

ary] = Qp——————=
T s+ r+1)2

En remplagant s = 0 on obtient

r—n

ary] = Qp—————
T+ 1)2
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avec cette forme de coefficients a,, on remarque que la série infinie y(x,0) qui
en résulte se comporte comme un exponentielle pour x trés grand, donc la série
diverge. Pour éviter ce probleme, la série devrait étre tronquer: on prend a, = 0 si
r>nie.,pourr=n+1,n+2,.... Ceciest possible si n est un entier positif. On
réécrit a, sous la forme

n—r

)2

Ary] = —

la solution devient

n nn-1) gsam=1D...(n—-r+1) ,
y:ao{l—ﬁ + (2')2 24+ (=D e x +}

- 1
—CIOZ( l)r (’)(;t r+D .

- Z(_ ! >'<r'>2

En choisissant ap = 1, on obtient la solution finale de I'Eq. (5.30) notée L,(x) et
qui s’ appelle le polyndome de Laguerre

Ly(x) = Z( v )‘(r‘)2 (5.44)

Quelques expressions explicites pour L,(x) pour n = 0, 1,2, 3,4 sont données ci-
dessous

Lo(x)=1
Li(x)=—-x+1

Ly(x) = % (x* —4x+2)
Li(x) = l' (=2 + 92 — 18x + 6)
La(x) = ! (x — 16 + 72x% — 96 + 24)

et elles sont représentées dans la Fig. (5.5).

5.5.1 Fonction génératrice

1 >,
—expl-at/(1-1) = ;)t La(x) (5.45)
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10 : : : : :

Figure 5.5: Polyndmes de Laguerre pourn =0, 1,2, 3,4.

Démonstration
Ona
1 1 1 xt
——exp(—at/(1 =) = 7 > (- )
= exp i/ =0} 1—zr;r! -t
_i(_l)r X't
- —_ A\r+l
— rl (1-p
Le développement en série de 1/(1 — £)> donne
1 (r+ 9!

donc

1 L+ 9)! S
: exp{—-xt/(1 -1} = Z =1 (r')QS‘

r,s=0
Posons n = r + s, on obtient

n!

1 r -
—exp(- xr/(l—t)}—z Zﬁ( 1>m

n=0

= Z "Ly (x)
n=0
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5.5.2 Relation d’orthogonalité

f " e L, (x)L,,,(x)dx = 6., (5.46)
0

Démonstration:
A partir de la fonction génératrice, on a

Ms

L exp{-xt/(1 =0} = ) 1"Ly(x)

1-1¢ o
——expl-xs/(1 - 5)} = n;)S Ln(x)
donc
S * —X 1 1 * —x _—xt/(1-t) —xs/(1-s)
Z " e *L,(x)L,(x)dx = — e e e dx
0 1—-t1-ys 0
n,m=0
1 1 B 1
T l=tl-s| 1+[/(=0]+[s/(1=9)]

<o {x(1+ 75+ 7))
€X —X o
P 1= 1=s)l

1
T l—st

= i s"t"
n=0

En comparant les coefficients de #"*" des deux cotés, on trouve que

f e Ly(X)Lyy(X)dx = 6
0
5.5.3 Relations de récurrence

(@ n+ DL,y (x) = 2n+ 1 = x)Ly(x) — nLy_1(x)
(b) xL;(x) = nL,(x) — nL,_(x) (5.47)

n—1
(©) Ly(x) == > Ly(x)
r=0

Démonstration
En dérivant les deux cotés de I’expression (5.43)) par rapport a ¢, on obtient

[

1 X 1
tn_lL — —xt/(1-1) _ —xt/(1-1)
HZ:;;" n0) = ¢ A-m1-4
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En remplagant les deux termes du c6té droit par la fonction génératrice (5.43)), on

obtient
n—1 n n
L,(x) = L,(x)— —— L,
; L) = ZO L)~ T ZO 'Ly (x)

En multipliant par (1 — £)?, il en résulte que

(1 - 1)? i " 'Ly(x) = (1 =1) i "La(x) — i "L, (x)

n=0 n=0 n=0

qui peut étre simplifier 4

i nt" ' Ly(x) -2 im”Ln(x) + i " L,(x) =
n=0 n=0 n=0

i "Ly (x) — i L (x) - xi "Ly (x)
n=0 n=0 n=0

En faisant glisser les indices de n — 1 et n + 1 a n pour que ¢ a une puissance n dans
tous les termes, on obtient

Z (n+ D" Ly (x) =2 Znt”Ln(x) n Z(n — D)"L,(x) =
n=1

n=-1 n=0
Z 'L, (x) — Z ' Ly_1 (X) — x Z 'L (%)
n=0 n=1 n=0

En identifiant les coefficients de ", on obtient la relation désiré
(n+ DLyy1(x) = Cn+ 1 = x)Ly(x) — nly—1(x)

(b) Dérivons maintenant I’équation de la fonction génératrice (5.45)) par rapport a
X, nous trouvons

N e AR S
Zt L(x) = 1= _te
n=0
l‘ (o)
= —:‘ E lnLn(X) (548)

En multipliant par (1 — ), on trouve

DL = > L) = = ) L ()
n=0 n=0 n=0
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qui peut étre écrite sous la forme

DL = Y L () =~ ) L (x)
n=0 n=1 n=1
Par identification des coefficients de #* des deux cotés pour n > 1, on trouve
Ly(x) = L)_;(x) = =Ly-1(x) (nz1)
cette équation peut €tre écrite de deux manieres differentes (pour n et n + 1)
L, (%) = L,(x) + L1 (%)
Ly (0) = L(x) = Ly(x)
La dérivée de la formule (a) par rapport a x s’écrit
(n+ DL _,(x) =2n+1-xL(x)— Ly,(x) —nL,_,(x)
En remplacgant I’expressions de L;l_] (x) et L"1 +1(®), on trouve aprés simplifications
xL; (x) = nLy(x) — nLy—;(x)
(c) En développant 1/(1—-1) en série entiere et en remplacant dans (5.48), on obtient
Z 'L (x) = —t Z Z ' Ly(x)
n=0

r=0 s=0

[

— Z tr+s+1Ls(X)

r,s=0

Posonsn =r+s+1,1e.r=n—-s—1,etcommer >0onan—s—1>0,cela
imlique que s < n — 1, donc il en résulte que

—_

n—

i "L (x) = — i 'y Li(x)
n=0 n=0

N

I
(=]

Par identification des coefficients de " des deux c6tés, on obtient

n—1

Lx) = = ) Ly(x)
s=0

5.6 Polynome de Laguerre associé

L’équation de Laguerre associée est donnée par

d?y dy
xﬁ+(k+l—x)a+ny=0 (5.49)
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la solution de cette équation est donnée par

k

d
ﬁw=ﬁgan

cette solution multipliée par la constante (—1)¥ est appellée polynome associé de
Laguerre noté Lﬁ (x)

dk
L0 = (D~ L) (5.50)
et il est donné explicitement par
IR PPN G o L
L0 = )0 e S (5.51)

r=0

5.6.1 Fonction génératrice

e—xt/(l —1) ©
e PREHE (5.52)
n=0

Démonstration
On dérive I’équation de la fonction génératrice du polyndme de Laguerre (Eq. (5.43))
k fois par rapport a x, on trouve

1
1—

4 ey _ 4N

—Xt, —-1) __ n

tdx* ¢ T dxk Z Lot
n=k

la somme du c6té droit commence par n = k parceque L,(x) est un polyndome de
degré n et la dérivée d’ordre k de L,(x) donne O si n < k. La dérivée d’ordre k de
I’exponentielle donne

1 ey 4N k
o - - L ZJ’H-
( l—t) [ dxk; k(%)

si on insere I’expression (5.45))) de 1a fonction génératrice dans 1’équation précédente
on obtient

*

— k—
( 1) (1 _[)k+1

e~ Xt/(=0) _ Z(_l)kLﬁ(x)ter
n=0

Apres simplifications on trouve le résultat désiré

1

—xt/(1- k
g = 2w
n=0
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5.6.2 Relation d’orthogonalité

0 |
f e XM LR oLk (x)dx = (n +'k)' Snm (5.53)
0 n.

Démonstration
D’aprés la formule (5.52)), on a

1 e—xt/(l—t) — Z tnLﬁ(X)

— )kt
(1= n=0
1 —xs/(1-5) _ N myk
me = Z A Lm()C)
m=0
donc
- o 1 1
+ —x krk k _
H;Oz" m fo e K LEOLE (x)dx T G (5.54)
X foo e—xxke—xt/(l—t)e—xs/(l—s)dx
0
Iintégrale peut étre calculer en posant: {—1 —¢/(1-t)—s/(1 - $)}x = —ax = u

oua={-1-t/(1-1)—-s5/(1—-s)},1.e. dx =—du/a, on obtient

T exploxo XS
jo‘xexp{x ) (l—s)}dx_

|
O 8
—_—
ISHRS
~—
Q
<
o &

1 (o)
p f ke " du
a~tt Jo

I'tk+1)

ak+l
_ k'(l _ l’)k+l(1 _ S)k+1
- (1 = sp)k+!

En remplagant le résultat obtenu de I’intérale dans 1’expression (5.54)), on trouve
N . ke oNgk k!
Do f e K LE LK (x)dx =
0

(1 = sp)k+l

n,m=0

Le développement en série de 1/(1 — st)k*1 donne

1 i i (n+k)! st
(1= skl ik onl

donc, on otient finalement

Z tn+m f e—xkaﬁ(x)L]r(” (.x)dx — Z (n + ) sntn
0 n=0

n!

nm=0
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En identifiant les coefficients de s™¢" des deux cOtés, on trouve

5.6.3 Re

f " ek koLt oax = SRS
0 I’L!

lations de récurrence

(@) L (o) + L5 () = LE(x)

b (n+DLE (0 =Qn+k+1-0)Lx) -+ L (%)

n+1
(c) xLt (x) = nLE(x) — (n + WLy (x)

n—1

@ L (== Lfw

r=0
(e) LK (x) = —LF*1(w)

) L0 = Y LW
r=0

Démonstration

(a)On a

L 0+ L () =

—_

n—

(_

n—1
’

1Y (n—1+k)! ,+”‘1 ~D)(n+k-1!

(n—

- O

S v

[

(=17

- O

S %

]

(=17

- O

S

=) (=1

o

~
s

(=17

]

r=0
= LX(x)

D'(n—-1+k)! N S (=) (n+k—1)!

(5.55)

r

—~ n—1-nlk+nr!r e n—rk-1+ r)!r!x

D"(n—-1+k)!

L=+ " L=k —r+ DI " = mlk— 1+ n)ln!

X

n+k-1)! 1
m—-r—-Dlk+r-1D!r!

n+k-1)! n+k
m—r=-DlWk+r-Dlrl(k+r)(n—r)

n
e
n!

(n+k)!
(n=nlk+nr

n
+ (-1
n!

(n+k)!
n=nlk+nr'r

n

1
+ "+ (=1)"
k+r n—r}x ( )n!

(b) Dérivons k fois I’expression (5.47)(a) avec n remplacé par n + k. On trouve

d d
(n+k+ l)ﬁLnHﬁl(x) =(2n + 2k + l)ﬁLer(x) T {XLpr(x)}

k k k

dk
- (n+ k)ﬁlawk—l(x)

r
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En utilisant la formule de dérivation de Leibniz, on a

dk Kk @rfdrrg
— = 5.56
ok V8 nzz;)n!(n—k)!dx" dxk (5.56)
alors
dk k k! r k—r
— {xL, = - —_— L,
7 L () Z; T o g L)
k k-1
= XﬁLmk(X) + kdeLnJrk(x)
donc on obtient
dk dk dk dk—l
(n+k+ 1)ﬁLn+k+l(x) =(2n+ 2k + 1)d7L"+k(x) - xd7Ln+k(x) - kmlzmk(x)

dk
—(n+ k)ﬁlqﬁk—l(x)

En utilisant la définition du polyndme de Laguerre associé (5.51)), I’équation précédente

devient

(n+k+ D(=DFLE () = @n+ 2k + D(=D*LE(x) — x(~1LF, (x) = k(=1 LE(x)
—(m+k)(=DFLE_ (%)

et si on prend en considération la relation (5.55)(a) avec n remplacé par n + 1, on
arrive au résultat désiré

(n+ DLE () = @n+k+1 =)L) - (n+ L (x)

(c) En dérivant k fois I’expression (5.55))(b) par rapport & x, on obtient
dk , dk dk
o P} = O+ D Lk () = 1+ K~ Lt (1)
En utilisant la régle de Leibniz Eq. (5.56), on trouve
s, a* d* d
XEL,H/((X) + kﬁLmk(x) =(n+ k)ﬁLer(x) -(n+ k)WLan—l(x)

a partir de la définition du polynéme de Laguerre associé, on obtient (aprés simpli-
fications)

XL (x) = nLE(x) = (n + K)LE_ (%)

(d) Dérivons k fois 1’expression (5.55))(c) par rapport a x. Il en résulte

dk n+k=1 Gk
L (0 == > L)

dxk dxk
r=0
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ou dkL;l +k(x)/dxk = (—l)kLﬁl(x). Comme L,(x) est un polyndome de degré r, la
dérivée d’ordre k de L,(x) vaut O si k > r donc

n+k=1 &
GW%@F—Z;E#M)

En faisant le changement de variable s = r — k, on trouve
n—1
L) == Lk

r=0

(e) Par définition du polynome de Laguerre associé, on a

oo d o, o, (ntk)! .
L) =53 ;( D o+ nint”
N, v (n+k)! o
_;( AP Ty T
_ - _1ys+l (l’l+k)' s
_SZ(;( D T T Dk s+ Ol

i—s—Dlitk+s+Dlst”

:‘an(‘l)m (n—1+k+1)! }
s=0
= -L*1(x)

(f) En comparant les résultats précédents (d) et (e), on a
n—1
= > L) = —LE ()
r=0
En remplacgant n par n + 1, on trouve

L) == ) LW

r=0
5.7 Polynome de Chebyshev
L’équation de Chebyshev est donnée par
2 d’y dy 5
(l—x)ﬁ—xa+ny20 (5.57)

Les deux solutions indépendentes de cette équation sont appellées polyndmes de
Chebyshev de premiere espece (noté T,(x)) et de deuxieme espece (noté U,(x)) et
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sont définis par
T,(x) = cos (n cos™! x) (5.58)
U,(x) = sin (n cos™! x) (5.59)

ol n est un entier non-négatif. Les polyndmes de Chebyshev peuvent étre écrit

sous les formes
To(x) = {[x +i ﬂ] + [x - zﬂ]} (5.60)
Un(x) = —é{[x+im]n— [x—i\/l——xz]n} (5.61)

Démonstration
En faisant le changement de variable x = cos 6 dans Iexpression (5.58), on obtient

T,(x) = cos (n cos™! cos 9)

= cos (n6)

:;{ m9+e mH}

=5 () ()

= %{[cos@+ isinf]" + [cos @ — isin 6]"}
= %{[x+imr+ [x—im]n}

La preuve de la deuxieme relation (5.59) pour U, (x) est similaire a celle de T,(x).

5.7.1 Représentations en séries

_ 2\ n-2r
T, (x) = Z( ok )'(n—2r)‘( 2) ¥ (5.62)
[%1 l 1
_ 1V : 2\t n-2r-1
Un(0) = ;( UG TS T by (1-a7) " (5:63)

Démonstration
En utilsant la formule du bindme de Newton pour les deux termes de la formule

(5.60), on obtient
T,(x) = {[x + lm]n + [x - im]n}

1 v n! _ r/2
= Ez—r'(n—r)‘xn r(l—xz) F(1+(=1)")
r=0 " ° ’
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si rest impair,ona 1 + (—1)" = O et si rest pair,ona 1 +(-1)" = 2, posant r = 2s,
on obtient

2]

n!

1 [
T == — o
W) =3 421(n - 29)!

K12 (1 _ x2)S 2(-1)°

La preuve de la deuxieme expression (5.63) est similaire a celle de (5.62).
Quelques expressions explicites pour 7,(x) et U,(x) (calculées a partir des for-

mules (5.62)) et (5.63)) sont données ci-dessous

To(x) =1,
Ti(x) = x,
Ty(x) = 2x° — 1,

Ts(x) = 4x° - 3x,
Ta(x) = 8x* — 8x% + 1,

Ts(x) = 16x° — 20x° + 5x.

Figure 5.6: Polynomes de Chebyshev de premiere espece pour n = 0, 1,2, 3, 4.
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Up(x) = 0
Ui = V1-22,

Us(x) = V1 - x22x,

Us(x) = V1 - 242 - 1),

Us(x) = V1 - 22(8x% — 4x),

Us(x) = V1 — 2(16x* — 1222 + 1).

Elles sont représentées sur les figures Fig. (5.6) et (5.7) respectivement.

2 T T T T
U,(x)
0 L
Uy
U
1 U,
Us
Uy
2 s s s s
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figure 5.7: Polyndmes de Chebyshev de deuxieme espece pour n = 0, 1,2, 3,4.

5.7.2 Fonctions génératrices

Les fonctions génératrices des polyndomes de Chebyshev sont données par

1-7 -
—— =T 2> "T, 5.64
5 = T+ Z} () (5.64)
Vi-¢2
T Z’ Une1 () (5.65)

Démonstration
Pour démontrer (5.64), on fait le changement de variable x = cos @ = (¢’ + ¢7)/2.
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On trouve
1-7 1-7
1-2tx+12  1— (e +e )y +12
B 11—
T (1= ef)(1 — e7ifr)
S0 () S ()
r=0 s=0
— (1 _ t2) Z ei(r—s)etr+s
r,5=0
— Z Pr=9)0r+s _ Z Pl(r=9)0 r+5+2
r,s=0 r,s=0

En posant n = r + s, on obtient le coefficient de #°, 1.e. pour n = 0, en considérant
r=0ets=0.Donc le coefficient est donnée par

070 =1 = Ty(x)

N

On obtient le coefficient de ' pour n = 1 en prenant soit r = 1 et s = 0 ou
inversement, donc

&+ e =2cos0
=2x

=2T(x)
pour n > 2, le coefficient de ¢* est obtenue soit en posantn = s +r (1.e., s =n—r)

dans la premiere somme ou bien en posantn = r + s + 2 (1.e., s = n —r — 2) dans
la deuxieme somme, donc le coeflicient de " est donné par

n n-2 n n-2
Z plr=(n=r)8 _ Z plr=(n=r=20)0 _ ,—inf Z o210 _ ,=i(n=2)0 Z 1210
r=0 r=0 r=0 r=0
1 ( eiza)"” 1 (eiZH)"_l
— e—inG _ —i(n-2)0
1 - eize 1 - ei29
o—ind _ pi(n+2)0 _ ,=i(n=2)0  ,ind
- _ ,i20
1 —ei2
e~ inf [1 _ eiZO] + oinf [1 _ eize]
- 1 — ¢i26
— ein@ + e—inH
= 2 cos(nb)

= 2T (x)
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On obtient finalement

1-7 -
— =T +2tT +2 "T
5 = To() + AT1() Z; n(x)

= To(x) +2 Z T,(x)

n=1

On peut utiliser exactement la méme preuve pour démontrer I’expression (Eq. (5.65))
pour Uy(x).

5.7.3 Relations d’orthogonalité

. 0 m+¥n
f Tn(x)Tm(x)dx ={7/2 m=n%0 (5.66)
-1 V1 — XZ T m=n=0
! 0 m#n
f Un(X)Um(-x)dx — 7T/2 m=n=+0 (567)
-1 V1 — x2 0 m=n=0

Démonstration
Si on pose x = cos 6, on a

' 700 T (%) e e fo T(cos )T, (cos 0)
-1 V1 — x2 n V1 - x2

= f " cos(n6) cos(mb)do
0

(—sin 6d6)

= fﬂ % {cos(n + m)0 + cos(n — m)6B} dO

0
1[ ! sin(n + m)0 ! sin( )9]”
=—|- n+m)d— n—m

2L n+m n—-m 0

=0 sin—-m=#=0

I’intégrale est égale a O pour n # m car n + m et n — m sont des nombres entiers et
donc le sin est toujours nulle. Par contre si n = m, on a (a partir de la deuxieme
ligne du raisonnement précédent)

DT (0 Thu(x)

T
M dx = f cos2(nd)do
-1 V1 =242 0

:f l(1+cos(2né?))d€
0 2

|
[9 ~ s1n(2nt9)]O

sin#0
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sin=m=0,ona

1 T
To(x)To(x) f
——dx = do
-1 V1-2x2 * 0

=7

On peut suivre les méme étapes pour démontrer la deuxieme relation d’orthogonalité
(pour Up(x)).

5.7.4 Relations de récurrence

(@) Tps1(x) = 2xTp(x) + Tp-1(x) = 0 (5.68)
(B) (1 = xX)T;(x) = =nxTy(x) + nT_1 (%)

(©) Up+1(x) = 2xUp(x) + Up-1(x) = 0

(d) (1 = x)U!(x) = —nxU,(x) + nU,_(x)

Démonstration
(a) Si on remplace x par cos 6 dans I’expression (5.68))(a), on obtient

cos ((n + 1)8) — 2 cos(6) cos(nd) + cos ((n — 1)6) = cos(nb) cos 6 — sin(nd) sin 6
—2 cos(6) cos(nf) + cos(nb) cos 8 + sin(nd) sin 6
=0

(b) Si on remplace maintenant x par cos 6 dans I’'Eq. (5.68)(b), on obtient

(1- cos? 0)

d(cos0) cos(nf) = —n cos(#) cos(nd) + ncos(n — 1)0

le coté gauche donne

1 —cos’@
( cos”6) sin 6 df

= —sin O(—n sin(nd))

= nsin(f) sin(nd)

Y S
d(cos0) cos(nf) = sin 6( cos(n@))

et le cO6té droit donne

—ncos(@) cos(nd) + ncos(n — 1) = —n cos(8) cos(nb) + n(cos(nd) cos 8 + sin(nb) sin )
= nsin(0) sin(nd)

Les deux cotes sont éguax, la propriété est ainsi démontré.
La preuve des deux relations de récurrence pour U,(x) sont similaires a celles de
Tu(x).
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5.8 Exercices

Exercice 1 :
1. Montrer que

! P,(1) = 2x"
-1 V1 +x% = 2xt 2n+1

2. En utilisant la formule de Rodrigues, montrer que

P ,(x)=P,_(x)+ (2n+ 1)Pu(x)

3. Utiliser I'identité

1 4" 1 4"
ffmdg%AWM44ﬁfM—w—ﬂm
-1 X 1 dx

pour développer la fonction f(x) = In (lii) sous la forme série de polyndmes de

1-
Legendre pour -1 < x < 1.
Solution
1. Soit ¢(r) = (1 + x* — 2xt)”'/? la fonction génératrice de P'(x)

[

OEDIEIAC

=0

donc

1 1
f | O P.(De(dt
- |

1 V1 +x2-2ht -

1
X f P,()P(1)dt
-1

| 20m
2n+1

NSERNNGE

X

o &

xl’l

T+l
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2. D’apres la formule de Rodrigues on a

1 dn+2 [(xz _ 1)n+1]
2m* 1 (n + 1)! dx+?
2 1 dn+1
2n+l(n _|_ 1); dxn+1

P;z+l(x) =

1

2"]’1' dx” [(x -+ 2nx2(x2 - ])”—]]
1 n

- on yddn [(XZ -D"+ 21’1(}62 -1+ 1)(x2 — 1)11—1]

nldx
1

2"1’1,‘ dx" [(x - ])” + 21’1()6 — 1)()6 1)n—] + 2Yl(x2
1

T on Vd n [(x — )"+ 2n(x® = 1" + 2n(x* - l)n_l]
nldx

2” + 1 d ) 27’[ d dn_] ) L
2np! dx" [(x ) ]+ 2151 dx dx—1 [( ) ]

=Q2n+ DHP,(x) + P,_,(x)

_ l)n—l]

3. Puisque la fonction f(x) est impair, I’indice n devrait €tre impair. On a

2n+ 1

> f FOP,(x)dx

-T2 2”n‘ff( ) dx

2n+1 1 ar 1+x
=(=1)" -1 In
=D 2n! 11( ) dx" (1 —x)dx

Cn =

Dans la derniere ligne nous avons utilisé I’identité donnée. En plus on a

a1+ a1 - = DL, o
et
(=1 =@+ 1" (x=1)
=—-(1+x)"1-x" si n est impair
donc

_ Rn+ DH(n-1)!
- oty

B 2n+1
- 2n+1n - 1

on+1 (2n+1 2n+1 )

(] _x)n+l 1

n+1

(1 + x)n+l

n+1

)

B 2tlp \n+1 +n+1
C2@n+1)
Con(n+1)

1
f [~ = 2"+ (1 + x| dx
-1
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Exercice 2 : Montrer que
1. V1 = 2T, (x) = U™ (x) - xU,(x)
2. Tnim(X) + Tpem(x) = 2T, () Tn(x)

Solutions
1. Posons x = cos @ et en utilisant les définitions Eq. et (5.59) on obtient

T, (cos 8) = cos(nd)
U,(cos 8) = sin(nb)

Donc, nous devons montrer
sin 6 cos(nd) = sin((n + 1)8) — cos 8 sin(nd)
Mais
sin((n + 1)6) — cos 8 sin(nf) = sin(nd) cos 6 + cos(nd) sin 6 — cos 6 sin(nd)
= cos(nd) sin 6

ce qui prouve le résultat.
1. Posons x = cos6f ona

Ty+m(cos @) = cos((n + m)b)
T, _m(cos @) = cos((n — m)O)
Donc
T,im(cos@) + T,_,,(cos 8) = cos(nf) cos(mb) — sin(nb) sin(mb)
+ cos(nf) cos(md) + sin(n6) sin(md)
= 2 cos(n6) cos(méb)
= 2T, ()T (x)

Exercice 3 : Pour une fonction continue, on peut écrire f(x) = >\ ) ¢, Hu(x).
Montrer que

1 © 2
Cn 2 o] f_wf(x)Hn(x)e dx

Solution
Ona

foo e_xzf(x)Hn(X)dx = Z Cr foo e_szV(x)Hn(x)
—o0 r=0 -

= Z c2"n! N,
r=0

=c,2"n'\n
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Donc
- L7 rwmme
Cp = on \/7—1_’1, . f(x) n(x)e X
Exercice 4 : Soit y,,(x) tel que
1
Yn(x) = ————e""2H,(x)
A2 \rn!

Montrer que les opérateurs «/LE (x + %) et \/Li (x - %) sont respectivement des

opérateurs d’annihilation et de creation pour i,,(x)

Solution
Ona
1 ( d ) 1 d _ 2/2
—|x+ —|u.(x) = —(x+ —)e “ITH L (x)
\/5 dx /2n+1 \/7_rn! dx
1

= (xe_XZ/ 2H,(x) — xe ™ PHy(x) + ¢/ 2HZ(JC))
,2n+1 \/7_1'11'

Mais d’apres I’Eq. (5.40)(a) on a H,(x) = 2nH,_1(x), donc

5 (x " di) Yn(x) = Vi e *2nH, (x)
V2 . 20 V(= 1)
= \/’Tuﬁn—l(x)
Pour % (x — %) ona

d
(x - a) e_xz/an(x)

(xe_xz/an(x) + xe_xz/an(x) — e_xz/zH,;(x))
on+l \/7_1'1’1'

- (er_xz/an(x) — el ()

on+l \/7_1.”!
Mais d’apres 1’Eq. (5.40)(b) il en résulte que

19

1

1 d)
— (= = |¥n(0) = —
\/5( dx /2n+1 \/7_rn!

Vi + 1gi1(x)

2
e /2Hn+1(x)
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Exercice 5 : Prouver en utilisant la regle de Leibniz, la représentation de Rodrigues
pour les polyndmes de Laguerre associes

k 1 —k ,x d' —x n+k
L,(x) = R (e X )

Solution
En utilisant le régle de Leibniz

4" n ! A Tud
(uv) _ Z n u v

dx" — ri(n —r)! dx"" dx"
on a
U od oy L o nl drxth e
n!x dx" (x ¢ )_n‘x ¢ ;r!(n—r)! dx"  dx"
Mais
dr 4 1 DxdP
—x1 = -D...(qg-p+
ot =44 D...(g-p+Dx
__ 4 P
(q—-p)!
donc on a

n

1 -k xdn +k —x\ _ 1 —k x n! (n+k)' k+r r_—x
e g () = e ;r!(n—r)!(k+r)!x (-1)e

_ Z(—l)r (n+ k)! xr
r=0

rin—r)l\(k +r)!

= Ly(x)
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