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  .البنى الجبرية  - 1

  :عملية التركيب الداخلي 1-1 

Ε عملية تركيب داخلي في المجموعة ،مجموعة  Ε تطبيق معرف من الجداء ھي Ε Ε  نحوΕ  حيث

,يرفق بكل زوج مرتب   Ε Ε  عنصراc   Ε .  

 :أي  ∗ بونرمز لعملية التركيب الداخلي 

 ∗∶ Ε Ε  →  Ε  

a, b ⟼ ∗  

  : -1-مثال

  .ھما عمليتي تركيب داخليتين في مجموعة الأعداد الطبيعية    و الضرب + عمليتي الجمع -

∀ ب  ة المعرفة على المجموع ∗ملية الع - , ∈ : a∗b = a² -2b    :  

 :خواص

  . ∗المزودة بعملية التركيب الداخلي  لتكن المجموعة 

∀ :كان إذا تبديليهعملية ھي ∗نقول أن العملية - ,        ∶ ∗ ∗    

  : -2-مثال

  ∗   ةعالمجموفي  تبديليهكن القسمة غير ل   ةفي المجموع تبديليهية لالجمع عم

∀ھي عملية تجميعية إذا كان  ∗نقول أن العملية  , ,        ∶ ∗ ∗ ∗ ∗  

 نقول أن العنصر  -   :إذا كان  في المجموعة  ∗ھو عنصر حيادي للعملية   

∀        ∶ ∗ ∗  

  :-4-مثال

  ∗و الواحد ھو العنصر الحيادي للضرب في ي الصفر ھو العنصر الحيادي للجمع ف

 نقول أن العنصر -  إذا وجد العنصر  ∗في المجموعة  وفق العملية  يريقبل نظ         :بحيث  

الفصل الأول
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   ∗            ∗  

  : -5-مثال

 نظير العنصر     بالنسبة للجمع ھو العنصر         ونضير العنصر         ∗   

 بالسبة للضرب ھو العنصر    

  :الزمرة 

   :ھي زمرة إذا كان ∗المزودة بعملية التركيب الداخلي  نقول أن المجموعة 

  تجميعية على المجموعة  ∗العملية  -

  ∗تحتوي على عنصر حيادي وفق العملية  المجموعة  -

  ∗وفق العملية  ير في نظ لكل عنصر من  -

  .ھي زمرة تبديلية  ∗,تبديلية نقول أن   ∗إذا كانت العملية     :ملاحظة 

  : لالحق

   :إذا حققت قل ھي ح) .(و (+) المزودة بعملية تركيب داخلي نرمز لھا ب   نقول أن المجموعة 

-       .زمرة تبديلية  ,

  .تجميعية  .العملية الثانية   -

  :أي  توزيعية على العملية الأولى  .لعملية الثانية ا  -

∀ , ,     ∶ . . . ∧ . . .  

يقبل نظير بالنسبة للعملية ,  0يختلف عن العنصر الحيادي لعملية الجمع  كل عنصر من  -

  ..الثانية 

,نقول أن الحقل  تبديليه   .ية إذا كانت العملية الثان  : ظةملاح ,   .تبديلي   .

  .فضاءات الشعاعيةال - 1-2

  :ألشعاعيتعريف الفضاء 
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إذا  ∨فضاء شعاعي على الحقل    E مجموعة غير خالية نقول أن   حقل و     ليكن 

  :تحقق

-      . تبديليهزمرة  ,

  :أي (.)  ب له نرمز نحو   إذا وجد تطبيق من   -

. :   →  

∝, ⟼∝.  

,∝∀           :ويحقق الخواص التالية         ∀ ,     :   

∝. ∝. ∝.              ,∝ . ∝. .  

1.                                 ,∝. . ∝. .  

  .رب في الحقل ھو العنصر الحيادي لعملية الض 1حيث

  ھو  ونكتب اختصارا, بالسلميات  وعناصر الحقل  شعة الأب  تسمى عناصر الفضاء 

  .ش –ف - 

  :تعميم الفضاء الشعاعي 

  : بالمعرف  يمكن تعميم المثال السابق للحصول على الفضاء الشعاعي 

… , ,… , / , , … ,    

  : ب ونعرق قانون تركيب داخلي ھو الجمع 

, , … , , , … , , , , … ,  

  : ب ونعرف قانون التركيب ثاني ھو الجداء 

λ , , … , . , . , … , .  

  :ملاحظة 
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الحقل  للعنصر الحيادي لعملية الجمع في  بو   ,للعنصر الحيادي في الزمرة   بنرمز  

.  

  : ضاء الشعاعي الجزئيالف 1-3

ش      ليكن ئي من الفضاء ھو فضاء شعاعي جز نقول أن ,  مجموعة جزئية من  و  ف

  :إذا تحقق    الشعاعي

ϵ    ‐.  

∀ , ϵ     :  ϵ   ‐  

∀    ,   ∀     :       . ϵ ‐   

  : لأو التعريف المكافئ 

ϵ  

∀ , , ∀ ,   :  . .  

  :-1-مثال

.:      المجموعة   في فضاء شعاعي   . /  0     

.∝: لأن  ليست فضاء شعاعي جزئي من الفضاء الشعاعي  -. ∉    وذلك عند أخذ مثلا     

∝   :نجد 1

   ∝ , , , , , ≯ 0    

,ليكن   :تمرين  , ∈ /   ؟ فضاء شعاعي جزئي من   Hبين أن  -  0

  :ضاءات الشعاعيةجمع الف

Fليكن  , , , … ,  n    فضاء شعاعي جزئي منE  إذن :  

⋯ ⋯  , ∈  

  .يسمى مجموع الفضاءات الشعاعية الجزئية  Eج من . ش . ھو كذلك ف 
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  :كان  وإذا

 
1 ⋯        

2   ⋂ ∑ 0  , ∀  ,
   

 :     ھو مجموع مباشر للفضاءات الشعاعية الجزئية ونكتب   Eنقول أن  ⨁ ⊕…⊕   

  

   :الخطي و الاستقلال الخطي  الارتباط 1-4

ش Eليكن ,ولتكن    ف , , …   Vنقول عن عنصر   لفضاء جملة  أشعة في ا  ,

  :  أمكن كتابته على الشكل إذاخطي لجملة الأشعة ) تركيب(أنه مزج  Eمن  

. . . ⋯ . λ V  

   :خلاصة 

,الجملة   , , …   ⇔  Eتولد    ,

∀V ∈ E, ∃   /

. . . ⋯ . ∑ λ V
    

ش Eليكن ,  ولتكن  ف , , …   أشعة في الفضاء   ,

,   نقول أن الأشعة -. , , …   : مستقلة خطيا إذا كان    ,

∀ , , , . . . ,   :بحيث      

. . ⋯ . ⇒ ⋯  

,  ونقول أن الأشعة -. , , …   :مرتبطة خطيا إذا كان   ,

∃ , , , . . . ,     : ليست كلھا معدومة بحيث   

. . . ⋯ .  

   :-1-مثال
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Vالشعاعين  1,2     و   :مستقلين خطيا لأن  1,1

∀ ,   ∶ 

. .  ⇔ . 1,1 . 1,1 0,0  

⇒ , 0,0 ⟺
0 
0

 

   :أنأي 

0 

0,1,1:     لتكن الأشعة الثلاثة من    :تمرين   , 1,0,1  , 1, 1,0    

 ثنى ؟ھل ھذه الأشعة مستقلة خطيا مثنى م -

  : الأساس والبعد 1-5

ش Eليكن ,نقول عن جملة الأشعة    ف , , …  إذا E:  لأنھا تشكل أساس   ,

  :تحقق

1- B مستقلة خطيا. 

2- B   تولدE  أي كل عنصر منE  ل يكتب مزجا خطيا E . 

  :مرتبة جملة أشعة

ش Eليكن ,( نسمي مرتبة جملة الأشعة  ف , , … بعد الفضاء الشعاعي  Eمن  ,

  . Aالمولد والمستقل بالجملة   Eالجزئي من 

  . :   بونرمز لھا    Aوھي أكبر جملة مستقلة خطيا التي يمكن استخراجھا من 

  :-1-مثال

3,3,3  :لتكن الجملة   , 4,5,6  , 1,2,3    

Vالخطي ل  الاستقلالندرس  إذنومنه الجملة مرتبطة خطيا   Vلدينا    :أي  , 

,αومنه    0,0,0 2α, 3α 4β, 5β, 6β   وعليه  0,0,0
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                                           0   

  .   2=: جملة ھيمستقلين خطيا وبالتالي مرتبة ال  , أي أن  

*********************************  

  الفصل الثاني

  :التطبيقات الخطية  -1

:و    فضائين شعاعيين على نفس الحقل   و ليكن    تطبيق    →

  :إذا كان    Fنحو  Eتطبيق خطي من   f أننقول 

1  ∀ ,   ∶  

2  ∀ V    ∀, λ     ∶   . .  

:أو التعريف المكافئ التالي   

∀ ,    , ∀ , ,   : . . . .  

  :فإنه لدينا  نحو  تطبيق خطي من    fإذا كان   :ملاحظة 

   ∧   ∀  ∈ ∶   –  

  :-1 -مثال

∶:                   حيث , بين أن التطبيق التالي خطي   →  

⟼ 3.  

  : لدينا 

∀ ,         ∀ , ∶ 

. . . . 3. . .

3. . 3. .  
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  . 3. . 3. . .  

  

  

    **ھل التطبيق التالي خطي , حيث : 

∶   →  

, ⟼ , .  

∀λ             , ∀ ,  

  :                                                                                     لدينا

. , . , . . . . .  

λ. , . . . .  

 .ليس تطبيق خطي  ومنه 

  :الصورة  و ةالنوا 

  نحو   من  تطبيق خطيليكن 

  : بو المعرفة  المجموعة المرموز لھا ب  التطبيق  نواةنسمي  -

 /    

  : بو المعرفة    بالمجموعة المرموز لھا  التطبيق  صورةنسمي  -

      / ∃   ∶    

 

  : -4-مثال

  :أحسب نواة التطبيق التالي  

: →  
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, , ⟼ , , ,  

, , /  , ,  

⇔ , , /  , , 0,0

, , / , 0,0  

⟺ , , / 0  ∧   0

, , /   ∧    

⟺ , , /    

,                                               :ومنه , /    

  :فإنه لدينا ,  نحو  تطبيق خطي من  ان إذا ك :نظرية

  ⟺تطبيق غامر   -

-    تطبيق متباين   ⇔  

  : - 1- تمرين

: بليكن التطبيق الخطي المعرف    

: →  

, ⟼ , 3 , 2  

   تقابلي واستنتج أن التطبيق  و  احسب 

 

  :الحل

  :   لدينا 

                                                   , /  ,          

⟺ , /  , 0,0

,  / 3 , 2 0,0  


