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  .البنى الجبرية  - 1

  :عملية التركيب الداخلي 1-1 

Ε عملية تركيب داخلي في المجموعة ،مجموعة  Ε تطبيق معرف من الجداء ھي Ε ൈ Ε  نحوΕ  حيث

,ሺܽيرفق بكل زوج مرتب  ܾሻ߳ Ε ൈ Ε  عنصراc ߳ Ε .  

 :أي  ∗ بونرمز لعملية التركيب الداخلي 

 ∗∶ Ε ൈ Ε  →  Ε  

ሺa, bሻ ⟼ ܽ ∗ ܾ ൌ ܿ 

  : -1-مثال

  .ܰܫھما عمليتي تركيب داخليتين في مجموعة الأعداد الطبيعية    ൈو الضرب + عمليتي الجمع -

,ܽ∀ ب  Ժة المعرفة على المجموع ∗ملية الع - ܾ ∈ Ժ: a∗b = a² -2b    :  

 :خواص

  . ∗المزودة بعملية التركيب الداخلي  ܧلتكن المجموعة 

,ܽ∀ :كان إذا تبديليهعملية ھي ∗نقول أن العملية -   ܧ ߳ ܾ ∶ ܽ ∗ ܾ ൌ ܾ ∗ ܽ   

  : -2-مثال

  ∗ܴܫ   ةعالمجموفي  تبديليهكن القسمة غير ل  ܰܫ ةفي المجموع تبديليهية لالجمع عم

,ܽ∀ھي عملية تجميعية إذا كان  ∗نقول أن العملية  ܾ,   ܧ ߳ ܿ ∶ ܽ ∗ ሺܾ ∗ ܿሻ ൌ ሺܽ ∗ ܾሻ ∗ ܿ  

  :إذا كان  ܧفي المجموعة  ∗ھو عنصر حيادي للعملية  ܧ ߳ ݁نقول أن العنصر  -

  ܧ ߳ ܽ∀ ∶ ܽ ∗ ݁ ൌ ݁ ∗ ܽ ൌ ܽ 

  :-4-مثال

  ∗Գو الواحد ھو العنصر الحيادي للضرب في Գي الصفر ھو العنصر الحيادي للجمع ف

  :بحيث ܧ ߳  ଵିܽ إذا وجد العنصر  ∗في المجموعة  وفق العملية  يريقبل نظ  ܧ ߳ ܽنقول أن العنصر -

الفصل الأول
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  ܽ ∗  ܽିଵ    ൌ  ܽିଵ   ∗ ܽ ൌ ݁ 

  : -5-مثال

  ଵିܽ بالنسبة للجمع ھو العنصر      ܴܫ ߳ ܽنظير العنصر  ൌ െܽ ܴܫ  ߳ ܽ  ونضير العنصر∗   

 ଵିܽبالسبة للضرب ھو العنصر  ൌ  
ଵ

௔
 

  :الزمرة 

   :ھي زمرة إذا كان ∗المزودة بعملية التركيب الداخلي  ܩنقول أن المجموعة 

  ܩتجميعية على المجموعة  ∗العملية  -

  ∗تحتوي على عنصر حيادي وفق العملية  ܩالمجموعة  -

  ∗وفق العملية  ܩير في نظ ܩلكل عنصر من  -

  .ھي زمرة تبديلية  ሻ∗,ܩሺتبديلية نقول أن   ∗إذا كانت العملية     :ملاحظة 

  : لالحق

   :إذا حققت قل ھي ح) .(و (+) المزودة بعملية تركيب داخلي نرمز لھا ب   ܣنقول أن المجموعة 

-    ሺܣ, ൅ሻ  زمرة تبديلية.  

.ሺالعملية الثانية   - ሻ  تجميعية.  

.ሺلعملية الثانية ا  - ሻ  توزيعية على العملية الأولىሺ൅ሻ  أي:  

∀ܽ, ܾ, ܣ ߳ ܿ ∶ ܽ. ሺܾ ൅ ܿሻ ൌ ሺܽ. ܾሻ ൅ ሺܽ. ܿሻ ∧ ሺܽ ൅ ܾሻ. ܿ ൌ ሺܽ. ܿሻ ൅ ሺܾ. ܿሻ 

يقبل نظير بالنسبة للعملية ,  0ାيختلف عن العنصر الحيادي لعملية الجمع  ܣكل عنصر من  -

.ሺالثانية  ሻ.  

.ሺية إذا كانت العملية الثان  : ظةملاح ሻ   نقول أن الحقل  تبديليهሺܣ, ൅, . ሻ   تبديلي.  

  .فضاءات الشعاعيةال - 1-2

  :ألشعاعيتعريف الفضاء 
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ܭܫفضاء شعاعي على الحقل    E مجموعة غير خالية نقول أن   ܧحقل و     ܭܫليكن  ൌ Թ ∨ ԧ  إذا

  :تحقق

-  ሺ ܧ, ൅ሻ  تبديليهزمرة .  

 ܭܫإذا وجد تطبيق من   - ൈ   :أي (.)  ب له نرمز ܧنحو  ܧ

ሺ. ሻ:  ܭܫ ൈ ܧ →  ܧ

ሺ∝, ሻݔ ⟼∝.  ݔ

,∝∀           :ويحقق الخواص التالية ,ݔ∀    ܭܫ ߳ ߚ    :ܧ ߳ ݕ

∝. ሺݔ ൅ ሻݕ ൌ∝. .∝൅ݔ ∝ሺ,              ݕ ൅ߚሻ. ݔ ൌ∝. ݔ ൅ .ߚ   ݔ

1. ݔ ൌ .∝,                                 ݔ ሺߚ. ሻݔ ൌ ሺ∝. .ሻߚ   ݔ

  .ܭܫرب في الحقل ھو العنصر الحيادي لعملية الض 1حيث

  ھو ܧ ونكتب اختصارا, بالسلميات  ܭܫوعناصر الحقل  شعة الأب  ܧتسمى عناصر الفضاء 

  .ش –ف -ܭܫ 

  :࢔ࡾࡵتعميم الفضاء الشعاعي 

  : بالمعرف  ௡ܴܫيمكن تعميم المثال السابق للحصول على الفضاء الشعاعي 

௡ܴܫ ൌ ܴܫ ൈ ܴܫ ൈ …ൈ ܴܫ ൌ ሼሺݔଵ, …,ଶݔ , ,ଵݔ/௡ሻݔ ,ଶݔ … ,  ሽܴܫ ௡߳ݔ

  : ب ൅ونعرق قانون تركيب داخلي ھو الجمع 

ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൅ ሺݕଵ, ,ଶݕ … , ௡ሻݕ ൌ ሺݔଵ ൅ ,ଵݕ ଶݔ ൅ ,ଶݕ ଷݔ ൅ …,ଷݕ , ௡ݔ ൅  ௡ݕ

  : ب ൈونعرف قانون التركيب ثاني ھو الجداء 

λ ൈ ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൌ ሺߣ. ,ଵݔ .ߣ ,ଶݔ … , .ߣ  ௡ሻݔ

  :ملاحظة 
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الحقل  للعنصر الحيادي لعملية الجمع في ॶܱ بو   ൅ሻ,ܧሺللعنصر الحيادي في الزمرة  ாܱ بنرمز  

  .ܭܫ

  : ضاء الشعاعي الجزئيالف 1-3

ئي من الفضاء ھو فضاء شعاعي جز ܨنقول أن ,  ܧمجموعة جزئية من  ܨو  فെش    ܧ  ليكن

  :إذا تحقق   ܧ الشعاعي

ܱாϵܨ   ‐.  

ݒ :    ܨϵݓ,ݒ∀ ൅   ‐  ܨϵݓ

.ߣ      :    ܭܫ߳ߣ∀   ,   ܨ߳ݒ∀    ‐ܨϵݒ

  : لأو التعريف المكافئ 

ܱாϵܨ 

,ߙ∀ .ߙሺ :  ܨ߳ݓ,ݒ∀ ,ܭܫ߳ߚ ሻݒ ൅ ሺߚ.  ܨሻ߳ݓ

  :-1-مثال

ܨ:      المجموعة   Թଷفي فضاء شعاعي   ൌ ሼሺݔ. .ݕ ݔ /ଷܴܫሻ߳ݖ ൐ 0ሽ     

.∝: لأن  ଷܴܫليست فضاء شعاعي جزئي من الفضاء الشعاعي  -. ݒ ∉  وذلك عند أخذ مثلا     ܨ 

∝ൌ െ1 نجد:  

   ∝ ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ሺെݔ,െݕ,െݖሻ, െݔ ≯ 0    

ܪليكن   :تمرين  ൌ ሼሺݔ, ,ݕ ሻݖ ∈ Թଷ/ݔ ൌ 0ሽ  -  بين أنH   فضاء شعاعي جزئي منԹ
ଷ

  ؟ 

  :ضاءات الشعاعيةجمع الف

,Fଵليكن  ,ଶܨ ,ଷܨ … ,   : إذن  Eفضاء شعاعي جزئي من    ௡  nܨ

ܨ ൌ ଶ൅⋯൅ܨଵ൅ܨ ௡ܨ ൌ ሼݔଵ൅ݔଶ൅⋯൅ , ௡ݔ ௜ݔ ∈  ௜ሽܨ

  .يسمى مجموع الفضاءات الشعاعية الجزئية  Eج من . ش . ھو كذلك ف 
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  :كان  وإذا

 ൜
1ሻܨ ൌ ଵ൅ଶ൅⋯൅ܨ        ௡ܨ

2ሻ ܨ௜⋂ሺ∑ ௝ሻܨ ൌ 0ா௝   , ∀ ݅, ݆
   

ܨ :     ھو مجموع مباشر للفضاءات الشعاعية الجزئية ونكتب   Eنقول أن  ൌ ଶܨ⨁ଵܨ ⊕…⊕    ௡ܨ

  

   :الخطي و الاستقلال الخطي  الارتباط 1-4

,ଵܸولتكن    فെش Eليكن ଶܸ, ଷܸ, … , ௡ܸ  نقول عن عنصر   ܧلفضاء جملة  أشعة في اV  

  :  أمكن كتابته على الشكل إذاخطي لجملة الأشعة ) تركيب(أنه مزج  Eمن  

ܸ ൌ ሺߣଵ. ଵܸሻ ൅ ሺߣଶ. ଶܸሻ ൅ ሺߣଷ. ଷܸሻ ൅ ⋯൅ ሺߣ௡. ௡ܸሻ ൌ෍λ୧V୧

୬

୧ୀଵ

 

   :خلاصة 

ሼالجملة   ଵܸ, ଶܸ, ଷܸ, … , ௡ܸሽ    تولدE  ⇔  

൜
∀V ∈ E, /  ܭܫ௜߳ߣ∃

ܸ ൌ ሺߣଵ. ଵܸሻ ൅ ሺߣଶ. ଶܸሻ ൅ ሺߣଷ. ଷܸሻ ൅ ⋯൅ ሺߣ௡. ௡ܸሻ ൌ ∑ λ୧V୧
୬
୧ୀଵ

    

,ଵܸ  ولتكن  فെش Eليكن ଶܸ, ଷܸ, … , ௡ܸ   ܧأشعة في الفضاء  

,ଵܸ   نقول أن الأشعة -. ଶܸ, ଷܸ, … , ௡ܸ    مستقلة خطيا إذا كان :  

,ଵߣ∀ ,ଶߣ ,ଷߣ . . . ,   :بحيث      ܭܫ௡߳ߣ

ሺߣଵ. ଵܸሻ ൅ ሺߣଶ. ଶܸሻ ൅ ⋯൅ ሺߣ௡. ௡ܸሻ ൌ ܱா ⇒ ଵߣ ൌ ଶߣ ൌ ⋯ ൌ ௡ߣ ൌ ܱॶ 

,ଵܸ  ونقول أن الأشعة -. ଶܸ, ଷܸ, … , ௡ܸ   مرتبطة خطيا إذا كان:  

,ଵߣ∃ ,ଶߣ ,ଷߣ . . . ,   : ليست كلھا معدومة بحيث   ܭܫ ௡߳ߣ

ሺߣଵ. ଵܸሻ ൅ ሺߣଶ. ଶܸሻ ൅ ሺߣଷ. ଷܸሻ ൅ ⋯൅ ሺߣ௡. ௡ܸሻ ൌ ܱா 

   :-1-مثال
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Vଶالشعاعين  ൌ ሺ1,2ሻو     ଵܸ ൌ ሺെ1,1ሻ  مستقلين خطيا لأن:  

,ଵߣ∀ ܴܫ ଶ߳ߣ ∶ 

ሺߣଵ. ଵܸሻ ൅ ሺߣଶ. ଶܸሻ ൌ ܱூோమ  ⇔ ൫ߣଵ. ሺെ1,1ሻ൯ ൅ ൫ߣଶ. ሺ1,1ሻ൯ ൌ ሺ0,0ሻ 

⇒ ሺെߣଵ ൅ ,ଶߣ ଵߣ ൅ ଶሻߣ ൌ ሺ0,0ሻ ⟺ ൜
െߣଵ ൅ ଶߣ ൌ 0 
ଵߣ ൅ ଶߣ ൌ 0

 

   :أنأي 

ଵߣ ൌ ଶߣ ൌ 0 

ଷ     :ଵܸܴܫلتكن الأشعة الثلاثة من    :تمرين  ൌ ሺ0,1,1ሻ , ଶܸ ൌ ሺെ1,0,1ሻ , ଷܸ ൌ ሺ1, െ1,0ሻ    

 ثنى ؟ھل ھذه الأشعة مستقلة خطيا مثنى م -

  : الأساس والبعد 1-5

ܤنقول عن جملة الأشعة    فെش Eليكن ൌ ሺ ଵܸ, ଶܸ, ଷܸ, … , ௡ܸሻ   لأنھا تشكل أساس  :E إذا 

  :تحقق

1- B مستقلة خطيا. 

2- B   تولدE  أي كل عنصر منE  ل يكتب مزجا خطيا E . 

  :مرتبة جملة أشعة

ܣ( نسمي مرتبة جملة الأشعة  فെش Eليكن ൌ ሺ ଵܸ, ଶܸ, ଷܸ, … , ௡ܸ  منE  بعد الفضاء الشعاعي

  . Aالمولد والمستقل بالجملة   Eالجزئي من 

  . ሻܣሺ݃݊ܽݎ:   بونرمز لھا    Aوھي أكبر جملة مستقلة خطيا التي يمكن استخراجھا من 

  :-1-مثال

ଵܸ  :لتكن الجملة  ൌ ሺ3,3,3ሻ , ଶܸ ൌ ሺ4,5,6ሻ , ଷܸ ൌ ሺ1,2,3ሻ    

Vଶلدينا  െ ଵܸ ൌ ଷܸ   الخطي ل  الاستقلالندرس  إذنومنه الجملة مرتبطة خطياVଵ , ଶܸ  أي:  

ߙ ଵܸ ൅ ߚ ଶܸ ൌ ሺ0,0,0ሻ    ومنهሺα, 2α, 3αሻ ൅ ሺ4β, 5β, 6βሻ ൌ ሺ0,0,0ሻ  وعليه  
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ߙ                                            ൌ ߚ ൌ 0   

, ଵܸأي أن   ଶܸ  ݃݊ܽݎ   2=: جملة ھيمستقلين خطيا وبالتالي مرتبة الሺܣሻ.  

*********************************  

  الفصل الثاني

  :التطبيقات الخطية  -1

:݂و    ܭܫفضائين شعاعيين على نفس الحقل  ܨ و ܧليكن  ܧ →   تطبيق    ܨ

  :إذا كان    Fنحو  Eتطبيق خطي من   f أننقول 

1ሻ ∀ ଵܸ, ଶܸ߳ ܧ ∶ ݂ሺ ଵܸ ൅ ଶܸሻ ൌ ݂ሺ ଵܸሻ ൅ ݂ሺ ଶܸሻ 

2ሻ ∀ V߳ ܧ ∀, λ߳ ܭܫ  ∶  ݂ሺߣ. ܸሻ ൌ .ߣ ݂ሺܸሻ 

:أو التعريف المكافئ التالي   

∀ ଵܸ, ଶܸ߳ ܧ , ,ଵߣ∀ ,ଶߣ :ܭܫ ߳ ݂ሾሺߣଵ. ଵܸሻ ൅ ሺߣଶ. ଶܸሻሿ ൌ ሾߣଵ. ݂ሺ ଵܸሻሿ ൅ ሾߣଶ. ݂ሺ ଶܸሻሿ 

  :فإنه لدينا  ܨنحو  ܧتطبيق خطي من    fإذا كان   :ملاحظة 

݂ሺܱாሻ ൌ ܱி    ∧   ∀ ܸ ∈ ܧ ∶ ݂ ሺ– ܸሻ ൌ െ݂ሺܸሻ 

  :-1 -مثال

݂:                   حيث , بين أن التطبيق التالي خطي   ∶ ܴܫ →   ܴܫ

ݔ ⟼ ݂ሺݔሻ ൌ 3.  ݔ

  : لدينا 

,ଵݔ∀ ,ଵߣ∀        ܴܫଶ߳ݔ ܴܫଶ߳ߣ ∶ 

݂ሾሺߣଵ. ଵሻݔ ൅ ሺߣଶ. ଶሻሿݔ ൌ ݂ሾߣଵ. ଵݔ ൅ .ଶߣ ଶሿݔ ൌ 3. ሺߣଵ. ଵݔ ൅ .ଶߣ ଶሻݔ

ൌ ሺ3. .ଵߣ ଵݔ ൅ 3. .ଶߣ  ଶሻݔ
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ൌ  ሾߣଵ. ሺ3. ଵሻሿݔ ൅ ሾߣଶ. ሺ3. ଶሻሿݔ ൌ ሾߣଵ. ݂ሺݔଵሻሿ ൅ ሾߣଶ. ݂ሺݔଶሻሿ 

  

  

    **ھل التطبيق التالي خطي , حيث : 

݂ ∶   ଶܴܫ →  ܴܫ

ሺݔ, ሻݕ ⟼ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ .ݔ  ݕ

∀λܴ߳ܫ             , ∀ሺݔ,  ଶܴܫሻ߳ݕ

  :                                                                                     لدينا

݂ሾߣ. ሺݔ, ሻሿݕ ൌ ݂ሾሺߣ. ,ݔ .ߣ ሻሿݕ ൌ .ߣ .ݔ ݕߣ ൌ .ଶߣ .ݔ  ݕ

് λ. ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ .ߣ ሺݔ. ሻݕ ൌ .ߣ .ݔ  ݕ

 .ليس تطبيق خطي  ݂ومنه 

  :الصورة  و ةالنوا 

  ܨنحو  ܧ من  تطبيق خطي݂ليكن 

  : بو المعرفة  ሺ݂ሻ࢘ࢋࡷالمجموعة المرموز لھا ب  ݂التطبيق  نواةنسمي  -

ሺ݂ሻ࢘ࢋࡷ ൌ ሼܧ߳ݔ /  ݂ሺݔሻ ൌ ܱிሽ 

  : بو المعرفة  ሺ݂ሻ࢓ࡵ  بالمجموعة المرموز لھا  ݂التطبيق  صورةنسمي  -

ሺ݂ሻ࢓ࡵ ൌ ሼܧ߳ݔ∃ /      ܨ߳ݕ  ∶ ݕ  ൌ ݂ሺݔሻሽ 

 

  : -4-مثال

  :أحسب نواة التطبيق التالي  

݂: ଷܴܫ →  ଶܴܫ
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ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ⟼ ݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ሺݔ െ ,ݕ ݕ െ  ሻݖ

ሺ݂ሻݎ݁ܭ ൌ ሼሺݔ, ,ݕ ,ݔଷ/ ݂ሺܴܫሻ߳ݖ ,ݕ ሻݖ ൌ ܱூோమሽ 

⇔ ሺ݂ሻݎ݁ܭ ൌ ሼሺݔ, ,ݕ ,ݔଷ/ ݂ሺܴܫሻ߳ݖ ,ݕ ሻݖ ൌ ሺ0,0ሻሽ

ൌ ሼሺݔ, ,ݕ ݔଷ/ሺܴܫሻ߳ݖ െ ,ݕ ݕ െ ሻݖ ൌ ሺ0,0ሻሽ 

ሺ݂ሻݎ݁ܭ⟺ ൌ ሼሺݔ, ,ݕ ݔ/ଷܴܫሻ߳ݖ െ ݕ ൌ 0  ∧ ݕ  െ ݖ ൌ 0ሽ

ൌ ሼሺݔ, ,ݕ ݔ/ଷܴܫሻ߳ݖ ൌ  ݕ ∧ ݕ  ൌ  ሽݖ

ሺ݂ሻݎ݁ܭ⟺ ൌ ሼሺݔ, ,ݕ ݔ  /ଷܴܫሻ߳ݖ ൌ ݕ ൌ  ሽݖ

ሺ݂ሻݎ݁ܭ                                               :ومنه ൌ ሼሺݔ, ,ݔ   ሽܴܫ߳ݔ  /ଷܴܫሻ߳ݔ

  :فإنه لدينا ,  ܨنحو  ܧتطبيق خطي من  ݂ان إذا ك :نظرية

ሺ݂ሻ࢓ࡵتطبيق غامر  ݂ - ൌ ܨ ⟺  

ሺ݂ሻ࢘ࢋࡷتطبيق متباين  ݂  - ൌ  ܧ ⇔  

  : - 1- تمرين

: بليكن التطبيق الخطي المعرف    

݂: ଶܴܫ →  ଶܴܫ

ሺݔ, ሻݕ ⟼ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ3ݔ െ ,ݕ ݕ2 െ  ሻݔ

   تقابلي ݂واستنتج أن التطبيق  ሺ݂ሻ݉ܫو  ሺ݂ሻݎ݁ܭاحسب 

 

  :الحل

  :   لدينا 

ሺ݂ሻݎ݁ܭ                                                    ൌ ሼሺݔ, ,ݔଶ/ ݂ሺܴܫሻ߳ݕ ሻݕ ൌ  ܱூோమሽ       

ሺ݂ሻݎ݁ܭ⟺ ൌ ሼሺݔ, ,ݔଶ/ ݂ሺܴܫሻ߳ݕ ሻݕ ൌ ሺ0,0ሻሽ

ൌ ሼሺݔ, ݔଶ /ሺ3ܴܫሻ߳ݕ െ ,ݕ ݕ2 െ ሻݔ ൌ ሺ0,0ሻሽ 


