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⟺ , /3 0  ∧ 2 0

, /  0 ∧ 0  

⇔ 0,0  

  متباين  فإن التطبيق  0,0 :  أنبما 

,  :لدينا  ∈ / ∃ , ∈ :  , ,  

⇔ , ∈ / ∃ , ∈ :  , 3 , 2  

⇔ 3 , 2 ∈ /   , ∈  

  .تقابلي  ومنه  التطبيق  غامر فإن التطبيق   :  بما أن

*****************************  

  الفصل الثالث

  المصفوفات والمحددات-3

  :المصفوفات 3-1

:  عاريفت -

 حقل والعناصر  IKليكن  - ∈ IK , 1:     , 1:    

  .و أعمدة سطور مستطيلة من الأعداد منتظمة بشكل مربعة أو بأنھا مجموعةتعرف المصفوفة 

A

a a … a
a a … a
a a … a
… … … …
a a … a

,  سطر عمود
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   : التالي الشكل إذن

⋯
⋮ ⋱ ⋮

⋯
ونقول عمود  و   سطر  يسمى مصفوفة ذات  

∋:     بونرمز      ,أيضا مصفوفة من النوع   .  

  ( :حيث السطر الأول ھو     …    

  :والعمود الأول ھو
⋮

   

  :    ب  لمصفوفةكما نرمز ل

  مع   1:  ,     1: n   ھو العنصر الذي يقع في السطرi  والعمودj .  

   :و بصفة عامة نكتب  ∈ ,        

  نقول أن المصفوفتين   -   و     :    متساويتين اذا كان         

∀ 1: , ∀ 1: n:  b  

 نقول أن المصفوفة   - ∀: معدومة اذا كان        1:         ∶ 0  

  نقول أن المصفوفة    -  n=m: مربعة اذا كان     

  : المربعة أنھا       نقول عن المصفوفة     -

  ∀:      0:      مثلثية سفلى إذا كان * 

  ∀:       0:     مثلثية علوية إذا كان * 

  ∀:             0:      قطرية إذا كان *

   :بونرمز لھا  1كل عناصر القطر تساوي  المصفوفة الحيادية ھي المصفوفة القطرية مع -
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1  0  0  ⋯   0
0  1  0   …    0
0  0  1  ⋯   0
⋮    ⋮    ⋮    ⋮    ⋮
0  0  0   …   1

 

  والمعرفة ب        بھي المصفوفة المرموز لھا  منقول المصفوفة       -

  : -1-مثال

4   5     1     منقول المصفوفة   
0    1   3

ھي المصفوفة             
1     0
5     1
4     3

  

 :   تناظرية اذا كان    Aنقول أن المصفوفة    -    .     

 :   كان  إذاوضد التناظرية      .  

  : على المصفوفات  عمليات 3-1-1

  :  الجمع -

 أو طرح المصفوفتين      جمع  ,    و    :  بھي المصفوفة المعرفة        ,

    حيث        ∓

2     1         : -2-مثال
2    3

1  3
1     4

2     5
3    7

  

   :جداء مصفوفة بعدد -

  :  ب  ھي المصفوفة المعرفة    بالعدد الحقيقي   ,لمصفوفة      جداء ا

   . . ,  

.2      : -3-مثال
0    1   2
3    4   2
1    3  1

0   2    4
6    8    4
2     6    2

  

  :  جداء مصفوفتين -
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   جداء مصفوفتين ,  ,   ھي المصفوفة   ,   :  بالمعرفة    ,

.  

  : -4-مثال

               0  1
1  2

.
1   2
3  2

3   2
7   6

     و 1   2
3   2

.
 0   1
1  2

2    5
2    7

  

.:عموما لدينا     .  

1  2  0
0  1  1
1  0  0

.
1  4
2  0
0  1

5  4
2  1
1  4

  غير معرف         .لكن في ھذه الحالة الجداء      

  

  : خواص 

      ,         λ. A λ.  ∀λ ∈ IR  ,   

    A. B . C A. B. C    

.   . ,      . . .     ,     . . .  

  : -5-مثال

: لتكن المصفوفتين  
2  3   5
1  4      5

1  3  4
       ,     

1   3     5
1  3 5
1    3    5

  

 أحسب , .    ,      .     ,         ھي تناظرية  وھل المصفوفة         ,    

ليست تناظرية    المصفوفة : لدينا 
2   1        1
3      4      3
5      5  4

    ⇒      

  : مرتبة المصفوفة -
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 لتكن المصفوفة   ∈ , سطر أأو  عدد أعمدة  بنسمي مرتبة المصفوفة ونرمز لھا      

  المستقلة خطيا  المصفوفة  

  :مصفوفة مربعة  مقلوب 3-1-2

مصفوفة يساوى   في معكوسھا المصفوفةللمصفوفة بحيث يكون حاصل ضرب  يقصد به المعكوس

  : بحيث    بإذا وجدت مصفوفة مربعة نرمز لھا  قابلة للقلب Aأن المصفوفة المربعة  أي الوحدة

. .  

  : -7-مثال

1      1أوجد مقلوب المصفوفة     
0      1

  

    :نضع 
     

  : ومنه لدينا   

A. A I  ⇔
     

         
1  0
0   1

⇔ 1, 1, 0, 1 

           :ومنه 
1   1
0       1

  

  : لدينا الخواص التالية , لتين للقلب القاب Bو A لتكن المصفوفتين  

     , A A   , A. B B . A   , I  

  :المحددات  3-2

  :تعريف المصفوفة المستخرجة  3-2-1

   لتكن المصفوفة المربعة       Aلمستخرجة من المصفوفة للمصفوفة ا   بنرمز , ∋

  .jو العمود   iمن خلال حذف السطر رقم 

    : -1-مثال
1   0  2
3  1 1
0  5  2

  ⇒
1  1
5    2

  ,
1     2
3  1

  

   :تعريــف المحدد  3-2-2
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 لتكن المصفوفة المربعة     

⋯
⋮ ⋱ ⋮

⋯
  

  : ب  ھو العدد المرموز له  Aفان محدد المصفوفة  m=1من أجل  -

                                                              det | |  

  : ب  ھو العدد المرموز له Aفان محدد المصفوفة  m=2من أجل  -

                                           det | |    .  .  

 من أجل  -   :  ب  ھو العدد المرموز لهAفان محدد المصفوفة 2

det | | 1  
 .  

  Aد مختار عشوائيا من بين أعمدة المصفوفة ھو عمو j0حيث 

  : -2-مثال

1  2:    ة أحسب المحددات التالي 
4   2

2.2 4.1 0        

   
1  2  1
0  1  2
1  0  1

1.
1  2
0  1

2.
0  2
1  1

1.
0  1
1  0

1. 1 0 2. 0 2 1. 0 1 4 

     
0 1 1 3
1  2 1 1
0  0  3  3
0  1  8  0

0.
2  1 1
0    3  3
1    8  0

1 .
1 11
0  3  3
0  8  0

1.
1  2  1
0  0  3
0  1  0

3.
1 2 1
0  0  3
0  1  8

18 

  :خواص 

  مصفوفة مثلثيه  سفلية أو علوية أو قطرية فان محددھا يساوي جداء عناصرھا القطرية  Aإذا كانت  
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  : -3-مثال

1  2  5  0
0  4  1  2
0  0  3  1
0  0  0  2

1.4.3.2  و  24 4     0
0  1

    4                

  : خواص 

  : فان   λ بالعدد  Aھي حاصل ضرب سطر أو عمود واحد من المصفوفة   Bإذا كانت المصفوفة  -

| | λ. | | 

  :فان λ  بالعدد    ھي حاصل ضرب المصفوفة Bوبصفة عامة إذا كانت المصفوفة  -

| | . | | 

|: فان  Aين في المصفوفة إذا بدلنا ترتيب سطرين أو عمود - | | | 

   : -4-مثال

  لتكن

    
1  2
3  4

,  
5  10
3  4

,      
2  4
6  8

,      
3  4
1  2

 

  : لدينا 

| | 2  , | | 5. | | 10  ,   | | 2 . | | 8  ,   | | | | 2 

|A|    : سطر أو عمود معدوم فان  Aوفة  إذا كان في المصف - 0  

     | . | | |. | |         ,            | |    | | 

   : -5-مثال

1  1من أجل    
2  1

,   
1     0
1    2

.:     لدينا   
2    2
3    2

  

|:ومنه  | 1   ,   | | 2  ⇒   | . | |A|. |B| 1 .2 2    
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   :تعريف 

|: نظامية إذا كان  Aنقول أن المصفوفة  | 0     

  :نظرية 

  : مربعة فانه لدينا  Aإذا كانت المصفوفة  

A  مصفوفة قابلة للقلب⇔ | | 0 ⇔     

|     :نتيجة  |  
| |

   

  :تعريف المصفوفة المرافقة  3-2-3

  بعة مصفوفة مر       ∋لتكن        

  : كل  حيث     : ب  المصفوفة المعرفة A لنسمي مصفوفة مرافقة 

    1  .    .jوالعمود  iوذلك بحذف السطر Aھي مصفوفة مستخرجة من   و    

:    قابلة للقلب فان  Aإذا كانت المصفوفة  :نظرية 
| |
.  

   :-6-مثال

من أجل المصفوفة    
3    2  1
1     6     3
2   4  0

|لدينا    | 64   قابلة للقلب  Aومنه   0

لنحسب الآن عناصر المصفوفة   
   

        

   
     

 :        لدينا      1  . | | 12  ,     1 . | | 6   ,   

     1 . | | 16  

      1 . | |   4   ,     1 . | | 2  ,   

  1 . | | 16 
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1 . | | 12  ,   

  c 1 . | | 10  , 1 . | | 16 

إذن          
12 4  12
6 2 10
16 16 16

   ⇒ A
| |
  . C     .

12  4  12
6  2 10
16  16 16

  

   :-7-مثال

1  1من أجل المصفوفة     
1  2

|لدينا     | 1 0         

C قابلة للقلب  لنحسب عناصر المصفوفة   Aومنه    
C C
C C

  

1:    لدينا   . | |   2   ,         1   . | | 1           

1 . | | 1  ,        1 . | | 1 

2    إذن    1
1   1

 ⇒ A
| |
  . C       .

2    1
1      1

  

  

  سلسلة تمارين

    :لتكن المصفوفتين  :التمرين الأول
1  1
0  2

,  
2  5
3  7

  

,أوجد كلا من  .1 , , . 

 . ,ماذا تستنتج قارن بين  .ثم   .أوجد  .2

 .ماذا تستنتج .و  .ثم   ,أحسب  .3

: لتكن  :التمرين الثاني
3 4
1 5
2 2

    
1 2
0 3
3 1

  
1 2
4 0
2 5

    
1 0
2 1
1 2

   

,أحسب .1 3 , , , .  

  .  .أحسب    .ھل يمكن حساب .2
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لتكن المصفوفة التالية  :التمرين الثالث
1 1 0
1 0 1
1 1 1

   

  .أحسب محدد -1

  . أوجد مرتبة -2

  . أوجد -3

: لتكن المصفوفة التالية  :التمرين الرابع
0 1 1
1 0 1
1 1 0

   

 .قابلة للقلب  نتج أن ثم است 2: أثبت أن  -1

 . بدلالة   عبر عن   -2

*********************************  

  الفصل الرابع

  :جملة المعادلات الخطية -1

مصفوفة من  Aحيث  A.X=bمن بين أھم تطبيقات المحددات ھو حل جملة المعادلات الخطية من الشكل 

  .شعاع مجھول من   Xو    شعاع من  bقابلة للقلب و   )n،m(النمط 

 :طريقة كرامر 4-1

: بالعبارة التالية Xتعطى مركبات الشعاع 
| |

| |
مع تعويض العمود رقم  Aھي المصفوفة  حيث  

  i  بالشعاعb .  

  ) :كرامر ( حل جملة المعادلات باستخدام المحددات 

  : -1-مثال

  المعادلات  ول جملةحل أوجد
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5 6       15
3 4 29    

 

  :الحل 

  : حساب المحددنقوم ب - 1

det A
5 6
3 4

5 4 3 6 20 18 38 

  

 : det     نحسب - 2

  )┴(29- , 15 الشعاعفي المحدد ب xنعوض عن العمود 

det  A
15 6
29 4

15 4 29 6 114 

114

38
3 

 : det     نحسب - 3

 )29- , 15(┴ الشعاعفي المحدد ب yنعوض عن العمود 

det  A
5 15
3 29

5 29 3 15 190 

190

38
5 

 

  : -2-مثال

  :المعادلات  ول جملةحل أوجد 

2   4
3 5 3 1
2 7 8

 

  :الحل 

 det حسبن - 1 A :  
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|A|
1 2 1
3 5 3
2 7 1

 

1 5 1 2 3 2 1 3 7

2 5 1 7 3 1 1 3 2 3 

A| نحسب - 2 |  :  

det A
4 2 1
1 5 3
8 7 1

87 

87

3
29 

  

A|نحسب  - 3 |  :  

det A
1 4 1
3 1 3
2 8 1

33 

33

3
11 

A|نحسب  - 4 |  :  

det A
1 2 4
3 5 1
2 7 8

33 

33

3
11 

   ,              ,:   حيث A.X=bحل الجملة الخطية  :-3-مثال
1 1 2
1 3 8
1 3 11

5
15
21

  

|تملك حل وحيد لأن  =b   A.Xلدينا الجملة   :اذن  |
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| |

| |
2                

| |

| |
1                   

| |

| |
2 

      :ومنه حل الجملة ھو

 : طريقة استعمال المقلوب 4-2

 .: ليفيعطى الحل بالشكل التا Aنقوم بحساب مقلوب المصفوفة  

        :حل الجملة التالية :-4-مثال
1
2

3
يمكن كتابة ھذه الجملة على الشكل إذن      

 :التالي

1 0 1
1 1 1
0 1 1

      ,               ,         
1
2
3

     

: فنجد : نحسب أولا
0 1 1
1 1 0
1 1 1

  :ومنه حل الجملة ھو 

.
0 1 1
1 1 0
1 1 1

.
1
2
3

1
1
2

                                                             

******************************************  

  2017/2018: العام الدراسي      - 02-مقياس الرياضيات  –سي الثاني امتحان السدا

  :حيث مجموعة جزئية من  H   :)نقاط 6(الأولالتمرين 

 

, ∈ /   0   
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 . فضاء شعاعي جزئي من  Hھل  -1

   v,wتركيب خطي للشعاعين   cحتى يكون الشعاع  kأوجد العدد الحقيقي  -2

 c 1, 2, k  , v 1,1,1  , w 1,2,3   

A : حيث   A لتكن المصفوفة  :)نقاط8(التمرين الثاني
0 0 1
1 0 3
1 1 0

    

.4: حيث    Bالمصفوفة لتكن         

 detأحسب  - 1 B    . 

 : حيث  ∝أوجد العدد الحقيقي  - 2 4 ∝ 0  

 . Aقابلة للقلب ثم أوجد  Aاستنتج أن  - 3

.Aحل المعادلة   Aستعمال با - 4 X b  حيث: 

    ,
1
2
3

  

 التمرين الثالث (6نقاط):   ليكن التطبيق الخطي التالي  حيث : 

∶   →  

, ⟼ , 2 4 , 2  

, :  عين  - 1    . 

, :   أحسب - 2    



 

  2020/2021: كلية العلوم الاقتصادية                                                  السنة الجامعية 

     .MDLسنة أولى جذع مشترك 

  )الفصيلة الرابعة( قسم علوم المالية و المحاسبة   

   الفصل الثاني مع الحلول سلسلة تمارين 

  :التمرين الأول

  .نعتبر المجموعة الجزئية في الفضاء الشعاعي  

, /  0  

  . ھو فضاء جزئي من الفضاء الشعاعي  بين أن

  الحل

0 0,0 ϵ 0 :نلأ 0 0  

0  ∧   0    :∀ , , , ϵ  

,: لدينا  ,   :لأن    ,

0 0 0 

       : ومنه , , ϵ     

∀ λ ϵ ∶ 0                                              ,   ∀ , ϵ    

.: لدينا  , . , . ϵ   لأن:  

. λ. λ. . 0 0 

  :ومنه

∀ λ ϵ ∶   . , ϵ           ,∀ , ϵ  

  



 

  

  :التمرين الثاني

1,3,1الأشعة   في الفضاء الشعاعي    , 0,1, 1  , 2,5,3  

  .مرتبطة خطيا ھل ھي 

  الحل

∀:                                         لدينا   , ,   ∶ 

. . .    

⇒

2 0
3 5 0 

3 0
⇔

2
 

  :أي انه لدينا ,  2و  1نجد  1ومنه بوضع 

∃ 2, 1, 1 ϵIR ∶ 

2. 1. 1. 0,0,0  

  :التمرين الثالث

∶                                                      :   حيث , التالي خطي  قبين أن التطبي  ² → ² 

, ⟼ , 2 ,  

  الحل

  :لدينا

∀ , , ,  

, , ,  

2 ,  



 

2 2 ,  

2 , 2 ,  

, ,  

  :لدينا من جھة أخرى 

∀      ,∀ ,  

. , . , . . 2 . , . . . 2 ,

. ,  

   نحو  تطبيق خطي من  ومنه 

   :التمرين الرابع

: حيث  ليكن التطبيق التالي   

∶   →  

, ⟼ ,  

 بين أنه خطي - 1

, أوجد  - 2     

 ھل ھو تقابلي - 3

  :الحل

 تبيان أن التطبيق خطي - 1

  :لدينا

∀λ ∶            ,∀ ,  

, , ,  

 



 

. . , . .  

  .تطبيق خطي ومنه 

 :إيجاد الصورة والنواة

  :النواة )1

, /  ,  

⟺ , /  , 0 ,  / 0  

⟺ , /  , 1,1  ,  

    1,1      لأساس  1,1وھو مستقل خطيا  إذن     مولدة  ب  

1ومنه    .ليس متباين   وبالتالي   0

  : الصورة)2

∋                                 :لدينا  / ∃ , ∈ :  ,  

⇔ ∈ / ∃ , ∈ :   

⇔ ∈ /   ∈  

 :             ومنه  1    

 .تقابلي ليس  ومنه  التطبيق  غامر فإن التطبيق                 بما أن

1لتكن المصفوفتين   :الخامسالتمرين  1
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 :أوجد  - 1 , ,   : أوجدثم  ؟, . ,  ؟ وماذا تستنتج.

  الحل
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3 9
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                                         لا يساوي عدد أسطر لأن عدد أعمدة     .لا يمكن حساب  
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مع الجمع و  في العمود الأول من   من  لھذا العنصر موجود في السطر الأول العمود الأول وبالتالي نقوم بضرب السطر الأو

 .نكمل بنفس الطريقة لإيجاد باقي العناصر
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 ؟ثم أحسب مقلوبيھما في حالة الوجود مستعملا المصفوفة المرافقة ؟قابلتين للقلب    ,ھل  - 1

C: حيث  لتكن المصفوفة  - 2
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0 2 4

 ؟  أوجد مرتبة   
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فإذا كان المحدد يختلف على  قابلتين للقلب أم لا يجب حساب المحدد أولا   ,لكي نثبت أن  -1
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 | |
1 0 1
1 1 2
0 1 1

1.
1 2
1 1

1 .
0 1
1 1

0.
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  .غير قابلة للقلب  وبالتالي   0

 :باستعمال المصفوفة المرافقة وعليه إذن يمكن حساب مقلوب 
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تحتوي على أربعة أسطر وثلاث أعمدة وعليه فإن مرتبتھا ھي أكبر  نلاحظ أن :  مرتبة  -2

 .4وبالتالي فمرتبتھا  عدد من الأشعة السطرية أو العمودية المستقلة خطيا

  3بأخذ الأشعة السطرية نجد أنھا مرتبطة خطيا وبالتالي   

C:نحسب محدد المصفوفة المستخرجة ولتكن  
2      3      4
1       0     1
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|C1| :ومنه نجد 
2 3 4
1 0 1
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16 0             

C1 : يختلف عن الصفر فإن Cبما أن محدد     Cمن مرتبة  وبالتالي مرتبة  3

  .3:    إذن 

: لتكن المصفوفتين  :الثامنالتمرين 
1

0 2 0
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|ثم تأكد من أن   ؟ ,أحسب محددي  -  | 4 |   ؟ولماذا  |
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عبارة عن مصفوفتين مثلثيتين علويتين وبالتالي كما  ,نلاحظ أن كل من :  , حساب محددي

  :أخذنا في الدرس أن محدديھما عبارة عن جداء عناصر القطر الرئيسي وعليه نجد
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 ؟أوجد ثم  Aأحسب محدد  -1

و  : حيث .أوجد حلا للجملة  باستعمال 
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   :حساب المحدد ل-1
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   :وبالتالي نحصل على  .
12      4           12
6      2       10
16     16         16

2
1
4

  

  :حل الجملة التالية :العاشرالتمرين 
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: فنجد) كيفية إيجاد  أنظر التمارين السابقة( : نحسب أولا
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2
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1
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حل الجملة الثانية إما بنفس الطريقة أو إستعمال طريقة كرامر رأينا في حل الجملة الأولى  )2

 :طريقة المقلوب وبالتالي نستعمل طريقة كرامر لحل الجملة الثانية وعليه

من الجملة 
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: العبارة التاليةطريقة كرامر تعتمد على 
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مع تعويض العمود  Aھي المصفوفة  حيث  

  .bبالشعاع  i  رقم 
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cھل الشعاع  :التمرين الحادي عشر*) 3,   :ھو تركيب خطي للشعاعين  5,2

 w 2,0, 1  , v 1,5,0   

cيكون الشعاع  k:  من أجل أي قيمة ل  1,   :عبارة خطية للشعاعين ,2



 

a 1, 1,1 , 1,2,3  

 *)التمرين الثاني عشر:   ليكن التطبيق الخطي التالي  حيث : 
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, :   أحسب    
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  :لتكن المجموعتين :عشر الرابعالتمرين *)
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,حدد بعدي  H.  

  توجه للطلبة*) التمارين ذات العلامة : ملاحظة

 التمرين الخامس عشر**: موجه للطلبة
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  ؟ . أوجد مرتبة  -4
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2: حيث    Dأوجد المصفوفة   - 7  ؟ .  
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