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ሺ݂ሻݎ݁ܭ⟺ ൌ ሼሺݔ, ݔଶ/3ܴܫሻ߳ݕ െ ݕ ൌ 0  ∧ ݕ2 െ ݔ ൌ 0ሽ

ൌ ሼሺݔ, ݔ /ଶܴܫሻ߳ݕ ൌ 0 ∧ ݕ ൌ 0ሽ 

⇔ ሺ݂ሻݎ݁ܭ ൌ ሼሺ0,0ሻሽ 

ሺ݂ሻݎ݁ܭ :  أنبما  ൌ ሼሺ0,0ሻሽ ൌ ሼܱூோమሽ  متباين  ݂فإن التطبيق  

ሺ݂ሻ݉ܫ  :لدينا  ൌ ሼሺߙ, ሻߚ ∈ ,ݔଶ/ ∃ሺܴܫ ሻݕ ∈ ,ߙଶ: ሺܴܫ ሻߚ ൌ ݂ሺݔ,   ሻሽݕ

⇔ ሺ݂ሻ݉ܫ ൌ ሼሺܽ, ܾሻ ∈ ,ݔଶ/ ∃ሺܴܫ ሻݕ ∈ ,ଶ: ሺܴܽܫ ܾሻ ൌ ݂ሺ3ݔ െ ,ݕ ݕ2 െ  ሻሽݔ

⇔ ሺ݂ሻ݉ܫ ൌ ሼሺ3ݔ െ ,ݕ ݕ2 െ ሻݔ ∈ ,ݔଶ/  ሺܴܫ ሻݕ ∈ ଶሽܴܫ ൌ  ଶܴܫ

ሺ݂ሻ݉ܫ :  بما أن ൌ   .تقابلي  ݂ومنه  التطبيق  غامر ݂فإن التطبيق  ଶܴܫ

*****************************  

  الفصل الثالث

  المصفوفات والمحددات-3

  :المصفوفات 3-1

:  عاريفت -

௜௝ܽحقل والعناصر  IKليكن  -   ∈ IK , ݅ ൌ 1:݉    , ݆ ൌ 1: ݊   

  .و أعمدة سطور مستطيلة من الأعداد منتظمة بشكل مربعة أو بأنھا مجموعةتعرف المصفوفة 

A୧୨ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
aଵଵ aଵଶ … aଵ୬
aଶଵ aଶଶ … aଶ୬
aଷଵ aଷଶ … aଷ୬
… … … …
a୫ଵ a୫ଶ … a୫୬ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې

ܑ ൌ ,  سطر ܒ ൌ عمود
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ܣ   : التالي الشكل إذن ൌ ൭

ܽଵଵ ⋯ ܽଵ௡
⋮ ⋱ ⋮

ܽ௠ଵ ⋯ ܽ௠௡
൱  ونقول عمود  و ݊  سطر  ݉يسمى مصفوفة ذات

,ሺ݉أيضا مصفوفة من النوع   ݊ሻ      ܣ:     بونرمز ∈   ௠.௡ܭܫ

ሺܽଵଵ ܽଵଶ ܽଵଷ ( :حيث السطر الأول ھو   … ܽଵ௡    

  :والعمود الأول ھو

ۉ

ۈ
ۇ

ܽଵଵ
ܽଶଵ
ܽଷଵ
⋮

ܽ௠ଵی

ۋ
ۊ

   

  :    ب  لمصفوفةكما نرمز ل

ܽ௜௝ܣ  مع ൌ ൫ܽ௜௝൯ ݅ ൌ 1:݉ ,    ݆ ൌ 1: n   ھو العنصر الذي يقع في السطرi  والعمودj .  

ܣ   :و بصفة عامة نكتب  ∈      ሻܭܫ௠,௡ ሺܯ

ܤ  نقول أن المصفوفتين   - ൌ ൫ܾ௜௝൯ܣ  و ൌ ሺܽ௜௝ ሻ         متساويتين اذا كان    :  

∀݅ ൌ 1:݉, ∀݆ ൌ 1: n: ܽ୧୨ ൌ b୧୨ 

ܣ نقول أن المصفوفة   - ൌ ሺܽ௜௝ሻ       معدومة اذا كان :∀݅ ൌ 1: ݊        ∶ ܽ୧୨ ൌ 0  

ܣ  نقول أن المصفوفة    - ൌ ሺܽ௜௝ሻ     مربعة اذا كان :n=m 

ܣنقول عن المصفوفة     - ൌ ሺܽ௜௝ሻ       المربعة أنھا :  

୧୨ܽ:      مثلثية سفلى إذا كان *  ൌ 0      :∀݆ ൐ ݅  

୧୨ܽ:     مثلثية علوية إذا كان *  ൌ 0       :∀݆ ൏ ݅  

୧୨ܽ:      قطرية إذا كان * ൌ 0             :∀݆ ് ݅  

   :بونرمز لھا  1كل عناصر القطر تساوي  المصفوفة الحيادية ھي المصفوفة القطرية مع -
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ܫ ൌ

ۉ

ۈ
ۇ

1  0  0  ⋯   0
0  1  0   …    0
0  0  1  ⋯   0
⋮    ⋮    ⋮    ⋮    ⋮
0  0  0   … ی1  

ۋ
ۊ

 

ܣمنقول المصفوفة       - ൌ ൫ܽ௜௝൯  ܣ  بھي المصفوفة المرموز لھا୲      ܣوالمعرفة ب୲ ൌ ൫ ௝ܽ௜൯  

  : -1-مثال

ܣ     منقول المصفوفة    ൌ ቀ
1     5   4
0    1   3

ቁ             ܣھي المصفوفة୲ ൌ ൭
1     0
5     1
4     3

൱  

Aنقول أن المصفوفة    - ൌ ൫ܽ௜௝൯    ܣ:   تناظرية اذا كان  ൌ      . ୲ܣ  

 ܣ:   كان  إذاوضد التناظرية   ൌ െ  ܣ୲ .  

  : على المصفوفات  عمليات 3-1-1

  :  الجمع -

ܤأو طرح المصفوفتين      جمع  ൌ ሺܾ௜௝ሻ ௠,௡ ܣ   و ൌ ሺܽ௜௝ሻ௠,௡        بھي المصفوفة المعرفة  :  

ܿ ൌ ܣ ∓ ௜௝ܿ  حيث        ܤ ൌ ܽ௜௝ േ ܾ௜௝  

ቀ         : -2-مثال
1     2
2    3

ቁ ൅ ቀ
1  3
1     4

ቁ ൌ ቀ
2     5
3    7

ቁ  

   :جداء مصفوفة بعدد -

ܣلمصفوفة      جداء ا ൌ ሺܽ௜௝ሻ௠,௡   ب  ھي المصفوفة المعرفة    ߣبالعدد الحقيقي  :  

.ߣ   ܣ ൌ ሺߣ. ܽ௜௝ሻ௠,௡ 

.2      : -3-مثال ൭
0    1   2
3    4   2
1    3  1

൱ ൌ ൭
0   2    4
6    8    4
2     6    2

൱  

  :  جداء مصفوفتين -
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ܤ  جداء مصفوفتين ൌ ሺܾ௜௝ሻ ௡,௣ , ܣ ൌ ሺܽ௜௝ሻ௠,௡   ܥ ھي المصفوفة ൌ ሺܿ௜௝ሻ ௠,௣    بالمعرفة  :  

ܿ௜௝ ൌ ෍ܽ௜௞

௡

௞ୀଵ

. ܾ௞௝ 

  : -4-مثال

               ቀ
0  1
1  2

ቁ . ቀ
1   2
3  2

ቁ ൌ ቀ
3   2
7   6

ቁ      و ቀ1   2
3   2

ቁ . ቀ
 0   1
1  2

ቁ ൌ ቀ
2    5
2    7

ቁ  

.ܣ:عموما لدينا     ܤ ് .ܤ   ܣ

൭
1  2  0
0  1  1
1  0  0

൱ . ൭
1  4
2  0
0  1

൱ ൌ ൭
5  4
2  1
1  4

൱      ܣلكن في ھذه الحالة الجداء.   غير معرف         ܤ

  

  : خواص 

ሺܣ ൅ ሻ௧ܤ ൌ ୲ ܣ ൅ ୲ܤ ൌ ୲ܤ ൅ .୲  ,        ሺλ ܣ Aሻ୲ ൌ λ. ୲ ∀λܣ ∈ IR  ,   

   ሺA. Bሻ. C ൌ A. ሺB. Cሻ   

ሺܣ. ሻ௧ܤ ൌ .୲ ܤ .ܣ     ,୲ܣ ሺܤ ൅ ሻܥ ൌ .ܣ ܤ ൅ .ܣ ܤሺ    ,    ܥ ൅ .ሻܥ ܣ ൌ .ܤ ܣ ൅ .ܥ  ܣ

  : -5-مثال

ܣ: لتكن المصفوفتين   ൌ ൭
2 െ  3   െ 5
െ1  4      5
1  െ 3  െ 4

൱ ܤ     ,        ൌ ൭
െ1   3     5
1  െ 3 െ 5
െ1    3    5

൱  

,୲ ܣأحسب .ܣ .ܤ     ,   ܤ ܣ      ,    ܣ ൅ ܣሺ     ,    ܤ ൅   ھي تناظرية  ܣوھل المصفوفة    ሻ௧ܤ

୲ܣليست تناظرية    ܣالمصفوفة : لدينا  ൌ ൭
2   െ 1        1
െ3      4      െ 3
െ5      5  െ 4

൱    ് ܣ ⇒      

  : مرتبة المصفوفة -
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 ܣلتكن المصفوفة   ∈ سطر أأو  عدد أعمدة ሻܣሺ݃ݎ بنسمي مرتبة المصفوفة ونرمز لھا      ௠,௡ܯ

  المستقلة خطيا  ܣالمصفوفة  

  :مصفوفة مربعة  مقلوب 3-1-2

مصفوفة يساوى   في معكوسھا المصفوفةللمصفوفة بحيث يكون حاصل ضرب  يقصد به المعكوس

  : بحيث   ଵିܣ بإذا وجدت مصفوفة مربعة نرمز لھا  قابلة للقلب Aأن المصفوفة المربعة  أي الوحدة

.ܣ ଵିܣ ൌ .ଵିܣ ܣ ൌ  ܫ

  : -7-مثال

ܣأوجد مقلوب المصفوفة      ൌ ቀ
1      1
0      1

ቁ  

ଵିܣ:نضع  ൌ ቀ
ܽ    ܾ
ܿ     ݀

ቁ   ومنه لدينا :  

A. Aିଵ ൌ I  ⇔ ቀ
 ܽ ൅ ܿ   ܾ ൅ ݀
ܿ         ݀

ቁ ൌ ቀ
1  0
0   1

ቁ ⇔ ܽ ൌ 1, ܾ ൌ െ1, ܿ ൌ 0, ݀ ൌ 1 

ଵିܣ           :ومنه  ൌ ቀ
1   െ 1
0       1

ቁ  

  : لدينا الخواص التالية , لتين للقلب القاب Bو A لتكن المصفوفتين  

ሺିܣଵሻ௧ ൌ ሺܣ୲ሻିଵ     , ሺAିଵሻିଵ ൌ A   , ሺA. Bሻିଵ ൌ Bିଵ. Aିଵ  , Iିଵ ൌ  ܫ

  :المحددات  3-2

  :تعريف المصفوفة المستخرجة  3-2-1

ܣ   لتكن المصفوفة المربعة   ൌ ሺܽ௜௝ ሻ ∈   Aلمستخرجة من المصفوفة للمصفوفة ا  ୧୨ܣ بنرمز , ௠ܯ

  .jو العمود   iمن خلال حذف السطر رقم 

ܣ    : -1-مثال ൌ ൭
1   0  2
3  1 െ 1
0  5  2

൱   ⇒ ଵଵܣ ൌ ቀ
1  െ 1
5    2

ቁ  , ଷଶܣ ൌ ቀ
1     2
3  െ 1

ቁ  

   :تعريــف المحدد  3-2-2
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ܣلتكن المصفوفة المربعة      ൌ  ൭

ܽଵଵ ⋯ ܽଵ௠
⋮ ⋱ ⋮

ܽ௠ଵ ⋯ ܽ௠௠
൱  

  : ب  ھو العدد المرموز له  Aفان محدد المصفوفة  m=1من أجل  -

                                                              detሺܣሻ ൌ |ܣ| ൌ ܽଵଵ  

  : ب  ھو العدد المرموز له Aفان محدد المصفوفة  m=2من أجل  -

                                           detሺܣሻ ൌ |ܣ| ൌ  ܽଵଵ . ܽଶଶ െ ܽଵଶ . ܽଶଵ  

݉ من أجل  - ൐   :  ب  ھو العدد المرموز لهAفان محدد المصفوفة 2

detሺ ሻܣ ൌ |ܣ| ൌ෍ሺെ1ሻ௜ା௝଴ 
௠

௜ୀଵ

ܽ௜௝଴ . หܣ௜௝଴ห 

  Aد مختار عشوائيا من بين أعمدة المصفوفة ھو عمو j0حيث 

  : -2-مثال

ቚ:    ة أحسب المحددات التالي 
2  1
4   2

ቚ ൌ 2.2 െ 4.1 ൌ 0        

ተ

൅ െ ൅
1  2  1
0  1  2
1  0  1

ተ ൌ ൅1. ቚ
1  2
0  1

ቚ െ 2. ቚ
0  2
1  1

ቚ ൅ 1. ቚ
0  1
1  0

ቚ

ൌ ൅1. ሺ1 െ 0ሻ െ 2. ሺ0 െ 2ሻ ൅ 1. ሺ0 െ 1ሻ ൌ 4 

ተ
ተ

൅ െ ൅ െ
0 െ 1 1 3
1  2 െ 1 1
0  0  3  3
0  1  8  0

ተ
ተ ൌ ൅0. อ

2  െ 1 1
0    3  3
1    8  0

อ െ ሺെ1ሻ. อ
1 െ 11
0  3  3
0  8  0

อ ൅ 1. อ
1  2  1
0  0  3
0  1  0

อ െ 3. อ
1 2 െ 1
0  0  3
0  1  8

อ

ൌ െ18 

  :خواص 

  مصفوفة مثلثيه  سفلية أو علوية أو قطرية فان محددھا يساوي جداء عناصرھا القطرية  Aإذا كانت  
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  : -3-مثال

ተ

1  2  5  0
0  4  1  2
0  0  3  1
0  0  0  2

ተ ൌ 1.4.3.2 ൌ  و  24 ቚ 4     0
0  െ 1

ቚ    ൌ െ4                

  : خواص 

  : فان   λ بالعدد  Aھي حاصل ضرب سطر أو عمود واحد من المصفوفة   Bإذا كانت المصفوفة  -

|ܤ| ൌ λ.  |ܣ|

  :فان λ  بالعدد    ௠ܯ߳ܣھي حاصل ضرب المصفوفة Bوبصفة عامة إذا كانت المصفوفة  -

|ܤ| ൌ .௠ߣ  |ܣ|

|ܤ|: فان  Aين في المصفوفة إذا بدلنا ترتيب سطرين أو عمود - ൌ െ|ܣ| 

   : -4-مثال

  لتكن

ܣ     ൌ ቀ
1  2
3  4

ቁ , ଵܤ  ൌ ቀ
5  10
3  4

ቁ,   ܤଶ   ൌ ቀ
2  4
6  8

ቁ,    ܤଷ  ൌ ቀ
3  4
1  2

ቁ 

  : لدينا 

|ܣ| ൌ െ2  , |ଵܤ| ൌ 5. |ܣ| ൌ െ10  ,   |ܤଶ| ൌ 2ଶ. |ܣ| ൌ െ8  ,   |ܤଷ| ൌ െ|ܣ| ൌ ൅2 

|A|    : سطر أو عمود معدوم فان  Aوفة  إذا كان في المصف - ൌ 0  

.ܣ|      |ܤ ൌ .|ܣ| |ܣ|            ,         |ܤ| ൌ     |௧ܣ|

   : -5-مثال

ܣمن أجل     ൌ ቀ
1  1
2  1

ቁ ܤ   , ൌ ቀ
1     0
1    2

ቁ   ܣ:     لدينا. ܤ ൌ ቀ
2    2
3    2

ቁ  

|ܣ|:ومنه  ൌ െ1   ,   |ܤ| ൌ 2  ⇒   .ܣ| |ܤ ൌ |A|. |B| ൌ ሺെ1ሻ.2 ൌ െ2    
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   :تعريف 

|ܣ|: نظامية إذا كان  Aنقول أن المصفوفة  ് 0     

  :نظرية 

  : مربعة فانه لدينا  Aإذا كانت المصفوفة  

A  ݃ݎمصفوفة قابلة للقلبሺܣሻ ൌ ݉ ⇔ |ܣ| ് 0 ⇔     

|ଵିܣ|     :نتيجة   ൌ
ଵ

|஺|
   

  :تعريف المصفوفة المرافقة  3-2-3

ܣلتكن         ∈   بعة مصفوفة مر       ௠ܯ

௧ܥ   : ب  المصفوفة المعرفة A لنسمي مصفوفة مرافقة  ൌ ሺܿ௜௝ሻ
௧  كل  حيث :  

 ܿ௜௝   ൌ ሺെ1ሻ௜ା௝ . หܣ௜ ௝ ห   ܣو௜௝   ھي مصفوفة مستخرجة منA وذلك بحذف السطرi  والعمودj. 

ଵିܣ:    قابلة للقلب فان  Aإذا كانت المصفوفة  :نظرية  ൌ
ଵ

|஺|
.   ௧ܥ

   :-6-مثال

ܣمن أجل المصفوفة     ൌ ൭
3    2  െ 1
1     6     3
2   െ 4  0

൱   ܣ|لدينا| ൌ 64 ്   قابلة للقلب  Aومنه   0

ܥلنحسب الآن عناصر المصفوفة    ൌ ൭

ܿଵଵ ܿଵଶ ܿଵଷ
ܿଶଵ   ܿଶଶ  ܿ ଶଷ
ܿଷଵ ܿଷଶ ܿଷଷ

൱     

   ଵଵܿ :        لدينا  ൌ ሺെ1ሻଵାଵ . |ଵଵܣ| ൌ 12  ,    ܿଵଶ ൌ ሺെ1ሻଵାଶ. |ଵଶܣ| ൌ 6   ,   

  ܿଵଷ  ൌ ሺെ1ሻଵାଷ. |ଵଷܣ| ൌ െ16  

     ܿଶଵ ൌ ሺെ1ሻଶାଵ. |ଶଵܣ|  ൌ 4   ,    ܿଶଶ ൌ ሺെ1ሻଶାଶ. |ଶଶܣ| ൌ 2  ,   

 ܿଶଷ ൌ ሺെ1ሻଶାଷ. |ଶଷܣ| ൌ 16 
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ܿଷଵ ൌ ሺെ1ሻଷାଵ. |ଵଷܣ| ൌ 12  ,   

  cଷଶ ൌ ሺെ1ሻଷାଶ. |ଷଶܣ| ൌ െ10  , ܿଷଷ ൌ ሺെ1ሻଷାଷ. |ଷଷܣ| ൌ 16 

୲ܥإذن           ൌ ൭
12 4  12
6 2 െ 10
െ16 16 16

൱    ⇒ Aିଵ ൌ
ଵ

|୅|
  . C୲  ൌ

ଵ

଺ସ
  . ൭

12  4  12
6  2 െ 10
െ16  16 16

൱  

   :-7-مثال

ܣمن أجل المصفوفة      ൌ ቀ
1  1
1  2

ቁ    ܣ|لدينا| ൌ 1 ് 0         

C قابلة للقلب  لنحسب عناصر المصفوفة   Aومنه  ൌ    ൬
CଵଵCଵଶ
CଶଵCଶଶ

൰  

ଵଵܥ:    لدينا  ൌ ሺെ1ሻଵାଵ . |ଵଵܣ|  ൌ 2   ,      ܿଵଶ  ൌ ሺെ1ሻଵାଶ  . |ଵଶܣ| ൌ െ1           

ଶଵܥ ൌ ሺെ1ሻଶାଵ. |ଶଵܣ| ൌ െ1  ,       ܿଶଶ ൌ ሺെ1ሻଶାଶ. |ଶଶܣ| ൌ 1 

୲ܿ    إذن    ൌ ቀ
2 െ 1
െ1   1

ቁ  ⇒ Aିଵ ൌ
ଵ

|୅|
  . C୲   ൌ

ଵ

ଵ
   . ቀ

2    െ 1
െ1      1

ቁ  

  

  سلسلة تمارين

ܣ    :لتكن المصفوفتين  :التمرين الأول ൌ ቀ
1  1
0  2

ቁ ,  ܤ ൌ ቀ
2  5
3  7

ቁ  

௧ܣأوجد كلا من  .1 ൅ ,௧ܤ ሺܣ ൅ ,ሻ௧ܤ ,௧ܤ  . ௧ܣ

.௧ܤأوجد  .2 .ܣሺثم   ௧ܣ ,ܣماذا تستنتج قارن بين  ሻ௧ܤ ሺܣ௧ሻ௧ . 

,ଵିܤأحسب  .3 .ଵିܤثم   ଵିܣ .ܣሺو  ଵିܣ  .ماذا تستنتج ሻିଵܤ

ܣ: لتكن  :التمرين الثاني ൌ ൭
3 െ4
1 5
2 2

    
1 2
0 3
3 െ1

൱  ܤ ൌ ൭
1 2
4 0
2 െ5

    
െ1 0
2 1
1 2

൱   

ܣأحسب .1 െ ,ܤ ,ܤെ,ܣ3 ,௧ܤ   . ௧ܣ

.ܣھل يمكن حساب .2 .ܣأحسب    ܤ   .  ௧ܤ
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ܣلتكن المصفوفة التالية  :التمرين الثالث ൌ ൭
1 1 0
1 0 1
1 െ1 െ1

൱   

  .ܣأحسب محدد -1

  . ܣأوجد مرتبة -2

  . ଵିܣأوجد -3

ܣ: لتكن المصفوفة التالية  :التمرين الرابع ൌ ൭
0 1 1
1 0 1
1 1 0

൱   

ଶܣ: أثبت أن  -1 ൌ ܫ2 ൅  .قابلة للقلب  ܣنتج أن ثم است ܣ

 . ܣبدلالة   ଵିܣعبر عن   -2

*********************************  

  الفصل الرابع

  :جملة المعادلات الخطية -1

مصفوفة من  Aحيث  A.X=bمن بين أھم تطبيقات المحددات ھو حل جملة المعادلات الخطية من الشكل 

  .࢓ࡾشعاع مجھول من   Xو    ࢓Թشعاع من  bقابلة للقلب و   )n،m(النمط 

 :طريقة كرامر 4-1

࢏࢞: بالعبارة التالية Xتعطى مركبات الشعاع  ൌ
|࢏࡭|

|࡭|
مع تعويض العمود رقم  Aھي المصفوفة  ܑ࡭حيث  

  i  بالشعاعb .  

  ) :كرامر ( حل جملة المعادلات باستخدام المحددات 

  : -1-مثال

  المعادلات  ول جملةحل أوجد
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൜
ݔ5 െ  ݕ6 ൌ     15
ݔ3 ൅ ݕ4 ൌ 29    

 

  :الحل 

  : حساب المحددنقوم ب - 1

detሺAሻ ൌ ቚ
5 െ6
3 4

ቚ ൌ 5ሺ4ሻ െ 3ሺെ6ሻ ൌ 20 ൅ 18 ൌ 38 

  

 :ଵሻܣdet ሺ     نحسب - 2

  )┴(29- , 15 الشعاعفي المحدد ب xنعوض عن العمود 

det ሺAଵሻ ൌ ቚ
15 െ6
െ29 4

ቚ ൌ 15ሺ4ሻ െ ሺെ29ሻሺെ6ሻ ൌ െ114 

ݔ ൌ
െ114

38
ൌ െ3 

 :ଶሻܣdet ሺ     نحسب - 3

 )29- , 15(┴ الشعاعفي المحدد ب yنعوض عن العمود 

det ሺAଶሻ ൌ ቚ
5 15
3 െ29

ቚ ൌ 5ሺെ29ሻ െ 3ሺ15ሻ ൌ െ190 

ݕ ൌ
െ190

38
ൌ െ5 

 

  : -2-مثال

  :المعادلات  ول جملةحل أوجد 

൝

ݔ ൅ ݕ2 ൅  ݖ ൌ 4
ݔ3 ൅ ݕ5 ൅ ݖ3 ൌ 1
ݔ2 ൅ ݕ7 െ ݖ ൌ 8

 

  :الحل 

  : det ሺAሻ حسبن - 1
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|A| ൌ อ
1 2 1
3 5 3
2 7 െ1

อ 

ൌ ሾሺ1 ൈ 5 ൈ െ1ሻ ൅ ሺ2 ൈ 3 ൈ 2ሻ ൅ ሺ1 ൈ 3 ൈ 7ሻሿ

െ ሾሺ2 ൈ 5 ൈ 1ሻ ൅ ሺ7 ൈ 3 ൈ 1ሻ ൅ ሺെ1 ൈ 3 ൈ 2ሻሿ ൌ 3 

  :  |Aଵ| نحسب - 2

detሺAଵሻ ൌ อ
4 2 1
1 5 3
8 7 െ1

อ ൌ െ87 

ݔ ൌ
െ87

3
ൌ െ29 

  

  :  |Aଶ|نحسب  - 3

detሺAଶሻ ൌ อ
1 4 1
3 1 3
2 8 െ1

อ ൌ 33 

ݕ ൌ
33

3
ൌ 11 

  :  |Aଷ|نحسب  - 4

detሺAଷሻ ൌ อ
1 2 4
3 5 1
2 7 8

อ ൌ 33 

ݖ ൌ
33

3
ൌ 11 

ܺ            ,:   حيث A.X=bحل الجملة الخطية  :-3-مثال ൌ ൭

ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
൱  ,   ܣ ൌ ൭

1 1 2
1 3 8
1 3 11

൱

ܾ ൌ ൭
5
15
21
൱  

|࡭|تملك حل وحيد لأن  =b   A.Xلدينا الجملة ൌ ૟ ് ૙  اذن:  
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ଵݔ ൌ
|஺భ|

|஺|
ൌ

อ
ହ ଵ ଶ
ଵହ ଷ ଼
ଶଵ ଷ ଵଵ

อ

଺
ൌ

ଵଶ

଺
ൌ ଶݔ                2 ൌ

|஺మ|

|஺|
ൌ

อ
ଵ ହ ଶ
ଵ ଵହ ଼
ଵ ଶଵ ଵଵ

อ

଺
ൌ

ି଺

଺
ൌ െ1                   

ଷݔ ൌ
|஺య|

|஺|
ൌ

อ
ଵ ଵ ହ
ଵ ଷ ଵହ
ଵ ଷ ଶଵ

อ

଺
ൌ

ଵଶ

଺
ൌ 2 

ࢄ    :ومنه حل الجملة ھو ൌ ൭
૛
െ૚
૛
൱  

 : طريقة استعمال المقلوب 4-2

ܺ: ليفيعطى الحل بالشكل التا Aنقوم بحساب مقلوب المصفوفة   ൌ .ଵିܣ ܾ 

൝        :حل الجملة التالية :-4-مثال

ଵݔ ൅ ଷݔ ൌ 1
ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ ൌ 2
ଶݔ ൅ ଷݔ ൌ 3

يمكن كتابة ھذه الجملة على الشكل إذن      

 :التالي

ܣ ൌ ൭
1 0 1
1 1 1
0 1 1

൱      ,        ܺ ൌ ൭

ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
൱      ,         ܾ ൌ ൭

1
2
3
൱     

ଵିܣ: فنجد ૚ି࡭: نحسب أولا ൌ ൭
0 1 െ1
െ1 1 0
1 െ1 1

൱ ومنه حل الجملة ھو:  

ܺ ൌ .ଵିܣ ܾ ൌ ൭
0 1 െ1
െ1 1 0
1 െ1 1

൱ . ൭
1
2
3
൱ ൌ ൭

െ1
1
2
൱                                                             

******************************************  

  2017/2018: العام الدراسي      - 02-مقياس الرياضيات  –سي الثاني امتحان السدا

Թمجموعة جزئية من  H   :)نقاط 6(الأولالتمرين 
ଶ

  :حيث 

 

ܪ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ ∈ Թଶ/  ݔ ൑ 0 ሽ 
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Թفضاء شعاعي جزئي من  Hھل  -1
ଶ

 . 

   v,wتركيب خطي للشعاعين   cحتى يكون الشعاع  kأوجد العدد الحقيقي  -2

 c ൌ ሺ1,െ2, kሻ , v ൌ ሺ1,1,1ሻ , w ൌ ሺ1,2,3ሻ  

A : حيث   A لتكن المصفوفة  :)نقاط8(التمرين الثاني ൌ ൭
0 0 1
1 0 3
1 1 0

൱    

௧ܤ: حيث    Bالمصفوفة لتكن     ൌ 4.     ௧ܣ

 .   det ሺBሻأحسب  - 1

ଷܣ : حيث  ∝أوجد العدد الحقيقي  - 2 െ ∝൅ܣ4 ଷܫ ൌ 0ଷ  

 . Aିଵقابلة للقلب ثم أوجد  Aاستنتج أن  - 3

.Aحل المعادلة   Aିଵستعمال با - 4 X ൌ b  حيث: 

 ܺ ൌ ቆ
ݔ
ݕ
ݖ
ቇ   , ܾ ൌ ൭

െ1
െ2
3
൱  

 التمرين الثالث (6نقاط):   ليكن التطبيق الخطي التالي  حيث : 

݂ ∶   ଶܴܫ →  ଶܴܫ

ሺݔ, ሻݕ ⟼ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ2ݔ െ ,ݕ4 ݔ െ  ሻݕ2

, ሺ݂ሻ݉ܫ:  عين  - 1  .   ሺ݂ሻݎ݁݇

, ሺ݂ሻ݉ܫ݉݅݀:   أحسب - 2   ሺ݂ሻݎ݁݇ ݉݅݀



 

  2020/2021: كلية العلوم الاقتصادية                                                  السنة الجامعية 

     .MDLسنة أولى جذع مشترك 

  )الفصيلة الرابعة( قسم علوم المالية و المحاسبة   

   الفصل الثاني مع الحلول سلسلة تمارين 

  :التمرين الأول

  .نعتبر المجموعة الجزئية ଶܴܫفي الفضاء الشعاعي  

ܨ ൌ ሼሺݔ, ݔ /ଶܴܫሻ߳ݕ ൅ ݕ ൌ 0ሽ 

  . ଶܴܫھو فضاء جزئي من الفضاء الشعاعي ܨ بين أن

  الحل

0Թమ ൌ ሺ0,0ሻϵ0 :نلأ ܨ ൅ 0 ൌ 0  

ଵݔ ൅ ଵݕ ൌ 0  ∧ ଶݔ  ൅ ଶݕ ൌ 0    :∀ሺݔଵ, ,ଵሻݕ ሺݔଶ,   ܨଶሻϵݕ

,ଵݔሺ: لدينا  ଵሻݕ ൅ ሺݔଶ, ଶሻݕ ൌ ሺݔଵ ൅ ,ଶݔ ଵݕ ൅   :لأن    ܨଶሻ߳ݕ

ሺݔଵ ൅ ଶሻݔ ൅ ሺݕଵ ൅ ଶሻݕ ൌ ሺݔଵ ൅ ଵሻݕ ൅ ሺݔଶ ൅ ଶሻݕ ൌ 0 ൅ 0 ൌ 0 

,ଵݔሺ       : ومنه ଵሻݕ ൅ ሺݔଶ,   ܨଶሻϵݕ  

∀ λ ϵܴܫ ∶ ଵݔ ൅ ଵݕ ൌ 0                                              ,   ∀ሺݔଵ,    ܨଵሻϵݕ

.ߣ: لدينا  ሺݔଵ, ଵሻݕ ൌ ሺߣ. ,ଵݔ .ߣ   :لأن  ܨ ଵሻϵݕ

ሺߣ. ଵሻݔ ൅ ሺλ. ଵሻݕ ൌ λ. ሺݔଵ ൅ ଵሻݕ ൌ .ߣ 0 ൌ 0 

  :ومنه

∀ λ ϵܴܫ ∶ .ߣ  ሺݔଵ, ,ଵݔሺ∀,          ܨଵሻϵݕ   ܨଵሻϵݕ

  



 

  

  :التمرين الثاني

ଵܸالأشعة   ଷܴܫفي الفضاء الشعاعي   ൌ ሺ1,3,1ሻ , ଶܸ ൌ ሺ0,1, െ1ሻ , ଷܸ ൌ ሺ2,5,3ሻ  

  .مرتبطة خطيا ھل ھي 

  الحل

,ଵߣ∀:                                         لدينا   ,ଶߣ ܭܫ ଷ߳ߣ ∶ 

ሺߣଵ. ଵܸሻ ൅ ሺߣଶ. ଶܸሻ ൅ ሺߣଷ. ଷܸሻ ൌ  ܱூோయ  

⇒ ൝

ଵߣ ൅ ଷߣ2 ൌ 0
ଵߣ3 ൅ ଶߣ ൅ ଷߣ5 ൌ 0 
ଵߣ െ ଶߣ ൅ ଷߣ3 ൌ 0

⇔ ൜
ଵߣ ൌ െ2ߣଷ
ଶߣ ൌ ଷߣ

 

ଷߣومنه بوضع  ൌ ଶߣنجد  1 ൌ ଵߣو  1 ൌ െ2  , أي انه لدينا:  

ଵߣ∃ ൌ െ2, ଶߣ ൌ 1, ଷߣ ൌ 1 ϵIR ∶ 

െ2. ଵܸ ൅ 1. ଶܸ ൅ 1. ଷܸ ൌ ܱூோయ ൌ ሺ0,0,0ሻ 

  :التمرين الثالث

݂                                                      :   حيث , التالي خطي  قبين أن التطبي  ∶ ²ܴܫ →  ²ܴܫ

ሺݔ, ሻݕ ⟼ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ2ݔ െ ,ݕ ݔ ൅  ሻݕ

  الحل

  :لدينا

∀ሺݔଵ, ,ଵሻݕ ሺݔଶ, ܴܫଶሻ߳ݕ
ଶ 

݂ሾሺݔଵ, ଵሻݕ ൅ ሺݔଶ, ଶሻሿݕ ൌ ݂ሾሺݔଵ ൅ ,ଶݔ ଵݕ ൅  ଶሿݕ

ൌ ൫2ሺݔଵ ൅ ଶሻݔ െ ሺݕଵ ൅ ,ଶሻݕ ሺݔଵ ൅ ଶሻݔ ൅ ሺݕଵ ൅  ଶሻ൯ݕ



 

ൌ ൫ሺ2ݔଵ െ ଵሻݕ ൅ ሺ2ݔଶ െ ,ଶሻݕ ሺݔଵ ൅ ଵሻݕ ൅ ሺݔଶ ൅  ଶሻ൯ݕ

ൌ ൫ሺ2ݔଵ െ ,ଵሻݕ ሺݔଵ ൅ ଵሻ൯ݕ ൅ ൫ሺ2ݔଶ െ ,ଶሻݕ ሺݔଶ ൅  ଶሻ൯ݕ

ൌ ݂൫ሺݔଵ, ଵሻ൯ݕ ൅ ݂൫ሺݔଶ,  ଶሻ൯ݕ

  :لدينا من جھة أخرى 

,ݔሺ∀,      ܴܫ߳ߣ∀   ଶܴܫሻ߳ݕ

݂ሾߣ. ሺݔ, ሻሿݕ ൌ ݂ሾሺߣ. ,ݔ .ߣ ሻሿݕ ൌ ሺߣ. ݔ2 െ .ߣ ,ݕ .ߣ ݔ ൅ .ߣ ሻݕ ൌ .ߣ ሺ2ݔ െ ,ݕ ݔ ൅ ሻݕ

ൌ .ߣ ݂ሺݔ,  ሻݕ

   ଶܴܫنحو  Թଶتطبيق خطي من  ݂ومنه 

   :التمرين الرابع

: حيث  ليكن التطبيق التالي   

݂ ∶   ଶܴܫ →  ܴܫ

ሺݔ, ሻݕ ⟼ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݔ െ  ݕ

 بين أنه خطي - 1

, ሺ݂ሻ݉ܫأوجد  - 2     ሺ݂ሻݎ݁݇

 ھل ھو تقابلي - 3

  :الحل

 تبيان أن التطبيق خطي - 1

  :لدينا

∀λܴ߳ܫ ∶            ,∀ሺݔ,   ଶܴܫሻ߳ݕ

݂ሾݒ ൅ ሿݓ ൌ ݂ሾሺݔ, ሻݕ ൅ ሺݔᇱ, ᇱሻሿݕ ൌ ݂ሾሺݔ ൅ ,ᇱݔ ݕ ൅ ᇱሻሿݕ ൌ ሺݔ ൅ ᇱሻݔ െ ሺݕ ൅  ᇱሻݕ

ൌ ሺݔ െ ሻݕ ൅ ሺݔᇱ െ ᇱሻݕ ൌ ݂ሺݒሻ ൅ ݂ሺݓሻ 



 

݂ሾߣ. ሿݒ ൌ ݂ሾሺߣ. ,ݔ .ߣ ሻሿݕ ൌ .ߣ ݔ െ ݕߣ ൌ ݔሺߣ െ ሻݕ ൌ  ሻݒሺ݂ߣ

  .تطبيق خطي ݂ومنه 

 :إيجاد الصورة والنواة

  :النواة )1

ሺ݂ሻ࢘ࢋࡷ ൌ ሼሺݔ, ,ݔଶ/ ݂ሺܴܫሻ߳ݕ ሻݕ ൌ ܱԹሽ 

ሺ݂ሻݎ݁ܭ⟺ ൌ ሼሺݔ, ,ݔଶ/ ݂ሺܴܫሻ߳ݕ ሻݕ ൌ 0ሽ ൌ ሼሺݔ, ݔଶ /ሺܴܫሻ߳ݕ െ ሻݕ ൌ 0ሽ 

ሺ݂ሻݎ݁ܭ⟺ ൌ ሼሺݔ, ݔ /ଶܴܫሻ߳ݕ ൌ ሽݕ ൌ ሼሺݔ, ሻݔ ൌ , ሺ1,1ሻݔ  Թሽ߳ݔ

   ሺ1,1ሻ  ݎ݁ܭ  مولدة  بሺ݂ሻ   وھو مستقل خطيا  إذنሼሺ1,1ሻሽ  ݎ݁݇ لأساس ሺ݂ሻ   

ሺ݂ሻݎ݁݇݉݅݀ومنه  ൌ 1 ്   .ليس متباين   ݂وبالتالي   0

  : الصورة)2

ሺ݂ሻ࢓ࡵ                                 :لدينا  ൌ ሼܽ ∈ Թ/ ∃ሺݔ, ሻݕ ∈ ܽ :ଶܴܫ ൌ ݂ሺݔ,   ሻሽݕ

⇔ ሺ݂ሻ݉ܫ ൌ ሼܽ ∈ Թ/ ∃ሺݔ, ሻݕ ∈ ܽ :ଶܴܫ ൌ ݔ െ  ሽݕ

⇔ ሺ݂ሻ݉ܫ ൌ ሼܽ ∈ Թ/  ܽ ൌ ݔ െ ݕ ∈ Թሽ ൌ Թ 

ሺ݂ሻ݉ܫ݉݅݀ :             ومنه  ൌ 1    

ሺ݂ሻ݉ܫ              بما أن ൌ Թ   تقابلي ليس  ݂ومنه  التطبيق  غامر ݂فإن التطبيق. 

ܣلتكن المصفوفتين   :الخامسالتمرين  ൌ ቀ
1 1
0 2

ቁ    وB ൌ ቀ
2 5
3 7

ቁ  

௧ܣ :أوجد  - 1 ൅ ,௧ܤ ሺܣ ൅ ,ሻ௧ܤ ,௧ܤ .௧ܣ  : أوجدثم  ؟௧ܣ ,௧ܤ ሺܣ.  ؟ وماذا تستنتجሻ௧ܤ

  الحل

௧ܣ  إيجاد ൅ ,௧ܤ ሺܣ ൅ ,ሻ௧ܤ ,௧ܤ   ௧ܣ



 

௧ܣ  ൌ ቀ
1 0
1 2

ቁ  ܤنفس الشيء بالنسبة ل௧  ܣثم لدينا ൅ ܤ ൌ ቀ
3 6
3 9

ቁ ومنه 

 ሺܣ ൅ ሻ௧ܤ ൌ ቀ
3 3
6 9

ቁ   , ௧ܣ ൅ ௧ܤ ൌ ቀ
1 0
1 2

ቁ ൅ ቀ
2 3
5 7

ቁ ൌ ቀ
3 3
6 9

ቁ 

.ܣሺ : إيجاد .ܣنحسب أولا  ሻ௧ܤ .ܣ :نجد  ܤ ܤ ൌ ቀ
1 1
0 2

ቁ . ቀ
2 5
3 7

ቁ ൌ ቀ
5 12
6 14

ቁ.  

.ܣሺ:  وعليه نجد  ሻ௧ܤ ൌ ቀ
5 6
12 14

ቁ     

.௧ܣ : إيجاد .௧ܣ:  مما سبق نجد ௧ܤ ௧ܤ ൌ ቀ
1 0
1 2

ቁ . ቀ
2 3
5 7

ቁ ൌ ቀ
2 3
12 17

ቁ 

.௧ܤلكن   ௧ܣ ൌ ቀ
2 3
5 7

ቁ ቀ
1 0
1 2

ቁ ൌ ቀ
5 6
12 14

ቁ   

.ܣሺ: نستنتج أن  ሻ௧ܤ ൌ .௧ܤ  ௧ܣ

ܣلتكن المصفوفتين  :السادسالتمرين  ൌ ൭
3
1
2
    
െ4 1 2
5 0 3
2 3 െ1

൱    وB ൌ ൭
1
4
2
    

2 െ1 0
0 2 1
െ5 1 2

൱  

.3: أحسب- ,ܣ ܣ െ ,ܤ ܣ ൅ ,ܤെ,ܤ ,௧ܤ .ܣ ھل يمكن حساب  ؟ ௧ܣ .ܣ: أحسب  ؟   ܤ   ؟ ௧ܤ

  الحل

௧ܣ ൌ ቌ

3 1 2
െ4   5 2
1   0 3
2 3 െ1

ቍ , ௧ܤ ൌ ቌ

1 4 2
2   0 െ5
െ1   2 1
0 1 2

ቍ ,െܤ ൌ ൭
െ1
െ4
െ2

    
െ2 1 0
0 െ2 െ1
5 െ1 െ2

൱ 

ܣ  െ ܤ ൌ ൭
2
െ3
0
    
െ2 2 2
5 െ2 2
7 2 െ3

൱ , ܣ ൅ ܤ ൌ ൭
4
5
4
    
െ2 0 2
5 2 4
െ3 4 െ1

൱ 

 3. ܣ ൌ 3. ൭
3
1
2
    
െ4 1 2
5 0 3
2 3 െ1

൱ ൌ ൭
9
3
6
    
െ12 3 6
15 0 9
6 9 െ3

൱  



 

.ܣلا يمكن حساب                                            ܤلا يساوي عدد أسطر ܣلأن عدد أعمدة     ܤ

.ܣ ௧ܤ ൌ ൭
3
1
2
    
െ4 1 2
5 0 3
2 3 െ1

൱ . ቌ

1 4 2
2   0 െ5
െ1   2 1
0 1 2

ቍ ൌ ൭
3.1 ൅ ሺെ4ሻ. 2 ൅ 1. ሺെ1ሻ ൅ 2. ሺ0ሻ … . . … .

… . . … . … .
… . … . … .

൱ 

مع الجمع و  ܤفي العمود الأول من   ܣمن  لھذا العنصر موجود في السطر الأول العمود الأول وبالتالي نقوم بضرب السطر الأو

 .نكمل بنفس الطريقة لإيجاد باقي العناصر

ܣ: لتكن المصفوفتين  :السابعالتمرين  ൌ ൭
1 1 0
1 0 1
1 െ1 െ1

൱    وB ൌ ൭
1 0 1
1 1 2
0 1 1

൱  

,ܣھل  - 1  ؟ثم أحسب مقلوبيھما في حالة الوجود مستعملا المصفوفة المرافقة ؟قابلتين للقلب    ܤ

C: حيث  ܥلتكن المصفوفة  - 2 ൌ ቌ

2 െ3 4
3 1 5
െ1 0 െ1
0 2 4

ቍ   ؟  ܥأوجد مرتبة 

  الحل

,ܣلكي نثبت أن  -1 فإذا كان المحدد يختلف على  قابلتين للقلب أم لا يجب حساب المحدد أولا   ܤ

 =(1‐).1‐(1‐).0  .الصفر فھي قابلة للقلب وان كان يساوي الصفر فھي غير قابلة للقلب

|ܣ|  ൌ อ
1 1 0
1 0 1
1 െ1 െ1

อ ൌ 1. ቚ
0 1
െ1 െ1

ቚ െ ሺ1ሻ. ቚ
1 1
1 െ1

ቚ ൅ 0. ቚ
1 0
1 െ1

ቚ ൌ 3 ് 0 

  قابلة للقلب   ܣومنه المصفوفة 

|ܤ|  ൌ อ
1 0 1
1 1 2
0 1 1

อ ൌ 1. ቚ
1 2
1 1

ቚ െ ሺ1ሻ. ቚ
0 1
1 1

ቚ ൅ 0. ቚ
0 1
1 2

ቚ ൌ   .غير قابلة للقلب  ܤوبالتالي   0

 :باستعمال المصفوفة المرافقة وعليه ܣإذن يمكن حساب مقلوب 

ଵିܣ  ൌ
ଵ

ୢୣ୲ ሺ஺ሻ
ൈ   ௧ܥ

ܥلنحسب الآن عناصر المصفوفة    ൌ ൭

ܿଵଵ ܿଵଶ ܿଵଷ
ܿଶଵ   ܿଶଶ  ܿ ଶଷ
ܿଷଵ ܿଷଶ ܿଷଷ

൱      

   ଵଵܿ :        لدينا  ൌ ሺെ1ሻଵାଵ . |ଵଵܣ| ൌ ቚ
0 1

െ1 െ1
ቚ ൌ 1  ,    ܿଵଶ ൌ ሺെ1ሻଵାଶ. |ଵଶܣ| ൌ 2   ,   



 

  ܿଵଷ  ൌ ሺെ1ሻଵାଷ. |ଵଷܣ| ൌ െ1  

     ܿଶଵ ൌ ሺെ1ሻଶାଵ. |ଶଵܣ|  ൌ 1   ,    ܿଶଶ ൌ ሺെ1ሻଶାଶ. |ଶଶܣ| ൌ െ1  ,   

 ܿଶଷ ൌ ሺെ1ሻଶାଷ. |ଶଷܣ| ൌ 2 

ܿଷଵ ൌ ሺെ1ሻଷାଵ. |ଷଵܣ| ൌ 1  ,   

  cଷଶ ൌ ሺെ1ሻଷାଶ. |ଷଶܣ| ൌ െ1  , ܿଷଷ ൌ ሺെ1ሻଷାଷ. |ଷଷܣ| ൌ െ1 ⇒ ܥ ൌ ൭
1      2    െ 1
1     െ 1       2
1   െ 1   െ 1

൱    

୲ܥإذن           ൌ ൭
1        1       1
2   െ 1   െ 1
െ1     2       െ 1

൱    ⇒ Aିଵ ൌ
ଵ

|୅|
  . C୲  ൌ

ଵ

ଷ
 ൭

1        1       1
2   െ 1   െ 1
െ1     2       െ 1

൱   

تحتوي على أربعة أسطر وثلاث أعمدة وعليه فإن مرتبتھا ھي أكبر  ܥنلاحظ أن :  ࡯مرتبة  -2

ሻܥሺ݃݊ܽݎوبالتالي فمرتبتھا  عدد من الأشعة السطرية أو العمودية المستقلة خطيا ൑ 4. 

ሻܥሺ݃݊ܽݎبأخذ الأشعة السطرية نجد أنھا مرتبطة خطيا وبالتالي    ൑ 3  

Cଵ:نحسب محدد المصفوفة المستخرجة ولتكن  ൌ ൭
2      െ 3      4
െ1       0     െ 1
0        2       4

൱    

|C1| :ومنه نجد  ൌ อ
2 െ3 4
െ1 0 െ1
0 2 4

อ ൌ െ16 ് 0             

ሺC1ሻ݃݊ܽݎ : يختلف عن الصفر فإن Cଵبما أن محدد  ൌ    Cଵمن مرتبة  ܥوبالتالي مرتبة  3

ሻܥሺ݃݊ܽݎ:    إذن  ൌ 3.  

ܣ: لتكن المصفوفتين  :الثامنالتمرين  ൌ ቌ
1

ଷ

ଶ

ଵ

ଶ

0 2 0
0 0 3

ቍ    وB ൌ ൭
4 6 2
0 8 0
0 0 12

൱  

,ܣأحسب محددي  -  |ܤ|ثم تأكد من أن   ؟ ܤ ൌ 4ଷ|؟ولماذا  |ܣ  

  الحل

,ܣ حساب محددي ,ܣنلاحظ أن كل من :  ܤ عبارة عن مصفوفتين مثلثيتين علويتين وبالتالي كما  ܤ

  :أخذنا في الدرس أن محدديھما عبارة عن جداء عناصر القطر الرئيسي وعليه نجد



 

|ܣ|     ൌ 1 ൈ 2 ൈ 3 ൌ |ܤ|   ,6 ൌ 4 ൈ 8 ൈ 12 ൌ 384   

|ܤ|: التأكد من أن  ൌ 4ଷ|ܤ|بالفعل  |ܣ| ൌ 384 ൌ 43. |ܣ| ൌ 43 ൈ 6 ൌ 384    

,ܣ  السبب لأن ܤبالإضافة إلى أن   )3, 3(كلاھما من النمط  ܤ ൌ 4 ൈ  .ܣ

ܣالمصفوفة    لتكن :التاسعالتمرين  ൌ ൭
3    2  െ 1
1     6     3
2   െ 4  0

൱   

 ؟ଵିܣأوجد ثم  Aأحسب محدد  -1

.ܣأوجد حلا للجملة  ଵିܣباستعمال  ܺ ൌ ܺ: حيث ܾ ൌ ቆ
ݔ
ݕ
ݖ
ቇ  ܾو ൌ ൭

2
െ1
4
൱ ؟  

  الحل

ܣ   :حساب المحدد ل-1 ൌ ൭
3    2  െ 1
1     6     3
2   െ 4    0

൱   

|ܣ| :نتبع نفس الطريقة في حلول التمارين السابقة نجد أن  ൌ 64 ്   قابلة للقلب  Aومنه   0

  ࡭: ل )المعكوس(إيجاد المقلوب 

 :المصفوفة المرافقة وعليهباستعمال  ܣإذن يمكن حساب مقلوب 

ଵିܣ  ൌ
ଵ

ୢୣ୲ ሺ஺ሻ
ൈ   ௧ܥ

ܥلنحسب الآن عناصر المصفوفة    ൌ ൭

ܿଵଵ ܿଵଶ ܿଵଷ
ܿଶଵ   ܿଶଶ  ܿ ଶଷ
ܿଷଵ ܿଷଶ ܿଷଷ

൱     

   ଵଵܿ :        لدينا  ൌ ሺെ1ሻଵାଵ . |ଵଵܣ| ൌ 12  ,    ܿଵଶ ൌ ሺെ1ሻଵାଶ. |ଵଶܣ| ൌ 6   ,   

  ܿଵଷ  ൌ ሺെ1ሻଵାଷ. |ଵଷܣ| ൌ െ16  

     ܿଶଵ ൌ ሺെ1ሻଶାଵ. |ଶଵܣ|  ൌ 4   ,    ܿଶଶ ൌ ሺെ1ሻଶାଶ. |ଶଶܣ| ൌ 2  ,   

 ܿଶଷ ൌ ሺെ1ሻଶାଷ. |ଶଷܣ| ൌ 16 



 

ܿଷଵ ൌ ሺെ1ሻଷାଵ. |ଵଷܣ| ൌ 12  ,   

  cଷଶ ൌ ሺെ1ሻଷାଶ. |ଷଶܣ| ൌ െ10  , ܿଷଷ ൌ ሺെ1ሻଷାଷ. |ଷଷܣ| ൌ 16 

୲ܥإذن           ൌ ൭
12       4       12
6         2     െ 10
െ16      16     16

൱    ⇒ Aିଵ ൌ
ଵ

|୅|
  . C୲  ൌ

ଵ

଺ସ
  . ൭

12    4       12
6    2      െ 10

െ16     16        16
൱   

.ܣحلا للجملة  إيجاد ଵିܣباستعمال  ܺ ൌ ܺ: حيث ܾ ൌ ቆ
ݔ
ݕ
ݖ
ቇ  ܾو ൌ ൭

2
െ1
4
൱           ିܣଵ. ܣ ൌ   ܫ

.ܣ) أنظر الدرس( نعلم أن  ܺ ൌ ܾ ⇒ .ଵିܣ .ܣ ܺ ൌ .ଵିܣ ܾ ⇒ ܺ ൌ .ଵିܣ   مصفوفة الوحدة ܫ          ܾ

ܺ  :وبالتالي نحصل على  ൌ ቆ
ݔ
ݕ
ݖ
ቇ ൌ

ଵ

଺ସ
  . ൭

12      4           12
6      2       െ 10
െ16     16         16

൱ ൈ ൭
2
െ1
4
൱ ൌ

ۉ

ۈ
ۇ

ଵ଻

ଵ଺
ିଵହ

ଷଶ
ଵ

ସ ی

ۋ
ۊ

  

  :حل الجملة التالية :العاشرالتمرين 

 )1 ൝

ଵݔ ൅ ଷݔ ൌ 1
ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ ൌ 2
ଶݔ ൅ ଷݔ ൌ 3

                          2ሻ ൝
ݔ2 ൅ ݕ െ ݖ3 ൌ 5
ݔ3 െ ݕ2 ൅ ݖ2 ൌ 5
ݔ5 െ ݕ3 െ ݖ ൌ 16

             

 الحل

൝        :حل الجملة )1

1. ଵݔ ൅ 1. ଷݔ ൌ 1
1. ଵݔ ൅ 1. ଶݔ ൅ 1. ଷݔ ൌ 2

1. ଶݔ ൅ 1. ଷݔ ൌ 3
يمكن كتابة ھذه الجملة على الشكل إذن      

 :التالي

ܣ ൌ ൭
1 0 1
1 1 1
0 1 1

൱      ,        ܺ ൌ ൭

ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
൱      ,         ܾ ൌ ൭

1
2
3
൱     

ଵିܣ: فنجد) ଵିܣكيفية إيجاد  أنظر التمارين السابقة( ૚ି࡭: نحسب أولا ൌ ൭
0 1 െ1
െ1 1 0
1 െ1 1

൱    

  :ومنه حل الجملة ھو



 

  ܺ ൌ .ଵିܣ ܾ ൌ ൭
0 1 െ1
െ1 1 0
1 െ1 1

൱ . ൭
1
2
3
൱ ൌ ൭

െ1
1
2
൱  

حل الجملة الثانية إما بنفس الطريقة أو إستعمال طريقة كرامر رأينا في حل الجملة الأولى  )2

 :طريقة المقلوب وبالتالي نستعمل طريقة كرامر لحل الجملة الثانية وعليه

൝من الجملة 

ݔ2 ൅ 1. ݕ െ ݖ3 ൌ 5
ݔ3 െ ݕ2 ൅ ݖ2 ൌ 5
ݔ5 െ ݕ3 െ ݖ ൌ 16

ܣ :نجد  ൌ ൭
2 1 െ3
3 െ2 2
5 െ3 െ1

൱    ,     ܺ ൌ ቆ
ݔ
ݕ
ݖ
ቇ     ,   ܾ ൌ ൭

5
5
16
൱     

࢏࢞: العبارة التاليةطريقة كرامر تعتمد على  ൌ
|࢏࡭|

|࡭|
مع تعويض العمود  Aھي المصفوفة  ܑ࡭حيث  

  .bبالشعاع  i  رقم 

  : det ሺAሻنحسب  -1

  |A| ൌ อ
2 1 െ3
3 െ2 2
5 െ3 െ1

อ ൌ 26   

  :  |Aଵ|نحسب  -2

detሺAଵሻ ൌ อ
5 1 െ3
5 െ2 2
16 െ3 െ1

อ ൌ 26  ⇒ ݔ ൌ
26

26
ൌ 1 

  

  :  |Aଶ|نحسب  -3

detሺAଶሻ ൌ อ
2 5 െ3
3 5 2
5 16 െ1

อ ൌ െ78 ⇒ ݕ ൌ
െ78

26
ൌ െ3 

 

  :  |Aଷ|نحسب  -4

 detሺAଷሻ ൌ อ
2 1 5
3 െ2 5
5 െ3 16

อ ൌ െ52 ⇒ ݖ ൌ
ିହଶ

ଶ଺
ൌ െ2 

ܺ:    ومنه الحل ھو ൌ ൭
1
െ3
െ2

൱  

cھل الشعاع  :التمرين الحادي عشر*) ൌ ሺ3, െ5,2ሻ  ھو تركيب خطي للشعاعين:  

 w ൌ ሺ2,0, െ1ሻ , v ൌ ሺ1,5,0ሻ  

cيكون الشعاع  k:  من أجل أي قيمة ل  ൌ ሺ1, െ2, ݇ሻ عبارة خطية للشعاعين:  



 

a ൌ ሺ1, െ1,1ሻ, ܾ ൌ ሺ1,2,3ሻ 

 *)التمرين الثاني عشر:   ليكن التطبيق الخطي التالي  حيث : 

݂ ∶   ଶܴܫ →  ଶܴܫ

ሺݔ, ሻݕ ⟼ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ2ݔ െ ,ݕ4 ݔ െ  ሻݕ2

, ሺ݂ሻ݉ܫ:  عين  - 1  .   ሺ݂ሻݎ݁݇

, ሺ݂ሻ݉ܫ݉݅݀:   أحسب   ሺ݂ሻݎ݁݇ ݉݅݀

a: لتكن الأشعة  :عشر الثالثالتمرين *) ൌ ሺ1,2,3ሻ, ܾ ൌ ሺ4,5,6ሻ, ܿ ൌ ሺ3,3,3ሻ   

X:                      أوجد مرتبة الجملة  ൌ ሼܽ, ܾ, ܿሽ   

,ሼܽ: ھل الأشعة  ܾ, ܿሽ   تولدԹଷ.  

  :لتكن المجموعتين :عشر الرابعالتمرين *)

ଵܪ ൌ ሼሺݔ, ,ݕ ሻݖ ∈ Թଷ/  ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ ൌ 0 ሽ 

ଶܪ  ൌ ሼሺݔ, ,ݕ ሻݖ ∈ Թଷ/  ݔ  ൌ 0ሽ  

,ଵܪبرھن أن   Hଶ فضاءين شعاعيين جزئيين.  

,ଵܪاستخرج أساس لكل من  Hଶ .  

,ଵܪحدد بعدي  Hଶ.  

  توجه للطلبة*) التمارين ذات العلامة : ملاحظة

 التمرين الخامس عشر**: موجه للطلبة

ܣ  :لتكن المصفوفات    ൌ ൭
0 1 1
1 0 1
1 1 0

൱    وB ൌ ൭
3 െ1 െ1
2 0 െ1
െ2 1 4

൱  

C: حيث    Cالمصفوفة و  ൌ ቌ

∝

ଶ
െ1 െ1

2 െ2 0
1 2 ∝ െ2

ቍ      عدد حقيقي   ∝و.  



 

,أوجد كلا من  - 1     ௧ܣ ൅ ,௧ܤ ሺܣ ൅ ,ሻ௧ܤ ,௧ܤ ܣ   ௧ܣ ൅   ؟ܤ

.ܣأحسب  - 2     .ܣأحسب     ܤ   ؟ .  ௧ܤ

  ؟ .ܣأحسب محدد   - 3    

  ؟ . ܣأوجد مرتبة  -4

ଶܣ: أثبت أن  -5 ൌ ܫ2 ൅  ؟ .قابلة للقلب  ܣثم استنتج أن  ܣ

  ؟ . ܣبدلالة   ଵିܣعبر عن   -6

ܦ: حيث    Dأوجد المصفوفة   - 7 ൌ  ؟ .  ܥ2

 ؟ .   det ሺCሻوأستنتج     det ሺDሻأحسب  - 8

 ؟ .قابلة للقلب  Dحتى تكون  ∝أوجد قيم  - 9

ൌ∝ من أجل  Dିଵأوجد المصفوفة  - 10  ؟ . 0

ܾ    :حيث A.X=bحل الجملة الخطية  - 11 ൌ ൭
1
2
3
൱؟ 

,ܽعين كلا من  -12 ܾ, ,ሺ1التي من أجلھا يكون   ܿ െ1, 2ሻ  حلا للجملة: 

൝

ݔܽ ൅ ݕܾ െ ݖ3 ൌ െ3
െ2ݔ െ ݕܾ ൅ ݖ ൌ െ1
ݔܽ ൅ ݕ3 െ ݖܿ ൌ െ1

                                                 




