2 Analyse Spectrale

2.1 Problématique de l'Analyse spectrale

La représentation du signal sous la forme x(¢) est une démarche est naturelle mais elle ne correspond pas forcément

a la meilleure représentation physique des signaux rencontrés. En effet, I'individu ou les systémes électroniques sont
souvent plus sensibles a la puissance et a la fréquence des signaux et la représentation du signal sous la forme de sa
répartition de puissance en fonction de la fréquence permet, dans bien des cas, d'extraire de maniére plus immédiate
l'information qui réside dans ce dernier. Le signal est alors représenté par une fonction P(f) appelée densité spectrale

de puissance. Le passage de x(2) a P(f) constitue I'Analyse Spectrale.

Il existe deux grandes classes de méthodes pour estimer la densité spectrale de puissance d'un signal x(z). La
premiere, l'estimation spectrale non paramétrique, n'utilise aucune connaissance a priori sur le signal et part
uniquement de l'observation de ce dernier. La deuxiéme, l'estimation spectrale paramétrique, utilise un modele
paramétrique décrivant le signal, modéle a partir duquel il est aisé d'obtenir la densité spectrale de puissance. Les
parameétres du modele sont adaptés en fonction du signal observé. Entre ces deux méthodes il existe une troisiéme
classe d'approches qui suppose que le signal est composé d'un certain nombre de raies spectrales dont il convient de
trouver les fréquences et les puissances. Ce type de méthodes sera class¢ dans ce cours sous l'appellation

d'estimation spectrale par décomposition harmonique.

2.2 Estimation Spectrale non paramétrique

2.2.1 Périodogramme, Corrélogramme

La Transformée de Fourier de la fonction d'autocorrélation 7, (t) du processus aléatoire x(¢) stationnaire a I'ordre
2 s'écrit:
+oo

P(f)= [r (te~/*"an (10.)

elle est égale a la densité spectrale de puissance P(f) du processus x(?).

En effet, pour T=0, il vient:
+o0 ) +oo
r(0)= E[x0?|= [ P(N1e/™ar = | P(f)af (11.)
En supposant 'hypothése ergodique vérifiée, 'espérance mathématique s'écrit:
;T +oo
E[x(t)2]= lim —— [x(t)%dt = [ P(f)df (12.)
t—o0 2T “r -

P(f) représente donc bien le densité spectrale de puissance du processus x(7). Il s'agit 1a du théoréme de Wiener

Kintchine.
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L'hypothése ergodique permettant de confondre l'espérance mathématique avec une moyenne temporelle, le

développement de r(7) donne :

400
P(f)= j {hm Lj I (e )} AN (13.)
T—o0 2
On peut aussi introduire le spectre complexe de la réalisation tronquée du processus x(z) :
+T )
Xor ()= [x(0)e ¥ dr (14.)
-T

En prenant le carré de cette expression, il vient :

+T+T
2T(f)| I Ix(u)x () /M et 12 iy (15.)

27 T

et en prenant l'espérance de cette expression, on obtient :

J E +T+T e
E[E|X2T(f)| } I Ixx(u Ve’ dudv (16.)

En effectuant alors le changement de variable suivant

et en prenant garde aux intervalles de variation des nouvelles variables, il vient :

Au AT
+2T
+T
R +T -T +T
T > >
g \ »
-T
2T

Pour t20, V' variede =T a T—7 et pour 1<0, V' variede T a -T -7

2T -T—

E|: 2T (f)| il j .[ xx jznftdﬁtdv' + ,[ jrxx (T)e—jZTCf‘Edev. (17.)
= ‘c 0v'=-T =0 v'=T

1 2 1 2T _jomft -2T -
E[E|Xgr(f)| } :Er ;f(;’ ()T —[dle/? ¥+ t ior (c)= 27 + )~/ *¥*arx (18
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d'ou finalement :

1 2 7 I —jomfe
E|:E|X2T(f)| }= J Vxx(T I—Ee YT v (19.)

1==2T

En introduisant alors la fonction /47 indicatrice de I'intervalle [-27,+27], il vient :

1 T
E|:E|X2T(f)|2:|:TF[FXX(T{]—%J14T:I (20.)

On obtient donc :
EL|X2T(f)|2 =P()*TF I—H lyr (21.)
2T 2T
Lorsque T tend vers 1'infini, le deuxiéme terme du produit de convolution tend vers 8(f), d'ou :

. 1
]}E}?}OE[E|X2T(JP)|2:|=P(]F) (22.)

En considérant alors un cas numérique, ou l'observation du signal x(¢) se résume a N valeurs échantillonnées a la

période 7, , la densité spectrale peut étre estimée en limitant I'intégrale précédente et en oubliant I'espérance

mathématique.
d'ou :
2
Ji N-1I . .
Pper(f):_ Z x(nTe)e JomnT.f (23.)
NT€ n=0

Cet estimateur de la densité spectrale de la densité spectrale de puissance du signal x(n7,) est appelé

périodogramme.

Il demande, pour étre calculé, la mise au carré de la Transformée de Fourier du signal numérique x(n7,) sur N

points. Il est, depuis la mise au point de 'algorithme de Transformation de Fourier Rapide (TFR ou FFT en anglais)

par J. Cooley et J. Tuckey en 1965, I'estimateur le plus employé.

Jusqu'a la mise au point de l'algorithme de la FFT, la méthode la plus utilisée consistait a estimer N' valeurs de la
fonction d'autocorrélation r(p) avec N'< N et a calculer la Transformée de Fourier Discréte (TFD ou DFT en
anglais) sur les N' points obtenus. Cet estimateur de la densité spectrale de puissance, du aux travaux de Blackman
et Tuckey, porte le nom de corrélogramme.
Nt —j2mpf
Peor ()= Xru(ple™ ™ (24.)
p=—(N'-1)

avee
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] N ,
r(p)=—"> x(n)x(n-p) (25.)
NS,

pour p=0— N'-I

Pour N'= N les estimateurs du périodogramme et du corrélogramme sont identiques.

En effet,
] -1 N-I e o
Pcor(f)=w Z Zx(n)x(n—p) e’ gz (26.)
p=—(N-I1)n=p
d'ot:
;] N=I NI - . ,
P (f)=~ > x(m)e ™ x(n—p)” 7MY (27.)
N p="0v-1n=p
expression qui peut encore s'écrire:
R —jomnf ’
cor(f)=_ Zx(n)e / " =Pper(f) (28.)
n=0

Les deux estimateurs sont donc bien identiques pour N'=N .

Propriétés du périodogramme:
Le périodogramme constituant un estimateur de la densité spectrale de puissance du processus x(n7,), il est

nécessaire d'étudier son biais et sa variance.

* Le calcul de I'espérance de P, (f) donne:
N-I ,
£[p,. (f)]=E[ > rxx(p)e‘fz"”f} (29.)
p=—(N-I)
RS N
avec: r(p)=— z x(n)x(n—p)
N2
d'ot:
N-1 N-|p| _.
E[Ppe (f)]= z rxx(p)%e J2mpf (30.)
p=—(N-])
encore grace aux propriétés de la Transformée de Fourier:
sin TN ’
ElP = P(f)x N| —— 31.
[P )] = e | 51.)
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L'estimateur du périodogramme est donc une estimation biaisé de la densité spectrale de puissance P(f) du
processus x(nT,) . L'estimateur est en fait le résultat du filtrage, dans le domaine fréquentiel de P(f) par le filtre

N( sin TN

2
o f} . Lorsque N tend vers l'infini ce filtre tend vers (/) , le périodogramme est donc asymptotiquement
sin 7

sans biais.

¢ Le calcul de la variance est délicat et conduit, pour des signaux gaussiens a :

Var(P,., ()= P() 1+N(%J (32.)

. ~ . . r r N
Cette variance peut étre diminuée en séparant I'ensemble des N valeurs de x(n7,) en e sous ensembles de K < N

valeurs. Il est alors possible de calculer K estimateurs et de faire la moyenne des K estimateurs obtenus. La variance

est alors divisée par K 2. Cette amélioration de la variance de I'estimateur se paye par une diminution de résolution

dans le cas de N échantillons et en dans le cas de K

e e

de ce dernier. En effet la résolution spectrale est en

échantillons.
. 2
. sin Tfn R ., . . R . .
Enfin, les lobes secondaires de N (WJ peuvent étre atténués en introduisant des fenétres de pondérations qui
T

vont étre appliquées directement sur le signal observé x(n7,) .

En conclusion, le périodogramme est un estimateur de la densité spectrale de puissance qui est d'autant meilleur que
le signal est observé sur une longue plage de stationnarité. L'algorithme de la Transformée de Fourier Rapide est
bien connu et la plupart des processeurs de signaux sont vendus avec des routines de TFR optimisées. Cet estimateur

est donc aisé a utiliser et c'est la raison pour laquelle c'est l'estimateur le plus employé aujourd'hui.

Pour calculer un périodogramme il faut donc:

e observer N valeurs du signal x(n7,),

e calculer une TFR sur N points avec mise au carré.
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2.2.2 Méthode du minimum de variance: méthode de Capon

Pour chaque fréquence f, cette méthode cherche un filtre adapté dont la réponse vaut / pour cette fréquence f et 0

partout ailleurs. Une fois ce filtre obtenu l'estimateur Pc,, (/) n'est autre que la puissance de sortie du filtre obtenu

pour la fréquence f.

La sortie y(n) de ce filtre s'écrit :

N *
y(n)=zh,-X(n—i) (33.)
i=0
ou plus simplement sous forme vectorielle :
T
y(n)=H X(n) (34.)
hy x(n)
h -1
avec H = 2 et X(n)= x(n: )
hy x(n—=N+1)

Le filtre H doit donc minimiser E ly(n)z J avec la contrainte H' F =1
avec :

1
o2

F=| /™ (35.)

oJ 2N

Ce qui s'écrit, en utilisant un multiplicateur de Lagrange:

2
H optimal est tel que E [H Tx (n)] + OL(I -HTF ) est minimal
soit, en annulant la dérivé par rapport a H :

H:%R;,IF (36.)

avec Ry =F lX (n)X (n)T J matrice d'autocorrélation du signal x(n) .

en introduisant o dans l'expression de la contrainte H TF=1p ,il vient :

2
FIRF
d'ou finalement :
-1
Ry F
:—TN - (38.)
FTRYF
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Pour estimer Fg,, (/) il ne reste plus qu'a calculer:

Peap () = Ely)? |= E[ T X (i) x ()" H]| (39.)
FTRVR RV F
Pegy (f) =—— NN (40.)
Cap T ol T p—1
FTRY FFTRY'F
I
Peap () =—F——= (41.)
FTRYF
or:
1
FTRYF=[1,e 7™ /% 72NV oy, e/ (42.)
oI 2NAf
d'ou:
» - 1
cap () =% ' , (43.)
Z Z pkle_Jzn(k_l)f

k=01=0
En conclusion pour obtenir l'estimateur de Capon, il faut:

e observer N échantillons du signal x(nT,)
e estimer la matrice d'autocorrélation et l'inverser pour obtenir les termes py;
* caleuler Fr,,(f) pour chaque fréquence /.

Cette méthode souffre donc d'un coiit de calcul supérieur aux estimateurs précédents. Il est possible de démontrer
que cet estimateur a une variance minimale et c'est la raison pour laquelle il est souvent appelé estimateur du

minimum de variance.

2.3 Estimation spectrale par décomposition harmonique

2.3.1 Méthode de Pisarenko:

Dans cette méthode, le signal x(n) est supposé étre constitué d'une somme de N sinusoides s(72) et d'un bruit blanc
additif b(n) .
x(n)=s(n)+b(n) (44.)
Sachant que toute sinusoide pure sin(n) peut s'écrire:
sin(nw) = 2 cos wsin(n — 1o —sin(n — 2)o

il est possible d'écrire:
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2N
s(n) :—Zams(n—m)

m=1
d'ou:

2N
x(n)=- Zams(n—m)—i-b(n)

m=1
en remplacant s(n—m) par x(n—m)—b(n—m), il vient:
2N 2N
Zamx(n —m)= Zamb(n —m)
m=0 m=0

ce qui peut s'écrire matriciellement:

Xy A=Bm)" 4

avec:
X =[x(n), x(n = 1),.... x(n = 2N)|"
B =[p(n),b(n = 1),....b(n — 2N)]"
et:
ag
A=
azN
d'ou:

E[X(n)X(n)T JA = E[X(n)BT (n)JA = E[(S(n) + B(n))B(n)" ]A
RoiA=E|S(n) + BB Ja
Or, le bruit est supposé blanc, de variance o’ et décorrélé du mélange de sinusoides, cette équation devient donc:

Ryys A=c’14=6°4

2

Le vecteur 4 est donc le vecteur propre associé a la valeur propre ¢~ avec la contrainte a) =/ .

Ayant le vecteur 4, on peut écrire la transformée en Z de I'équation:

2N
s(n)=- Zams(n —m)

m=1

2N
S(z)1-Ya,z™ =0
m=1

les valeurs de Z pour lesquelles cette €quation est vérifiée donnent les valeurs des fréquences présentes dans le

2N
mélange. Il faut donc extraire les racines du polynome /— Z a,,Z~™ pour obtenir les N valeurs de fréquences.
m=1
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Si Net 6° ne sont pas connus a priori, il suffit de surdimensionner la matrice R et d'analyser ses valeurs propres.
Théoriquement celles ci doivent, au bout de N ordres, atteindre une valeur constante égale a o’ . 1l existe de

nombreux critéres qui permettent de détecter ce blocage a o? des valeurs propres.

Enfin, il est possible d'obtenir les puissances des sinusoides détectées. En effet, il est facile de vérifier que, dans le

cas d'un mélange de N sinusoides de pulsation ; et de puissance F;,ona:

r({)=P;cos®; + P, cos®, +...+ Py cos 0y
r(2)=P;cos20; + P, cos 20, +...+ Py cos 20y

r(N)=P; cos No; + P, cos N0, +...+ Py cos No
disposant des pulsations ; et des coefficients d'autocorrélation (i), il "suffit" de résoudre ce systéme pour trouver

les puissances respectives P; des raies spectrales identifiées.

En conclusion pour analyser un signal selon la méthode de Pisarenko, il faut:
e observer N valeurs du signal x(nT,),
¢ calculer la matrice d'autocorrélation et en faire la décomposition en éléments propres,
o détecter 6° et en déduire le nombre de sinusoides,

e extraire les racines d'un polyndme complexe de degré 2N,

e enfin si I'on veut les puissances, résoudre un systéme réel de N équations a N inconnues.

La décomposition en €léments propres reste pour l'instant I'étape la plus délicate a réaliser de maniére rapide et c'est

le frein principal a lI'emploi de cette méthode.

2.3.2 Méthode de Prony:

Dans cette méthode le signal est, comme dans la méthode de Pisarenko, supposé étre constitué d'une somme de N
sinusoides mais le bruit est remplacé par un amortissement sur ces derniéres. L'hypothése de départ s'écrit donc :
N
x(n) = Z A
m=1
avec :

Zm = eam e./ZTanz

On peut alors fabriquer le polyndme :

N N ,
W(Z):H(Z—Zk)ZZaiZN_l avec ap =1
k=1 =0

D'aprés I'hypothése de départ sur x(n) on a :
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N
x(n=m)y=y b, Z"™"
=1

en multipliant cette équation par «,, et en effectuant une sommation sur m, il vient :

N

N N
D> apx(n—m)y= Y a, > bzZ'™"
1

m=0 m=0 I=

ou encore :

N N N
Z amx(n—m)ZZblZln_N ZaleN_m
1=1

m=0 m=(0

N
or Z a,,Z IN " =() par définition des coefficients @,, du polyndme W (Z) dont les racines sont les Z;, d'ou :
m=0

N
Zamx(n -m)=0

m=0
et donc :
N
x(n)==> a,x(n—m)
m=1

Les coefficients a,, peuvent donc étre obtenus par la résolution du systéme linéaire de dimension N suivant :

x(N+1) x(N)y . . ox(D) |a;
x(N+1) . . x(2)
X(2N) x2N) . . x(N)|ay

A partir des N coefficients «,, il est possible de former le polynome :
N .
W(Z)= > a,,Z"" aveca, =1
m=0
et d'en extraire les NV racines complexes. Les modules de ces racines donnent alors les affaiblissements o, tandis
que les phases donnent les fréquences f,, .
Les amplitudes respectives b,, des différentes sinusoides peuvent enfin étre obtenues en résolvant le systeme

linéaire suivant :

1 1 . 1 b[ X0
Z; 2 Zy a
N-1 N-1

ZI . ZN bN xN—[

Pour cette méthode il faut donc :

e observer 2N valeurs du signal x(nT,)

e résoudre un systeme linéaire complexede dimension N
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e extraire les racines d'un polyndme complexe de degré N

e etsil'on veut les amplitudes résoudre un systéme linéaire complexe de dimension N.
2.4 Estimation spectrale paramétrique

A la différence de l'estimation spectrale non paramétrique, qui ne faisait aucune hypothése sur le signal observé

x(n), si ce n'est des propriétés de stationnarité a I'ordre 2, I'estimation spectrale paramétrique suppose que ce signal

suit un modeéle donné. Ce modéle comporte un certain nombre de paramétres qui sont adaptables en fonction du

signal observé. Il existe principalement trois grandes classes de modéles:

Le modeéle auto régressif - modele AR -

Le signal x(n) est supposé étre prédictible en fonction d'un certain nombre de ses valeurs antérieures.

x(n)

x(n-1)
x(n-2)

x(n-N)

1l peut donc s'écrire:
N
x(n)= Zaix(n - i)+ e(n)
i=1

équation ou les coefficients (q;).

N constituent les parametres du modele et ou e(n) est un bruit blanc décorrélé de

x(n) de variance o’ et qui représente l'erreur de prédiction.

La transformée en Z de cette équation donne alors:

X(Z)(I—iaiz_’} =E(Z)

2

Le signal x(n) peut donc étre vu comme le résultat du passage d'un bruit blanc e(n) de variance ¢ a travers un

filtre de fonction de transfert H(Z).

e(n) x(n)
—» H(Z) —»
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1

avec : H(Z): v
1= a;z7"
i=1

La connaissance des parametres aj permet donc de calculer la densité spectrale de puissance P(f):

(52

Par(f)=

N
1= aje™ 2™
i=1

Le modéle a moyenne ajustée - modéle MA -

Le signal x(n) est supposé pouvoir s'écrire comme une combinaison linéaire d'échantillons décorrélés entre eux, ce

qui peut se formaliser comme une combinaison linéaire d'échantillons d'un bruit blanc e(#n) :

x(n)= AZ/[:bie(n —i)
i=0

Le signal x(n) peut donc étre vu comme le résultat du passage d'un bruit blanc e(n) a travers un filtre de fonction

de transfert H(Z) .

e(n) x(n)
—» H(Z) —»

M .
avec: H(Z)=Y bz~
i=0

La densité spectrale de puissance du signal x(n) s'écrit alors :

N 2
Zbie_Jznﬁ 02
i=0

Pma(f)=

Le modeéle auto régressif a moyenne ajustée - modele ARMA-
Combinaison des modéles AR et MA ou le signal x(n) ou le signal x(n) est supposé€ pouvoir s'écrire en fonction de
N valeurs passées et de M échantillons d'un bruit blanc décorrélé.
N M
x(n) = Zaix(n —i)+ Zbie(n )
i=1 i=0

d'ou:
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M 2
Zbie—ﬂﬂﬁ
_ | =0
Parma (f) - N— G
1—- Zaie_jznﬁ
i=1

2.4.1 Modélisation AR

Pour effectuer cette modélisation il faut donc trouver les parametres a¢; du modéle:

N
x(n) = Zaix(n —i)+e,(n)

i=1

modele qui correspond a la structure RIF suivante:

x(n) — x(n-1)

c,

(I'erreur e(n) estici notée e, (n) pour traduire qu'il s'agit d'une erreur avant correspondant a une prédiction de x(n)

apartirde {x(n—1) x(n—2) ... x(n—-N)}

Il est alors possible d'optimiser un critére de minimisation d'erreur quadratique, c'est a dire, de chercher le jeu de

paramétres a; qui minimisent £ Ie a (n)2 I Ce qui peut s'écrire matriciellement de la maniére suivante:
2
Ay optimal est tel qu'il minimise: E[ea (n)2 ]: E[(x(n) - X{, (n—DAy ) }

avec
Xy(n—=1)=[x(n=1),x(n=2),....x(n - N)|
et :

AN=[a1,a2,...,aN]T

En développant £ lea (n)2 J il vient:

E[ea (n)? ]: E[(x(n) -xEn-n4ay )T (x(n) -xEn-n4ay )}

Elea (n)? ]: E[x(n)2 —AL Xy (n=Dx(n)—x(W XL (n= DAy + ALX y(n - DXL (n- DAy
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En annulant la dérivée de cette expression par rapport a ANl vient :

Ay =E|Xy(n—=DXE —])]_]E[XN(n —Dx"(n)

ou encore:
Ay =Ry ri )
avec:
r(0) r(l) . r(N-1) r(1)
*
Ry = g .(]) O r(.]) matrice d'autocorrélation du signal et 7§, = ?(2)
O ) N ¢ (/) #(N)

En posant E ) = E[ea (n)Z] et en utilisant (1), il vient:
Egy = E[x(n)z] - 2E[(X]Tv(n - I)x(n))]AN + A]TVE[XN(n -nxLmn- 1)]AN
Egy = E[ea (n)z] - E{(x(n) ~xLn- J)AN)Z}

aT aT
EaN :l"(O)—27"N AN +I"N AN

a7
Exn=r(0)-ry Ay @
En écrivant (1) et (2) sous une forme matricielle unique, il vient:
T
r0) 1 {1 } _ |:EaN:| (3)
r ]C\I] R N - AN 0
équation de Yule Walker avant (ou directe ou forward) dans le cas stationnaire

I est donc possible de trouver le vecteur 4, en inversant la matrice Ry puis de calculer I'énergie d'erreur de

prédiction avant. Cependant, le cotit de calcul d'une telle approche est alors en o(N 3 ) ce qui peut s'avérer génant
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lorsque N est important. II est possible de résoudre cette équation avec un cott de calcul proportionnel a o(N 2 ) en

utilisant l'algorithme de Levinson.

Algorithme de Levinson :

Pour faire passer le cotit de calcul de la résolution de I'équation de Yule Walker de o(N 2 ) a o(N 3) , cet algorithme

va utiliser une récurrence sur l'ordre N du modele prédicteur AR. Pour cela, il est nécessaire d'introduire I'erreur de

prédiction arriére.

Le modele de prédiction avant consistait a estimer x(n) a partir de {x(n -1) x(n-2) ... x(n—N )} , en inversant
l'axe des temps, on peut construire un modele de prédiction arricre qui va estimer x(n—N) a partir de

{x(n=N+1 ... ... x(n)}.Celacorrespond a I'¢quation de prédiction arriére suivante :

N
x(n—N)= ZbNH_I-x(n—i-I—i)—i-eb(n)
i=1

modele, dont la structure RIF est la suivante:

x(n-N)

L'équation de prédiction arricre s'écrit de maniere matricielle:

ep(n)=x(n—N)= X} (n)By
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avec Xy (n)=[x(n),x(n—1),...x(n— N + D]’

et BN =[bN,bN_1,...,b1]T

Le vecteur BN optimal est tel qu'il minimise £,y = Ele,, (n)2 J

ce qui conduita: By = E[XN (n)X](, (n)]_l E[XN (n)x(n— N)]
d'ow:
By = R;,I r]’\’, @
avec 7 = [F(N), /(N = 1),...,r(1)]
en reportant BN dans l'expression de £,y = Elep (n)2 J il vient:
E[eb (n)z] - E[x(n - N)Z] — 2E[x(n- N)X y ()]By + B,EE[XN mx LBy
d'ow:

T
Epy =r0)=r By ©
En réunissant (4) et (5) au sein d'une méme équation matricielle, il vient:

Ry rd {— B N} {0 }
= (6)
[r]l\’,T r(OJ 1 Eyn

Equation de Yule Walker arriere (ou rétrograde ou backward) dans le cas stationnaire
L'algorithme de Levinson est obtenu en réunissant les équations avant et arriere.

e Ilestaisé de vérifier £ = E;y

En effet, I'équation (6) peut s'écrire:

en multipliant a gauche par la coidentité :

et en remarquant que, du fait de la symétrie de Ry :
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JnRy =RyJy

L _[Ebw
N+1 —JBy 0

il vient:

en identifiant avec 1'équation avant (3):

il vient: AN = JBN et EbN = EaN = EN

Ce qui revient a dire que prédire x(n-N) a partir de x(n-N+1),...,x(n) est identique a prédire x(n) a partir de x(n-

1),....x(n-N). La seule différence entre les deux prédictions est le sens de parcours sur la trajectoire de x(n).

e L'algorithme se base sur une récursion sur l'ordre N. Si on connait AN-1 et Bn-1 @ l'ordre N-1, il vient pour la

prédiction avant a l'ordre N:

1 E
b N-1
RN ry 4 0
b “AN-1 | T
ry  r(0) 0 Ky

N-1
avec Ky =r(N)- Zai’N_Ir(N—i)
i=1

et pour la prédiction arriére:

1 | En-1
d'ou:
1 En_; [0 Ky
Rysi|=An-1|=|0 et Ryyg|=By-;|=|0
0 Ky |7 Ey_,
1 0 K2
K Ey_ ——X
dot: Ryl | =An-1 |~ % N|-By ||=| "V By
0 N-1, )

d'ou:
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e

K
et EN:EN_I(]—sz)aVeC kN= N

N-1

- Algorithme de Levinson -

Ce qui correspond aux relations suivantes:

E(0) =r(0)

k~=
I TE

-1
{V(j)— > ai,j—lr(j_i):l
i=1

Jil> Nadajj =K

l ]-)j—l{al',j =al-’j_1 —kjaj_l',j_]
2
B =£, -k,
Remarque:
; 1 0
il est possible d'écrire: [ j: —Ay_;|—kn|—Byn_;
—Ay
0 1
0 1
_BN
et (1 j= _BN—I _kN _AN—I
1 0
d'ou:
AN—JJ (BN—1)
Ay = -k
N (0 N-1
et:

sy, )0 )
N\ By My

d'ou en reprenant les expressions des erreurs avants et arriéres:

ean (M) =x(n)— X (n— DAy

i ]
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T _Bn—l
eaN(n)=eaN—1(n)_kNXN(n_])|:] }

or: epy (1) =x(n—N)— X5 (n)By
epy—1(n)=x(n=N+1)=X§_;(nBy_
epy—1(n—1)=x(n=N)= X ;_;(n=D)By_;

=enwn)=eun_(n)—kyepn_j(n—1)
de la méme maniére :
epy (n) = x(n=N)= X (m)By
conduit a :
epy () =epn_j(n—1)—kyegy_;(n)

Les coefficients ki correspondent donc a la structure en treillis suivante:

b,N-1 b,N

Enfin, on peut démontrer:

Eleq y-1(mep y-i]

En_g

kN=

d'ou le nom de coefficients de corrélation partielle (PARCOR) donné souvent aux coefficients ki.

En conclusion, la modélisation AR demande la mise a jour de N coefficients aj pour cela il faut:
*  observer au minimum N valeurs du signal,
e calculer les coefficients d'autocorrélation,

e appliquer l'algorithme de Levinson (cott de cacul proportionnel a o(N?)).
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2.4.2 Modélisation MA
Dans le cas du modele AR, le vecteur AN s'obtient en optimisant un critére d'erreur quadratique. Cette optimisation
conduit de maniére explicite a la résolution d'un systéme linéaire:
Ay = Ry'rf

Par contre, pour un modéle MA:

M

x(n) = Zbie(n —i)

i=0

l'erreur de prédiction s'écrit:

e(n) = x(n)—E]{,(n—I)BN
avec Ey(n—1)= [e(n —1),e(n—2),..,e(n— M)]T

Le vecteur Ex dépend de B et le systéme a résoudre devient non linéaire. L'optimisation exacte du critére est alors

trés délicate. Cependant, I'algorithme de Durbin permet d'approcher la solution optimale avec de bons résultats.

Algorithme de Durbin:
Le principe de cet algorithme consiste a identifier le modéle MA d'ordre M avec un modele AR d'ordre N>>M.

En effet, tout modele MA peut étre identifié a un modele AR d'ordre infini:

Mo ;
2hZT =

i=0 zaiz—i
i=0

en remplacant la borne infinie par une valeur N>>M, il est possible de faire l'approximation suivante:

M » 1
H(Z)=) bZ™" = ~

i=0 Zaiz—i
i=0

d'ou :

E(Z) X(Z) E(Z)
——» H(Z) —Pp

H(Z)
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M - 1
SN e ——
i=0 #

N .
ZaiZ"
i=1

ou encore dans le domaine temporel :

b[*al’ :81'

M
ce qui donne §; = > ha;; ,enposant by =1 il vient:

i=0

J=i

M
61 =aj+Zbiaj_l~
i=1
et donc:

M
pourj=1aN: a; +Zbiaj_l- =0
i=1

Les coefficients bi du modéle MA d'ordre M du signal x(n) sont donc aussi les coefficients du modéle AR d'ordre

M du signal ap.

Conclusion, l'obtention des M valeurs bi se fait en résolvant deux systémes AR, il faut:
e modéliser le signal x(n) sous la forme d'un processus AR d'ordre N>>M et trouver le vecteur des parametres,
grace a l'algorithme de Levinson par exemple,
* modéliser le signal constitué par les parametres précédents sous une forme AR d'ordre M et trouver le

nouveau vecteur des parametres.
2.4.3 Modélisation ARMA

La modélisation ARMA peut se décomposer en une modélisation AR suivie d'une modélisation MA.

En effet, il faut identifier le filtre:

Mo
—1
Z{:)biz , o
H(Z)=—=" =|—% 26,27 | = H(Z)H(Z)
I—ZaiZ_i ]—ZaiZ_i i=0
i=1 i=1

Hi1(Z) est identifiable de maniére exacte au moyen de l'algorithme de Levinson tandis que Hz(Z) est identifiable de

maniere approchée au moyen de l'algorithme de Durbin.

En conclusion, pour identifier les parametres d'un modele MA il faut:

e identifier un modele AR d'ordre N,
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Les modélisations AR,MA et ARMA permettent finalement d'obtenir la densité spectrale de puissance du signal x(n)

filtrer le signal x(n) par le filtre mis a jour,

grace a l'identification des paramétres du modele considéreé.

identifier un modéle MA d'ordre M a partir du signal filtré.

Le modele AR ne comporte que des poles (filtre tout pdles) et ne passe jamais par zéro:

Fr(f) =

(9

N .
1- z aie_ﬂnﬁ

i=1

2
2

Ce modele est bien adapté aux signaux composé€s de raies pures dans du bruit blanc.

Le modele MA ne comporte que des zéros (filtre tout zéros):

Pma(f):

M
S b e /2T

i=0

2
(52

Ce modele est bien adapté aux signaux dont la puissance est nulle dans certaines bandes de fréquences.

Le modéle ARMA possédant a la fois des poles et des zéros:

M
Zbie_

i=0

2
j2nfi

Poyma (f) =

N .
1-Y a;e /2™

i=1

il est adapté a n'importe quel type de signaux.

2.5 Conclusion

11 existe un grand nombre de méthodes d'analyse spectrale et le choix est souvent dicté par 'application considérée.

En général, les méthodes non paramétriques trouvent leur intérét en présence de signaux longs et stationnaires tandis

que les méthodes paramétriques sont plutot utilisées pour les signaux brefs et non stationnaires.

Enfin, les méthodes de modélisation AR peuvent étre rendues adaptatives, ce qui permet une analyse temps réel de la

densité spectrale de puissance du signal observé.
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