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Chapitre | : Rappels sur quelques méthodes numériques

Introduction

L’analyse numérique a commenceé bien avant la conception des
ordinateurs et leur utilisation quotidienne que nous connaissons aujourd’huli.
Les premieres méthodes ont été développées pour essayer de trouver
des moyens rapides et efficaces, de s’attaquer a des problemes soit
fastidieux (J~)a résoudre a cause de leur grande dimension (systemes a
plusieurs dizaines d’equations par exemple), soit parce qu’il n’existe pas
solutions explicites connues méme pour certaines équations assez simples
en apparence.

Le but de ce cours et s’initier aux bases de I'analyse numérique en espérant
qgu’elles éveilleront de l'intérét, de la curiosité et pourquoi pas une vocation.
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Résolution des systemes d’équations linéaires et non linéaires
Résolution des systemes d’équations linéaires
Méthodes itératives :

La méthode itérative contrairement a d’autres a I’avantage de ne pas avoir
besoin de garder en mémoire la totalité d’une matrice de tres grande
taille gourmande en capacités mémoire. Cette méthode permet de garder
en memoire que les coefficients non nuls d’'une matrice de grande taille.
Cependant, le succes de calcul n'est pas assuré quelgue soit la matrice,
certaines conditions sont nécessaire afin d’obtenir un résultat convergent, ce
gue nous allons voir dans ce document au travers des méthodes de Jacobi
et de Gauss-Seidel.

On considere un systeme linéaire suivant :

ay1X1 + Q12X2 + Q13X3 + ...+ QinXn = by
Az1Xy + Ay2X, + Ay3X3 + et AonXn = bz

An1X1 + AnaX2 + AnzX3 + ...+ AQunXn = by

Ax = b(1.1) avec A4 inversible.
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Résolution des systemes d’équations linéaires
Méthodes itératives :

L'idée est de déduire un schéma itératif de la décompositionde A sous la
forme A = M — N ou M estune matrice inversible.

Le systeme (1) s’écrit alors :

(M—N)x =b ©Mx=Nx+b
S M *Mx=M Nx+M b
I
= x=M Nx+M1b

qui définit une équation de point fixe.
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Résolution des systemes d’équations linéaires
Méthodes itératives :

On considere alors le schéma itératif associé :
x*t) = M INxk+ M 1D (1.2)

Avec x(© € K" (vecteur de départ). L algorithme est initialisé par un vecteur arbitraire
x©@ = (x?,x9 %2, ..., x9)

et s'arréte :

(k+1) (k)
i — X

quand VieN, |x < & pour un € donne.
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Résolution des systemes d’équations linéaires
Methodes itératives :

Selon les choix des matrices M et N on a différentes méthodes itératives.
Le point de départ de chacune de ces méthodes est 'unique décomposition de
la matrice:

A= (aij)icijen  souslaforme A=D—(E+F)

Avec:

U-| D= (di,j)lii,jin diagc-nale, telle que di,j = Qi Btdi’j =0 pouri #j;

O- —E = (ej)1<i jentriangulaire inferieure stricte telle que e;; =a;;si i>]
ﬂ EU=DSIE""_:J?:,
O- —F = (fi j)1<i jentriangulaire supérieure stricte, telle que f;; =a;;si i <j

ET ﬁJZOSIIE},
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Résolution des systemes d’équations linéaires
Méthodes itératives :

Exemple: Considéerons la matrice

2 -1 1
A=| 2 2 2
-1 -1 2

La décomposition de sous laforme A =D — (E + F) décrite ci-dessus s’écrit
alors :

2 -1 1 2 0 0 Lo 0 -1 1
A=(2 2 z)z (020) - EIE -ggg
-1 -1 2 0 0 2 S | .
|
D

I J L | l Y ‘I
—E —F

Donc : E=? ET F=? (Compléter!!)
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Résolution des systemes d’équations linéaires
Méthode de Jacobi

On suppose que A est une matrice inversible dont aucun élément de la diagonale est nul
({Iﬁ == 03 VI)
Cette_ méthode consiste a isoler le coefficient de la diagonale de chaque

ligne du systeme, si 'un des coefficients diagonaux est nul, il est parfois
possible de permuter certaines lignes pour éviter cette situation.

On considere un systeme linéaire suivant :

Ax = b, avec A inversible.

On pose :

A=M-—N, avec M = D et N = (E + F); sachant que D est inversible.
Le schéma itératif s’écrit alors :
x ) = p"YE+F)x*+D7 b [1.3)

avecx ) € K"
La matrice B; = D™'(E + F) est appelée matrice de Jacobi.
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cobi

x(© donné

n
1
xgkﬂ) = — bi — Z aijx}-(k) Vi =
aij e
jEij=1

Cet algorithme nécessite a; # 0 pouri =1, ....,n
Explicitement, on obtient :

k+1 k k k
auxl( ) = —alzxé ) _ algxé ) . — amxfl )+ b4
k+1 k k k
azzx;: ) — _ﬂ.zlx.:; :] - azg.:{'é ) wan aznle ) + bz
k+1 k - k
nn ;:1 ) — _anlx} ) T ann—lx:-:.u,—)1 + bn

10
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Méthode de Jacobi
Test de convergence

La methode ne converge pas toujours. On démontre que si est une matrice
définie positive, la méthode itérative converge. De méme, si est une matrice
diagonalement dominante, c’est-a-dire si

il > X jei|aij] [(1.9)
alors la méthode de Jacobi converge.

Par conséquent, on peut avoir intérét a réarranger les termes de de facon a
mettre sous la forme d’'une matrice dont les éléments diagonaux sont les plus
grands possibles.

L . e <
Exemple > Soit A = [ S } une matrice symétrique de taille 2 x 2

h ¢ B
A est définie positive si ses valeurs propres sont strictement
positives.

Les valeurs propres de A sont strictement positives :
1. Si et seulement sia > 0 et ac —b* >0
2. Si et seulement si les pivots sont positifs : a > () et 2= > ()

a
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Résolution des systemes d’equations linéaires

Méthode de Gauss-Seidel
Comme pour la méthode de Jacobi, on suppose que A est une matrice inversible dont
aucun élement de la diagonale est nul (a; = 0, Vi).

Cette_méthode consiste a isoler le coefficient de la diagonale de chaque ligne du
systeme, si 'un des coefficients diagonaux est nul, il est parfois possible de permuter
certaines lignes pour éviter cette situation.

On consideéere un systeme linéaire suivant :

Ax = b, avec A inversible.
On suppose:

A=M-—N, avec M = D—E et N = F; avec (D — E)inversible

Le schéma itératif s’écrit alors :
xFt) = (D —E)Y *Fx*+ (D—E)"'b
avec x® € K" (vecteur de départ).
La matrice |BGS(D —E)7'F |es_t appelée matrice de Gauss-Seidel. A chaque pas, on calcule

k+1) 1 : k+1 k
xi( ) = a_”(ba — V-1 flijxj( = ?=i+1aijxjg )) ()
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L’algorithme de Gauss-Seidel

( x(® donné
1 L n
{ . (k+1 k+1 K .
xf ) = . b; — Z {Iijxj( ) —Z aijxj( ) vi=1,.....,n.
L . j<1 >
Cet algorithme nécessite a; # O pouri =1, ....,n

Explicitement, on obtient :

k k k
alli@= _alzijal.gxé ) . {llnx?[; ) + bl
k+1 k k
{IZZJC:E, ) = _H’Zl 1 - {123.')6:5, ) aes ilznxft j + bz

(k+1) (k+1) (k+1) (k) (k)
iiX; = —Qij1Xyq — Qji—1X;_1 T Q41X e T AipXy T T by
(k+1) (k+1) (k+1)
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VieN,

xX.

(k+1)
; —

X

N

< € pour un € donne.




Module Méthodes Numériques Pour I'Ingénieur

Soit «x» un nombre réel, et x* une approximation de nombre X |
I'erreur absolue est définie par :

Ax = |x — x7|

'erreur relative est définie par :

x| I«

De plus, en multipliant par 100, on aura l'erreur relative en pourcentage :

lx — x|
ET-%(XJ — T %X 100




ple d’Application

e le systeme d’équation suivant :

4dx, +2x, + x3 =4
—x; +2x,+0x3=2; &= 10 % et x@ = (O,O,O)T
2.1'1 +x2 +4-JL'3 — 9

de :
odle de Jacobl
thode de qauss-Selolel

Calculer les 3 premieres itérations




me suivant:
4x, +2x, + x3 =4

—x; +2x,+0x3=2; &= 10 % et x@ = (O,O,O)T
2.1'1 +x2 +4-JL'3 — 9

ation de test de convergence
laiil > Yz aij| [(1.4)

ontaire au tableau!!?
e de Jacobi:

(D) _ (4 220 _ )

et 1 (2 N xm)
(:.-,+13 (9 OO

e

17
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e de Jacobi:

Un volontaire au tableau!!?




ode de Jacobi:

(4D _ (4 220 _ )

5 (1) :_(2 1x (k))

2

(D (9 OO

e

r 1
rxil) = %(4 - 2x§m - xén)) xin =7 (4-2000-(0) =1
xP =12 +x2) six? = 2@+ =1
2P =2(9 - 22 - %) xé” = 2(9-2(0)- 0) = 9/4

xW =(1,1,9/4)7

ur Pitération 2 et 3

19



ode de Gauss-Seidel:

(L (k+1) _ 1 (k) (k)
X, —;(4—21:2 — X5 )
(k+1) 1 (k+1)
X, =3 (2 + x; )

(k+1) 1 (k+1) (k+1)
X3 = ;(9 — 2x; — X, )

.

Iteration (1) (pour k = 0) |
En partant de x® = (0,0,0)7

r 1 8 1
x =3 - 2" - %) x® =2@-200-(0) =1
1P =22+x) s{x? = 2@+ = 3/2
1 _1 ORI EY @ _ 1 _
Cxo =50 -2x - x;) x50 = (9-2(1)-3/2)=11/8

@ (12 12\ ~
x _(1,2,3) ~ (1,1.5000,1.3750)

20




de Gauss-Seidel:

Iteration (2) (pour k = 1)
En partant de x(* = (1,%,% r

((2) _ 1 (1) (1) ((2) _ 1 3 11,y _ 3
Xy _;(4_2172 _xs) X1 _4(4_2(2)_(3)) T 32
(2) __1 (2) 2 1 -3 61
{ x, —5(2+x1 ) ={x® = E(2+E ==
(2) _1 (2) (2) 2 1 -3, 61 527
X3 —;(9—21:1 —x,”) kxé) = 1(9_2(5)_5 _ 527

B T
x® = (—3,3,52—?) ~ (—0.0937,0.9521,2.0585)
32 64 256

ét:

| x(zj — x(ljl > ¢ = 10"° on continue

21




Solution :

La méthode de Gauss-Seidel:

Ttération (3) (pour k = 2)
~3 61 527

En partant de x? = (0 5ee

(. (3) _ 1 (2)
X, —;(4—21:2 —

@ =12+ x9)

',

)T

)

(z} (9 2x® _ @)
1 2

»® :( 9 2057 16339

1024 ' 2048’ 8192

Test d’arrét:

| x®) — x@| > ¢=107°

(xl:z} :_l( ( ) GED) _1024
o0 = ) e
b - 2o-2(2)-(22) -

T
) = (0.0087,1.0043,1.9945)

16339
8192

Normalement on continuel!!

A résoudre avec un algorithme a I’aide du logiciel MTALAB ( durant le TP)



Solution :

La méthode de Gauss-Seidel:

D’apres les resultats obtenues a partir de litération:

1024 ' 2048" 8192

T
x@):( 2 2057 1"3339) ~ (0.0087, 1.0043,1.9945)

La solution exacte converge vers quelles valeurs!???

La suite x®) converge vers la solution du systéme x = (0,1, 2)






RESOLUTION DES SYSTEMES D’EQUATIONS NON LINEAIRES

4-Resolution des systemes d’équations non linéaires

Nous abordons dans ce 4¢me chapitre la résolution des systemes
d'‘equations non linéaires. Plus précisément, nous considérons le
probleme suivant :

pour F : R™ — R"™, trouver x* € R™ tel que F(x*) = 0. (4.1)

En utilisant:

dLa méthode de Newton Raphson.
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4 - Resolution des systemes d’équations non linéaires
4.2 Méthode de Newton

=L ¥

La wéthode de Newton(ow Newton-Raphson) consiste a prendre pour x4, la racine

du développement de Taylor de premier ordre autour dd x(¥) ;cela revient, pour autant que
f'(x® ) # 0, a déterminer x**Y qui satisfait :

F(x®) + £/(x®) (x*+D — x®) = g

Et donc
Algorithme de Newton

(1) — (k) _ F) (entrée : f, f', x®), Sortie : x **1)
* — TS M(x(RY) Répéter jusqu’a I’arrét
Pour autant que f'(x®)) = 0

k
L (R+D) — () _ f(x%)
f'(x()
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4 - Resolution des systemes d’équations non linéaires
4.2 Méthode de Newton

Critere de convergence

Soit une fonction fdéfinie sur [a, b] telle que :

. fla)f(b) <0

ii.  f'(x) etf"(x)sont non nulles et gardent un signe constant surl’intervalle donné.

Critere d’arrét

En général, pour toutes les méthodes étudiées, on peut utiliser deux criteres
d’'arrét différents : les itérations s’achévent des que :

LD 0

; ;7| <& (Contfrole de I'incrément)
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4 - Resolution des systemes d’équations non linéaires
4.2 Méthode de Newton

Remarque

Dans le cas d'un systeme de deux équations non linéaires a 2 inconnues, par
exemple :

{fl (x1,x,) =0
fo(x1,x,) =0

Lalgorithme de Newton-rRaphson devient :
0f1(X1.x2)  9f1(X1.X2)

(x;m) _ (xit) | e 32 (fl[xi‘ix%))
xk+1 xk 9f2(X1.X3)  9f2(x1,X%p) fo(acf k)

a.xl a.xE




o
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RESOLUTION DES SYSTEMES D’EQUATIONS NON LINEAIRES

4 - Résolution des systemes d’équations non linéaires
4.2 Méthode de Newton

Exemple
Trouver la premiere racine de I’équation:
fx) =In(x) —x?2+2=0
qui appartient a [0.1, 0.5] avec une précision £€=0.0001.
Solution

a) vérifier la premiere condition de convergence:
f(a)*f(b) <0?:

b) calculer la dérivée premiéere et seconde de f et vérifier la conditions de
convergence.
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4 - Resolution des systemes d’équations non linéaires
4.2 Méthode de Newton

Exemple
Trouver la premiére racine de I’équation: f(x) =In(x) —x2+2 =10

gui appartient a [0.1, 0.5] avec une précision £€=0.0001.

Solution
a) Conditions 1 vérifiée.

b) On calcule la dérivee premiere et seconde de f et on vérifie les
conditions de convergence.

On a f’(:x):%—z:r
qui est strictement décroissante et positive sur l'intervalle donné.
P n P 1 e _
fl(x) >0 et f"(x)= -=—2, f'(x)<0

La condition de convergence est vérifiée
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4 - Resolution des systemes d’équations non linéaires
4.2 Méthode de Newton

Exemple
Trouver la premiére racine de I’équation: f(x) =In(x) —x2+2 =10

gui appartienta [0.1, 0.5] avec une précision £€=0.0001.

Solution

On écrit donc

_ f(xﬂj _ ln{xn}_xnz‘l'z .
Yn+1 = Xn T o) Xn — ENPIN (n=0,1.2,.....).

Commencons x 0 = 0.3 le milieu de I'intervalle initial donné :

In(xy) — x9% + 2
n=0 x;=2xg— ("i] 0 = 0.0417
x—D—Z.r[.
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4 - Resolution des systéemes d’équations non linéaires
4.2 Méthode de Newton

Solution de I’'exemple

On calcule lx; — xo| = &

On continue n=1, x, =0.0910.
On calcule |xo — x1| => ¢

On continue n=2 x3=0.1285.
On calcule lxg — x5| > &

On continue n=3, x4, =0.1376.
On calcule |xy — 23| => ¢

On continue n=4, xs
On calcule lxs — x4 => ¢

On continue:
n=>5, x, =0.1379. La solution est x,






Résolution des équations differentielles ordinaires

6.1 Equations différentielles ordinaires

De nombreux modeles s’expriment au moyen d’équations
difféerentielles ordinaires (en abrégé EDO). L’adjectif ordinaire est
surtout la pour faire la distinction entre les EDO et les EDP
(équations aux derivées partielles).Si toutes les dérivées sont prises
par rapport a une seule variable, on parle d’equation différentielle
ordinaire (EDO). Une équation mettant en jeu des dérivées partielles
est appelée équation aux derivees partielles (EDP).

Une équation différentielle ordinaire, également notée EDO, d’ordre n est une relation
entre la variable réelle t € I.] intervalle réel une fonction inconnu pt — x(t) et ses dérivées
par rapport & t définie par :

F(t,x,x", ...,x[”)) =0 (6.1)

Une fonction X qui vérifie I'équation (6.1) s’appelle solution de FEDO.



Résolution des équations differentielles ordinaires

6.1 Equations différentielles ordinaires

Exemplel
Les équations suivantes: y'(t) —t=0

y'(®)—y(®) =0
Sont des équations différentielles ordinaires.
Exemple2: L'EDO d’ordre 2 la plus célebre est la deuxieme loi de Newton :

d*x qui décrit per exemple la dynamique d’'un point matérielle

m dt? = F(x) soumis a la résultante des forces.

On peut réécrire la loi de Newton sous la forme d’un systeme d’’équations
différentielles, en posant dx

V=—
dt .

On obtient alors le systeme du premier ordre autonome :

dx

T dt
dv_lF
dt m ()
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6 — Resolution des equations differentielles ordinaires
6.2 Méthodes de résolution
6.2.1 Méthode d’Euler

La méthode d’Euler est une procédure numérique qui permet de resoudre
de facon approximative des equations différentielles ordinaires du
premier ordre avec condition initiale. Elle a le mérite d’étre simple a
comprendre et a programmer.

On cherche donc une solution approchée d’'une eéquation ordinaire se mettant
sous la forme: dy
{— = f(t,y) 0<t<T

dt
t(0) = to, ¥(0) =y
Avec une durée bien déeterminée dans e temps.

(6.2)

Soit a intégrer numériquement le probléme de Cauchy (6.2), et soit |y(t;)
valeur exacte de la solution de ce probleme a I'abscisse |(z:)-

la

Une meéthode d’analyse numérique pour intégrer cette equation différentielle
consistera a fournir des approximations y, de y(¢,) pour k =0,...,N—1,

N: entier donné.
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6 — Resolution des equations differentielles ordinaires
6.2 Méethodes de résolution

6.2.1 Méthode d’Euler
On peut intégrer cette équation comme suit :

y(ter) = (6 + [ F G y(@)dt (6.2)

La methode d’Euler consiste a approcher lintégrale par la méthode des
rectangles a gauche : 41

fty(@©)dt = h X f(te,y(t))

8%
D’ou le schéma itératif suivant

YVe+1 = Ye + Etk+1 — tk?f(tk:yk)

|
h : Taille de pas

{ Vir1 = Vi + hf (6, vi)
yo = y(0), k=0,1,..,n

Donc
(6.3)

Ou Yi désigne I'approximation numérique de y(t;).



Résolution des équations différentielles ordinaires
6 — Resolution des equations differentielles ordinaires
6.2 Méthodes de résolution
6.2.1 Méthode d’Euler (suite)

Algorithme d’Euler

1. Initialisation du pas h et de la durée T.
2. Initialisation des conditions initiales : t = 0 ety = y(0).
3. Tantquet < T faire :

(a) Calcul de k; = f (¢, y).

(b)y=y+ hk;;t =t +h.

(c) Enregistrement des données.
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6 — Resolution des equations differentielles ordinaires
6.2 Méthodes de résolution

6.2.1 Méthode d’Euler
Exemple

Pour le probleme de valeur initiale suivant:

{y' +2y=2—e*
y(0) =1

1. verifier que la solution analytique est:
1 1
t)=1+—e 4 —=p7?%
y(t) - -
2. Utilisez la méthode d’Euler avec un pas de h = 0,1 pour trouver les valeurs
approximatives de la solution a ¢ = 0.1,0.2,0.3,0.4 et 0.5.

3. Comparez-les aux valeurs exactes de la solution a ces points.
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6 — Resolution des equations differentielles ordinaires
6.2 Méthodes de résolution

6.2.1 Méthode d’Euler

Solution
1. La solution analytique () = 1+%e-4r —%e'“ est la solution de L’equation
differentielle.

{y’ +2y=2—e*

y(0) =1
De cela nous pouvons constater que :
f(t,y) =2 fEy)=y =2—e* -2y

Notez également que: t, =0 ety, = y(0) = 1.

Nous pouvons maintenant commencer a faire des calculs.
Ona:

Vir:1 = Yx + b X f(tp, yi)
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6 — Résolution des équations difféerentielles ordinaires
6.2 Méethodes de résolution

6.2.1 Méthode d’Euler
Solution (suite 1)

Pour k=0 ?!!  (un volontaire pour le calcul de la 1°¢ itération)

Pour k=0
yi =Yo+hX f(te,y0) = y1 =1+ 0.1f(0,1)
fo=f01) =2-e Y =2(1) = -1
= vy, =09

Donc, 'approximation de la solutiona t; = 0.1esty; = 0.9.
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6 — Résolution des équations difféerentielles ordinaires
6.2 Méethodes de résolution

6.2.1 Méthode d’Euler
Solution (suite 2)

Pourk=1
v, =y, +h X f(t,y;) = y; =1+ 0.1£(0.1,0.9)
fi = (0.1,09) =2 — e *°D —2(0.9) = —0.4703
= y, = 0.9 + (0.1)(—0.4703) = 0.85297

Donc, 'approximation de la solutiona t, = 0.2 est y, = 0.85297.

Je vous laisse le soin de f> = —0.1553 y; = 0.8374
vérifier le reste de ces => £, = 0.02392 — 0.8398
3 — U Ya = U.

calculs pour k=2, 3 et 4.
fo =0.11843 vs = 0.8517
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6 — Resolution des equations differentielles ordinaires
6.2 Méthodes de résolution

6.2.1 Méthode d’Euler
Solution (suite 3)

Le tableau (6.1) donne les approximations ainsi que la valeur exacte des
solutions aux points donnés. Nous avons également inclus |’erreur en
pourcentage. Il est souvent plus facile de voir a quel point une approximation
est efficace si vous examinez les pourcentages. La formule pour cela est,

|lvaleur exacte — valeur approximée|
X 100

Erreur (%) =
(%) valeur exacte



Résolution des équations différentielles ordinaires
6 — Resolution des equations differentielles ordinaires
6.2 Méthodes de résolution

6.2.1 Méthode d’Euler
Solution (suite 4)

Tableau 6.1 Approximations et valeur exacte des solutions aux points donnés

Temps t;, Approximation Exacte Erreur
tp=0 Yo=1 y(0) =1 0%
t;= 0.1 y, = 0.9 y(0.1) = 0.9258 2.79%
t, = 0.2 y, = 0.8529 ¥(0.2) = 0.8895 4.11%
t,; =0.3 vy = 0.8374 y(0.3) = 0.8762 4.42%
t, = 0.4 y, = 0.8393 y(0.4) = 0.8763 4.16%
t; =0.5 ys = 0.8517 y(0.5) = 0.8837 3.63%

D’apres le tableau (6.1), 'erreur maximale dans les approximations du dernier
exemple était de 4,42%, ce qui n’est pas si mal, mais qui n’est pas non plus
une si grande approximation. Ce type d'erreur _est cependant
géneralement inacceptable dans la plupart des applications réelles.
Alors

Comment pouvons-nous obtenir de meilleures approximations?
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6 — Resolution des equations differentielles ordinaires
6.2 Méthodes de résolution

6.2.1 Méthode d’Euler
Solution (suite 5)

Rappelons que nous obtenons les approximations en utilisant une ligne
tangente pour approximer la valeur de la solution et que nous avancons
dans le temps par pas de Donc, si nous voulons une approximation plus
précise, il semble alors qu’il _existe une seule facon d’obtenir une
meilleure approximation c’est de ne pas avancer autant a chaque étape.
En d’autres termes, il faudrait prendre des h plus petits.

Remarque

O La diminution de la taille de pas h améliore la précision de
I'approximation.

O La diminution d’un facteur 10 la taille du pas h, réduit I’erreur d’un
facteur de 10 environ.
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6 — Resolution des equations differentielles ordinaires
6.2 Méthodes de résolution

6.2.2 Méthode de Runge-Kutta

CPermet de résoudre les équations differentielles
- C Carl David
Ord Inalres. Tolmé Runge

Martin Wilhelm Kutta

Elles font parties des methodes les plus populaires de par leur facilité de mise

en ceuvre et leur précision. C’est Carle Runge et Martin Kutta qui, au déebut
du 20e siecle, ont inventé ces méthodes.

A linstar de la méthode d’Euler, celle de Runge-Kutta sont des schémas
numeriques a un pas basée sur la discrétisation de la variable t .

On note: h ce pas et y, la valeur approchée de y(t,) pour les differents
instants t, = kh.
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6 — Résolution des équations difféerentielles ordinaires
6.2 Méthodes de résolution
6.2.2 Méthode de Runge-Kutta

En intégrant ’équation différentielle entre ¢, ett, + h on a la relation :

tp+h
V(te+1) = y(te) + ftkk f(&y(@)dt (1.13)
L’idée consiste a approcher

de facon plus précise que ne le fait la méthode d’Euler.

On cherche donc une solution approchée d’une équation ordinaire se mettant
sous la forme:

d
2 _fty)  o<t<T

dt
t(0) =ty,  y(0)=yo
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6.2.2 Méthode de Runge-Kutta

a) Runge-Kutta d’ordre 2 : RK2
Le schema iteratif de Runge-Kutta d'ordre 2 est :

"E{'l = f(tkr yk)

h
Yr+1 = Vi +E(k1 + kz),
ko, = f(t; + h, y, + hic))

avec {
tk+1:tk+h; kzo,...,N_l

b) Runge-Kutta d’ordre 4 : RK4

Dans la pratique on utilise la méthode plus performante de Runge-Kutta
d’ordre 4 (RK4),

Le schéma itéeratif de Runge-Kutta d’ordre 4 est :

( "E{'l - f(tkr yk)

1 1
ky = f(ti + S by, + 2 hly)

h
{yk+1 = Yk +g[£\-1 + 2k, + 2k; +k4] avec 4 : (1.14)

tpii =te+h ,k=0,..,N—1 E{ng(thr%h,ykJrghkz)
\ ky = f(tx + by, + hks)
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Exemple (Exercice 1 de TD 2)

On considere des équations difféerentielles suivantes :

() Z=ey(t) ; ¥(0) = 2)

Utilisez la méthode d’Euler, puis la méethode de Runge-Kutta avec un pas de
h = 0,1 pour trouver les valeurs approximatives de la solutiona t = 0.1, 0.2, 0.3.

Solution

Ona: y'(t) =y(t)e', v(0) eth=0,1. onaégalementque t,=0,y, =2
. d
Comme: d_f =fty) Alors f(t,,y,)=? Donc: |f(tk,yk) = y,e'k,

On a le scheéma itéeratif d’Euler

Euler: y;, =22
{ Yi+1 — Vi + hf(tklyk) (63) On trouve y» = 2.4431376
vo = ¥(0), k=01,..,n ys = 2,741 543
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Exemple (Exercice 1 de TD 2)
On considere des équations différentielles suivantes :

@) 2 = ety(®) Go=2
a) —=¢e ; =
dt 4 4 t = 0.1,0.2,0.3.
Solution (avec la méthode de Runge-Kutta)
Le schéma itératif de Runge-Kutta d'ordre 4 est :
( 'I{l - f(tkr y_;rf)
h _ 1 1
{}’kﬂ = Yk +g[k1 + 2k, +2k; + k4] avec kp =T + 3Ry + zhkl)(l 14)
tpis =ty +h ,k=0,..,N—1 k3=f(tk+§h,yk+§hk2)
\ ks = f(tx + h,y, + hks)
1€ |tération: [k, = 0.2 ko, = 0,220767 k3 =0,221859 k4 = 0,245553
Yy, = 2,221 8007

2T lteration: [3:"=0.245547 k, = 0.272401 ks = 0.273961 Kk, = 0.304833
y2 = 2,495651
ky = 0,304820 Kk, = 0,340018 ks = 0.342278 Kk, = 0,383 080

Yo = 2.837 7328

3eme |tération:
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6.2 Méthodes de résolution
6.2.3 Méethode de d'Adams-Bashforth

La méthode d’Adams- Bashforth est une méthode a pas multiples qui

repose sur une approximation de l'intégrale suivant :
Tk+1

y(tes1) —y(te) = f(ty(t))de

87

Les schémas itératifs de la méthode d’Adams-Bashforth:
On note en abrégé [« = f(twYk)-  Voici trois schémas :

* schéma explicite d Adams-Bashforth d'ordre 2 a 2 pas (AB2):

h
Yiern =¥k +2(3f, = fi_) (1.15)
* schéma explicite d Adams-Bashforth d'ordre 3 a 3 pas(AB3) :

h
Vier = vi + (237, —16f,_, +5f,_,) (1.16)
* schéma explicite d Adams-Bashforth d'ordre 4 a 4 pas (AB4):

h
Viers = Y+ (55F, =59, +37f,_, — 9 1_s) (1.17)




Résolution des équations différentielles ordinaires

6 — Résolution des équations difféerentielles ordinaires
6.2 Méthodes de résolution
6.2.4 Méthode d’Adams- Moulton (AM)

Cette méthode est I’une des methodes fermées, son algorithme est :
h (9)
YVi+1 =YVr t+ E(f(tkryk} + f(tk+11yk+1 )(118)
Avec 3’5;?1 est donnée pouri = 0,1,2, ...

u .l r M .i\l' "
yi 31 est dite le predicteur de yj, 4, les yi'f 4 sont appelés les correcteurs, pour
les calculés, on utilise la wiéthode d'Euvler comme prédicteur et Lo vaéthooe

A Adawms-Mourlton comme correcteur. On obtient :

J’;,E?l =Y+ hf(t;u }’k) Prédiction

. ) ©(1.19)
Virr = Vi + 2 (Ftoy) + F(tirn vy, Correction



Résolution des équations différentielles ordinaires

Suite de cours 13-12-2021




Résolution des équations différentielles ordinaires

Chapitre I1
Equations aux Dérivees
Partielles




Equations aux Dérivees Partielles

Introduction

Les Equations aux Deérivées Partielles (EDP) interviennent dans la
description de tres nombreux problemes de I’électronique, physique,
chimie, sciences de la terre, biologie...etc.

Elles sont primordiales dans des domaines tels que la simulation
aeronautique, la synthese d’images, la prevision météorologique,
la démographie, ou les finances (équation de Black-Scholes).

Les équations les plus importantes de la relativité générale, de la
meécanique quantiqgue(équation de Schrddinger), d’électromagnétisme
(équations de Maxwell), et de la mecanique des fluides (équation de
Navier-Stokes), sont également des EDP.




Equations aux Dérivees Partielles

Introduction

Une équation differentielle aux dérivees partielles, est une relation faisant
intervenir une fonction inconnue u de R"dans R, les variables (x,y,...,) € R"
et une ou plusieurs dérivees partielles, qu’on peut écrire sous la forme :

Py, w22 Fu2 Yoo
Yo W g g gz Uyyr e | =

Exemples

* ]’équation aux dérivées partielles L. - = Oavecu = u(x,y) qui admet comme
solutions : w6 y) = 2x + =, ulx,y) = e “sin (y).....

" ]’équation aux dérivées partielles % - j—: = 0 avec u = u(x, ¥) qui admet comme
solutions : (e y) = (x+ ¥)° ule,y) =sin (x—y).....



2-2 Généralités sur les EDP
Définition 1

L'ordre d’une équation aux dérivées partielles est I'ordre de la dérivee
partielle le plus élevé intervenant dans I’équation.

Exemple

ou , ou _ g 1¢" Ordre
Jdx  dy

?u  d%u

— = éme
222 3y? 2 Ordre

(g)z + (a_u)z =1 1er Ordre




2-2 Géneralités sur les EDP
Définition 2
Si u et ses derivées partielles apparaissent séparement et "a la puissance 1"

dans I'EDP, celle-ci est dite linéaire. Si on multiplie par une fonction gui
depend elle-méme de la solution, celle-ci est dite non linéaire.

Exemple
2 2 . z _c
du_ou _ g EDP Linéaire
dx?  dy?

(a_“)z + (a_“)z —1 EDP Non Linéaire

ox ay
d%u du
2 ; i
u +2—= :
9xdy P Y EDP Non Linéaire
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2-2 Geéneralités sur les EDP

Définition 3

Une equation aux dérivees partielles est dite homogene si elle est veérifiee pour
u=0 (tous les termes de l'équation contiennent la fonction u ou l'une de ses

derivees partielles).

2.3 EDPdul® ordre
La forme la plus générale pourune EDP linéaire de deux variables et du ler ordre est :

AGY) 55 +Boy) 5+ Coy)u = D(x,y) (2.2)

Ou A, B, C et D sont des fonctions.

[EDP du 2°™¢ ordre
Une EDP linéaire du 2¢™¢ordre, a coefficients constants s’écrit sous la forme :
a%u 2%u a%u ou ou
am_~2+bayax+cay2+d£+€£+fu+g_D (2.3)

Les trois premiers termes correspondent a la partie principale. a, b, c,d, e, f et g sont
des constanteb. Le type de l'enP dépend du signe de b% — 4ac.



O Classification des EDPs

* Sib*—4ac > 0, alors 'EDP est dite hyperbolique.
* Sib*—4ac = 0, alors 'EDP est dite parabolique.
* Sib*—4ac <0, alors ’EDP est dite elliptique.

Exemple:

Les EDPs suivantes sont elles hyperbolique, parabolique ou elliptiques

9%u 2 d%u :
— —c“— =0avecc > 0. Equation des ondes
ay? dx?

b* — 4ac = 4c* > 0.Ainsi l'éauation des pnoles est hyperbolique.
ou 9%u

— —d—=0avecd > 0. Equation de la diffusion
at dx?

b* — 4ac = 4c* = 0.Ainsi Légquation de Lo diffusion st parabolique.

2%u . 9%u

dxZ = dy?

=0 avec c > 0. Equation de Laplace

b? — 4ac = —4 < 0.Ainsi Léquation de Laplace est elliptique.



Méthodes de résolution

Les methodes numériques ne donnent pas la solution veritable du
probleme que I’on cherche a résoudre.

Des methodes numeériques mal utilisées peuvent conduire a des résultats
totalement faux.

Le but est de savoir comment calculer explicitement une solution
approchée qui soit facilement calculable tout en ayant une idée assez
précise de I’erreur commise par rapport a la solution exacte?

Plusieurs méthodes existent pour cet approche citons
U la methode des differences finies
O la methode des elements finis

0 La méthode de Galerkin(Ritz),
Q ..etc.



Méthodes de résolution

Méthode des différences finies (MDF)

La méthode MDF est tres classique, simple a mettre en ceuvre et convient
pour beaucoup de problemes rencontrés en pratique. Les calculs sont
effectués suivant un maillage obtenu par un double réseau de paralleles
aux axes et regulierement espaceées.

Elle repose sur deux notions : la discrétisation des opérateurs de
dérivation ou différentiation et la convergence du schéma numerique
ainsi obtenu.

Son inconvénient

est qu’'on se limite a des geomeétries simples, et qu’il y a des difficultés de prise
en compte des conditions aux limites de type Neumann.



Méthodes de résolution

Méthode des différences finies (MDF)

Pour obtenir une approximation numeérique de la solution de ce probleme

nous devons approcher les dérivees partielles de I’E.D.P en chaque
nceud du domaine discrétisé (maillage) en_utilisant les valeurs de la
variable dépendante en ce nceud et aux nceuds avoisinants.

¥ _ Ax=h

3
Ay=k
F

-1 ]ij itlj

Maillage




Méthodes de résolution

Méthode des différences finies (MDF)

L’intersection de deux droites du maillage définit un nceud M de coordonnées
(e Yan)-

Si les paralléles a I’axe x sont espacées de Ax = h et les paralléles a I’axe yde Ay =
k. le noeud acomme coordonneées :

Xy = iAdx =ih ety = jAdy = jh

| Ou d’une maniére condensée (L)) ]
Ainsi la fonction w3, 3)prend au point My ¥im) 1a valeur u(idx, jAy) = u(ih, jh) = u; ;

Reamrquel: 4 chaque étape, nous remarquons que pour calculer la valeur de u;; au point
(xi,yj) nous avons besoin de connaitre les points u; 4 j,U; j_1, Wit j, Wi jr1.

Reamrque?2:Si Ax = Ayle maillage est dit régulier inoh il est irrégulier.




| Méthodes de résolution

Méthode des différences finies (MDF)

Expressions discretes de la premiere et deuxieme dérivéee

La méthode des différences finies pour la résolution des problemes aux limites
remplace chaque dérivée dans I'équation différentielle aux dérivées partielles
par une approximation appropriée en termes de rapport aux différences.

a) Premiére dérivée

o Différence en avant : u'(x;) = L8 U | gepy - Mt

h h

u(x;)—u(x;—h) U4
- + 8(h) = —

u(xj+h)—u(x;—h) 2y _ Uit1—Ui—1
2h +0(h%) = 2h

o Différence en arriére : u'(x;) =

o Différence centrée :u'(x;) =

b)Deuxieme dérivée:

dans le cas d’'une différence centrée

92u Ujyq,j—2U; j+Ui_q,j 9%u Uij+1—2Uj j+Ujj1
_ > —

dx? h? ay? h?
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Techniques d’optimisation

Introduction

L’ optimisation numérique est une branche des mathématiques permettant
de choisir automatiquement la meilleure solution parmi un ensemble de
solutions possibles. Les applications possibles couvrent des domaines
variés de la recherche opérationnelle aux statistiques et bien sir

I’industrie.

Résoudre un probléme d’optimisation numérique signifie trouver les
meilleurs parametres (ou variables de contréle) résolvant le probleme a
minimiser (ou a maximiser) une quantité mathématigue donnee, appelée
fonction objectif (ou critere). Cette fonction objectif peut étre sujetté a des
contraintes (conditions).

Définition et formulation : problemes
d'optimisation



Techniques d’optimisation

Définition et formulation : probléeémes d'optimisation

Modélisation

Exemple :Probleme de production : AB
Un fabricant produit 2 types de yaourts a la fraise A et B Fraise | 2 | 1
a partir de Fraise, de Lait et de Sucre. Chague yaourt Lait 1|2
doit respecter les proportions suivantes de matieres Sucre [ 0 | 1
premieres.

On dispose de 800 Kg de Fraises, 700Kg de Lait et 300 de sucre. La vente
de 1Kg de yaourts A et B rapporte 200 Da et 300Da respectivement et. Le
fabricant cherche "a maximiser son profit.

Modélisation
Sur gquelles quantités peut-on travailler ? Variables : XA et xB ¢

Que cherche-t-on a optimiser ? Le profit z Calculé a partir de XA et xB




Techniques d’optimisation

Définition et formulation : problemes d'optimisation

Modélisation (suite)
Quelles sont les contraintes du probleme ?

Premiere contrainte : 800 K g de fraises disponibles
- la quantité utilisée dépend de la production : 2XA + xB
. 2xA+xB <800

Deuxieme contrainte : 700 K g de lait disponibles
- la quantité utilisée dépend de la production : XA + 2xB
XA +2xB <700

Troisiéme contrainte : 300 K g de sucre disponibles
- la quantité utilisée dépend de la production : xB

- xB <300
Dans le probleme linéaire (PL) a résoudre | max4xa+ 5xs
sera . 2xa+ xg < 800
xa+ 2xg <700
xg < 300

xa,. xg =20



Techniques d’optimisation

Programmation linéaire (PL)

PL est I'un des outils les plus puissants et les plus utilisés en applications «
industrielles » parmi les technologies d’aide a la décision

O Planification de la production

URépartition des ressources

U Choix de produits a fabriquer
QPlanification d’investissements
QPlanification des acheminements
ULogistique

QDistribution

U Affectation et gestion du personnel
U Gestion de projet, ...



Techniques d’optimisation

Programmation linéaire (PL)

La meéethode du simplexe est la premiere méthodologie proposee par (George
B. Dantzig — 1949) :

Q Facile a résoudre;

O Permet de traiter de facon systématique des problemes complexes ou
plusieurs activités sont en compétition pour des ressources limitées et un
objectif global (maximisation des profits, minimisation des couts, ...) est
recherche.

La PL est un outil qui permet de :
Umodéliser
Lresoudre toute une classe de problemes d'optimisation.



LTechniques d’optimisation

Algorithme du simplexe (avec contrainte)

L'algorithme du simplexe est un algorithme de résolution des problemes
d'optimisation linéaire. Il a été introduit par George Dantzig en 1947. Cet
algorithme est donné par :

Ajoutdes variables d’écart (1)
v

Déterminer une solution de base réalisation

Est-elle
optimale ? (3)

Trouver une solution
admissible (4)

Fin et écrire la solution
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Algorithme du simplexe (avec contrainte)

L'étape (4) est composée de .

- Tableau de la solution,

- Variable entrante (colonne pivot : plus basse entre les néegatifs ),
- Variable sortante (ligne pivot : positif),

- Mise a jour du tableau,

- Critere de sortie.

Exemple
Soit probleme linéaire suivant (EMD Janvier 2021) :

Max F = x; + 2x,

x; +3x; <21

—-x; +3x, <18
X, —X2 <5
X1,X, 20

S.L

Résoudre moyennant la méthoole du Simplexe.



simplexe (Exemple corrigé

(€1,€3,3)
x1+3x2 + €4 =21
- x;+3x, +e; =18
X;— Xp+€3 =5
X1,X2,€14, €7, 83 >0

1) Ajout des variables d’écart : on ajoute deux variables

LY

N

nous avons un minimum.

2) La solution de base réalisable : généralement on prend x, = 0,x; =0 et x3 = 0.
Donc ¢, = 21, ¢, = i8¢t F = 0, La solution est-elle optimale ? NON. On cherche a maximiser F est nous,

. X1 | X e |e|es| C| K=C/Cy
3) Tableaux de la solution e; | 11311 0 ]21]121/3= 7
3.1)  Premiére igération J RETE 1(0[18]18/3= 6 k—1»
3.2) Variable entrante (V.e) es d1|lo|e|1]5|-5/1=-5
V.e : max(coéf(F)) =2 = x,estlav.e F AR
3.3) Variable sortante (V.s) ' @
V.s:minzoK=‘6 = eyestlav.s, -Pivot =C,NL, =3 TCp )

75




'nplexe (Exemple corrigé

3.4) Mise a jours du tableau
=g
-V.e : max(coéf (F)) =5/3 = X, |x3|e | e; |es K=cC /C, Ly
xyestlav.e e;| 2 |0 |1} -1 |¢@ 3 32 1=Li—L,
-V.s:mins oK =3/2 = ejestlav.s || X2 |-1/3]11 |0 [ 13|10 ]| 6 | 6/13) |e— %
-Pivot = 2 e | 230131 ]| 11/423) |t=taras,
F|53]0]0]-23]90]|-12 Ly=Ly—(2/3)L,

B

Est-ce que c'esi une solution optimale 117 Non, car les coéf de F ne sont pas tous négatifs, Donc on continu !

8
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simplexe (Exemple corrigé

‘\

3.5) Mise a jours du tableau

-V.e : max(coéf(F)) = 1/6 = X1 |x%| e | e; |es| C |K=C/C,

ey estlav.e x|1]|e|m2]1nle] 3n R —

Vis: minggK =15 = ezestlav.s X, | O | 1 | ¥/6 | 1/6 |6 | 1372 39 L =1Ly + (1/6)L,
ez |0 | 0 |-13[23 1] 10 15 ls=Li—(/3)L,

Pivot = 2/3 B F |0 | 6 |-56) i/6]| 0 |-29/2 L Ly (5/6)L,

@ Tc -
p

Est-ce que c'est une solution opiimale 117 Non, car les coéf de F ne sont pas tous négatifs, Donc on coniinu ¢

e~ AR
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3.6) Mise a jours du tableau

Est-ce que c’est une solution optimale !!? Qui, car tous les coéf de F sont négatifs, Donc les selutions gptimales
sont :

iImplexe (Exemple corrigé

X, | X | e |ex] eg | C |K=C/C,
x, | 1|0 |i/d]|0]34] 9
x, |0 [1]1/4]10]-1/4] 4
e, | 0|06 |-i/2|1|32]|15
F |G |0 |[-34]0]|-1/4]-17

x1=9 xz=
‘

=0’

e; =15, e3=0 ET F=17

~N

Ly =Ly +(3/4)L,
b =1z~ (1/4)L,

P “p
P

Ly=Ls— (1/9L,

- |
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me du gradient

L’algorithme du gradient a pas fixe est une méthode de descente utilisant un pas fixe et la
stratégie de Cauchy pour le choix de la direction de descente :

GradFix(f,zo, pas, tolerance)
T — o
Tant que : ||V f(z)| > tolerance
x — x —pas* Vf(x)
Retourner x Etapel : calcul de gradient

2Xx 4
Vf(xl,xz) = (6x:) = C(O) = Vf(2,2) — (12)
Exemple :EMD Je....c. oo, .

Méthode de gradient pour minimiser la fonction:

minf(x) = x? + 3x3. point de départ x, = (2,2)7

Calcul de la premiere itération x; =?
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Exemple :EMD Janvier 2020) :

Meéthode de gradient pour minimiser la fonction:

minf(x) = x? + 3x2, point de départ x, = (2,2)7

Calcul de la premiere itération x; =?

Etapel : calcul de gradient
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Exemple :EMD Janvier 2020) : Méthode de gradient

Etape 2 : test d arrét
||c(°)|| =42 + 122 = 12.65 # 0 on continue (0. Spts)

On pose dg = —Vf(xg) = (_12) (0. Spts)
Etape 3 :

Calcul de a qui minimise la f(x, + ad,)
Ona:

(2 -4\ _ (2—4a o
Xo + ado = (2) +a (_12) = (2 . 12“) (0. Spts)
fla) = f(xg+ady) = f(2—4a,2 —12a) = (2 — 4a)? + 3(2 — 12a)? (0. 5pts)

= f'(a) = (—4)2(2 — 4a) + 3(—12)2(2 — 12a) = 23 X (28a — 5)
y X ! 5 -
Dol f'(a)=>a= 25 (0-5pts)

Ona:
Xy = Xo+ady = (g) : y 2_58(:1;2) = (3/17/7)

x; = (1.2857,—01428) (1pts)

Donc :
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