Méthodes par séparation et évaluation

[.1. Introduction

Un probleme de programmation linéaire en nombréigrsnest un probleme
de programmation linéaire standard avec amgraintes d’intégrit¢ c’est-a-dire
gu’'on impose aux variables d’étre entieres. Autmenag, sin désigne le nombre
de variables, c’est un probleme de la forme :

Maximiserc.x

avec des contraintes de la fon{uééSNE.

Alors qu'il existe des algorithmes polynomiaux peéasoudre les problemes
de programmation linéaire en variables réellesg@athme du simplexe n’en est
pas un), ce qui établit que ces problemes sontnpofjaux, le probleme de
décision associé au probleme de programmationitenésn variables entieres
précédent est NP-complet.

Parmi les conséquences du fait qu'un probléme &stdmplet figurent les
propositions suivantes :

1. On ne connait pas d’algorithme polynomial p@&soudre ce probleme.

2. Si I'on connaissait un tel algorithme, alors amrait automatiquement des
algorithmes polynomiaux pour résoudre tous leslprobs de la classe NP, c’est-
a-dire a I'heure actuelle un trés grand nombre dlpmes répertoriés, venant
d’horizons divers, et pour certains tres étudids [a a penser qu'il n’existe pas de
tel algorithme...

3. Avoir prouvé qu’un probleme est NP-complet a dasséquences sur la facon
dont on cherche a le résoudre.
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» Lorsque I'on doit traiter des problemes de grangeedsion, on peut
s’attendre a ce que les algorithmes exacts neiséess pas a donner la
solution optimale... faute de temps. On appliguersades méthodes
appeléesheuristiquesqui sont censées donner, en un temps raisonnable,
une approximation de la solution (sans que l'onsgeliparfois dire
beaucoup de la fagon dont elles approchent I'opgtijnu

* Pour les algorithmes exacts, on fera appel a dggigimes comme la
programmation dynamiquéqui fera I'objet du chapitre suivant) ou
comme lesméthodes par séparation et évaluatiomppelées aussi
méthodes arborescentes encordranch and bound

Dans ce chapitre, nous allons expliquer le foncionent des méthodes par
séparation et évaluation a I'aide du probléme @uasdos ; puis nous indiquerons
une facon, parmi d’autres, d’appliquer ces méth@ieprobleme du voyageur de
commerce.

|.2. Probleme du sac a dos : méthodes heuristiques

Supposons que nous désirions constituer le comfeimusac a dos et que nous
ayons envie d'y mettra objets de volumes respectifs, ..., v,. Ayant constaté
gue la somme des volumes aegbjets était supérieure au volumMelu sac a dos,
nous affectons a chaque objet une utilig..., u,. Tous les coefficients; etv; et
V sont supposés strictement positifs. Nous moddisalors le probleme en
introduisantn variables ditesariables de décisiony, ...,x,, a valeurs dans {0, 1},
la valeur 0 attribuée a la variablesignifiant que nous n’emporterons pas l'objet
I, la valeur 1 que nous le prenons. Si nous voudmoag le sac le plus utile, nous
VOyons que nous sommes ameneés a résoudre le pmblévant :

n
Maxz Uj.X;

=1

- Vi.Xi
avec les contraintes Z %=
xJ D{Ol} pourl< j<n

Il s’agit 1a d’'un probleme de programmation linéagn variables bivalentes
(on dit aussi « en 0-1 ») & une seule contraimiene sous le nom deobléeme du
sac a dogknapsack problenen anglais), parfois qualifié d@naire. On parlera
encore de probleme de sac a dos (ou parfopaEeme de sac a dos généralisé
lorsque la contrainte reste unique mais que lemhlas peuvent étre entieres
positives ou nulles et non plus nécessairementldrites. C’est ce probléme
(variables entiéres) que nous considérons danai ).
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|.2.1. Premiére heuristique

Pour résoudre le probléme du sac a dos (génératiséeut avoir I'idée de
«relacher les contraintes d'intégrité », c'estw@&drésoudre le probléme en
variables réelles, puis d’arrondir les solutionsealies en prenant leurs parties
entiéres par défaut. Nous allons voir que cettehauet ne peut étre considérée
gue comme une heuristique sur I'exemple suivant :

Maximiser 1&; + 8x, + 5x3

avec les contraintes {?(TlJNE’S%Erﬁ)E 1_2 3

La relaxation des contraintes d'intégrité conduit ua probléeme de
programmation linéaire dont la résolution, imméelipar la méthode du simplexe
(cf. exercice 1), donng” = 1,5, = 0,x3" = 0 etZ" = 15. La méthode des
arrondis donne;™ = 1, %" = x3* = 0 etz* = 10, alors que le probléme admet la
solution x;* = 0, x* = 1,x3" = 1 etZ" = 13, dont nous verrons qu'elle est
optimale.

|.2.2. Seconde heuristique

On peut tout de suite imaginer une autre heuristfgpur le probléme du sac a
dos (généralisé). Une approche de style qualité/pchere aux unions de
consommateurs, incite a un classement des varidates I'ordre décroissant des
rapports utilité/volume. On peut alors examiner Vasiables dans cet ordre et
choisir de donner, a la variable examinée, la ghasde valeur entiere permettant
de satisfaire a la contrainte compte tenu des at@jix faits. Un tel algorithme est
dit « glouton » parce qu’on traite les variablesu@es apres les autres en prenant
des décisions que I'on ne remet pas en cause.

Pour notre exemple, les rapports en question s@np&urxy, 8/5 pourx, et
5/4 pourxsz. L’ordre induit par I'examen des rapports est dgnoo, x3. Compte
tenu de la contrainte, la plus grande valeur ptesgiburx; est 1. Ayant donné la
valeur 1 ax;, on voit qu’on doit donner la valeur xaet axz. On retrouve ici la
méme solution que celle fournie par la méthodeguténte (mais c’est un hasard ;
cette seconde heuristique est en fait toujours ainsnaussi bonne que la
premiere). Nous voyons aussi que pour I'une comoug pautre on ne peut parler
que d’heuristique.

|.3. Méthode arborescente par separation et
évaluation pour le probleme du sac a dos

Les méthodes arborescentes par séparation et Boalwappliquent a la
résolution de problemes d’optimisation combinata@kec un grand nombre de
solutions envisageables et, en particulier, a Isolation de problemes de
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programmation linéaire en nombres entiers ou |'eutpdéfinir la notion de
solution réalisable, c’est-a-dire de solution $aisant les contraintes. Nous allons
associer a cette méthode une arborescence dostriesets correspondent a des
ensembles de solutions réalisables, la racine debdiescence contenant
I'ensemble de toutes ces solutions réalisablespdrsion de cette arborescence
est régie selon quatre ingrédients : pmnncipe de séparatignun principe
d’évaluation 'utilisation d’'uneborneet unestratégiede développement

1.3.1. Principe de séparation

Le mot séparationreprésente le fait que nous partageons, en fanction
certain critére, 'ensemble des solutions réalssigiontenues dans un sommet de
cette arborescence (ensemble que nous ne conmaEa®rXxplicitement) en sous-
ensembles, ceux-ci devenant dans I'arborescendislell sommet considéré. La
seule exigence dans ce partage est que nous ner@end n’ajoutions de solution
(autrement dit, 'union des sous-ensembles assaciégils d’'un sommet doit étre
égale a I'ensemble associé a ce sommet). Si orplijait que le principe de
séparation, celle-ci serait effectuée pour tout reem contenant plus d'une
solution.

Nous allons illustrer le principe de séparationl separtir du probléeme de sac
a dos (généralisé) considéré au paragraphe l.Auk.det exemple, nous pouvons
appliguer les criteres de branchement suivants :

* une premiére séparation sera effectuée selon leargadex; ; comme,
d’aprés la contraintex; ne peut prendre que les valeurs 0 ou 1, nous
séparons I'ensemble de toutes les solutions assokzéracine en deux
sous-ensembles : I'un contient toutes les solutpms lesquelleg; vaut
0 et l'autre contient celles pour lesquekgevaut 1 ;

* une deuxiéme séparation sera faite de la méme faguant les valeurs
possibles de&;, a savoirOou 1 ;

» enfin, une troisitme séparation aura lieu selonvidsurs possibles de
x3: 0, 1 ou 2, sauf pour le sommet vide correspondax choix
X1 =% = 1.

Le dessin suivant montre ce qu’est I'arboresceibtenme pour notre exemple.
Les carrés y représentent les cas pour lesquetslssvariables sont entierement
déterminées. Les sommets de l'arborescence bafoE® d@roix en sont les
sommets vides.

Il suffit, pour connaitre la solution optimale, @alculer la valeur de la
fonction objectif pour toutes les feuilles non \8dde l'arborescence obtenue.
Cette méthode peut étre améliorée pour éviter fiexade certaines branches. |l
existe en effet deux raisons qui permettent deasedgvelopper un sommet de
I'arborescence : lorsque I'on peut montrer que amreet ne contient pas la
solution optimale et lorsque que l'on sait résoudmectement le probleme
correspondant a ce sommet. Le principe d’évaluaiola borne peuvent fournir
de telles indications.
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,

x| L

X3= 0 X3= 1 3= 2 X3= 0x3= 1 X3= 2 Xg= 0xg=1 X3=2

><  impossible : contrainte violée

N

X

X3= 0 X3= 1 3= 2 X3= 0X3= 1 X3= 2 Xg= 0xg=1 X3=2

><  impossible : contrainte violée

1.3.2. Principe d’évaluation et utilisation de la mrne

Dans un probléme d’optimisation écrit sous forme rdaximisation d'un
certain objectif, laborne correspond a une valeur qu'on sait atteindre pour
I'objectif, & I'aide d’'une certaine solution réakde, et qui est donc par définition
un minorant du maximum. Ainsi, pour le probleme ss& a dos (généralisé)
abordé plus haut, les heuristiques précédentesnontré que 10 est une borne
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inférieure du maximum cherché.

Toujours dans le cas ou on cherche un maximewaluer un sommet’est
déterminer un majorant de I'ensemble des valeut®tgectif correspondant aux
solutions contenues en ce sommet. Ainsi, ayanuévath somme$, on saura que
pour I'ensemble des solutions correspond&gtan ne peut pas faire mieux que la
valeur de I'évaluation. Une évaluation d'un somrest diteexactesi la valeur
donnée par I'évaluation est atteinte par un éléntent’ensemble associé au
sommet. Pour I'exemple précédent, la relaxationadedraintes d’'intégrité avait
permis d’obtenir la valeur 15. Ceci est donc unarajt du maximum cherché en
valeurs entieres (en effet, quand on relache lesaates d’intégrité, le domaine
des solutions réalisables grandit et le maximunsdandomaine ne peut qu’étre
supérieur ou égal a celui du domaine en valeuréres), et on peut attribuer cette
valeur comme évaluation de la racine. Cette évialuat’'est pas exacte, car la
solution qui donne 15 n’est pas a composantesrestie

La borne et I'évaluation permettent de ne pas @@par un sommed dans les
deux cas suivants (toujours pour une maximisatjomyiennent donc s’ajouter au
cas précédent (les contraintes ne sont pas stdffai

» I'évaluation deSest inférieure ou égale a la borne ;

» l'évaluation de S est exacte ; dans ce cas, si cette évaluation est
strictement supérieure a la borne (sinon on est tlanas précédent), on
a exhibé une solution meilleure que celle assaxi@eborne : on modifie
donc la borne et on se retrouve dans le cas pnécéde

On voit qu'on a intérét a calculer une bonne ba@na concevoir une fonction
d’évaluation assez fine afin d’éliminer le plus fidgssible le plus de branches
possible. Mais en méme temps, ces calculs doivemqr étre effectués en un
temps raisonnable...

Si on récapitule les cas qui permettent de ne pparer un somme$, on
obtient finalement :

1. On sait que toutes les solutions contenues &assnt au plus aussi
bonnes qu'une solution qu'on connait déja (par cmaipon entre
I’évaluation deSet la borne courante).

2.Sest vide ou on connait la meilleure des solutmrgenues danS soit
parce que l'évaluation est exacte, soit parce qu'oréthode directe a
permis de conclure pour ce sommet.

|.3.3. Stratégie de développement

Le quatrieme ingrédient consiste a déterminer ¢arfadont on va construire
I'arborescence, c'est-a-dire dans quel ordre oapmiquer le critere de séparation
aux sommets de I'arborescence.

Dans une premiére stratégie, appelée « en profongean peut faire une
construction en profondeur d’abord en descendans$ ¢k branches jusqu’a ce
gu’'on trouve un sommet que I'on peut éliminer, algcas on remonte pour
redescendre dans une autre direction (s'il en)eStd’arborescence était connue
explicitement, cette construction correspondrdtapplication d’'un parcours en

hY

profondeur a cette arborescence. Cette facon deégeo présente plusieurs
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avantages, principalement au niveau de la placeaimém I'encombrement en
place mémoire est souvent relativement peu imphnpamsqu’il ne faut conserver
que la description de la branche qu’on exploren(ést pas nécessaire de
conserver la description compléte de I'arboresceneie possede également des
avantages au niveau des acces disques (en effesbizent on ne peut traiter
tout le probleme, vu sa taille, en mémoire cenyralenfin, elle permet plus
facilement d’exploiter, quand il y en a, des infatians disponibles au niveau du
sommet qu’on examine et au moins partiellemenisables pour les fils de celui-
Ci.

On peut aussi commencer par séparer les sommetsgjlévaluation la plus
grande (pour une maximisation) en suspectant qu®meeux qui contiennent la
solution optimale : c’est dans le sommet de plusnde évaluation qu'on a
I'espoir, justifié ou non, de trouver la meillewelution. Cette stratégie, de type
« meilleur d’abord », peut, pour certains problénédse plus rapide du fait qu’on
essaie a chaque itération d’explorer la directionsgmble la plus prometteuse ;
en revanche, la gestion de l'arborescence n’est tgamle et consomme
généralement beaucoup de place mémoire.

Enfin, on peut envisager une exploration en largdabord, mais cette
méthode est trées rarement implémentée pour destiouesd’efficacité et
d’encombrement de la mémaoire.

1.3.4. Application au probleme de sac a dos

Nous pouvons reprendre I'étude de I'arborescenéeéoiente en utilisant
comme fonction d’évaluation la résolution du sinxgleen variables réelles, qui
est immédiate a effectuer dans le cas d’'une seulgainte : en effet, il est facile
de se convaincre que, lorsque l'on applique l'atbare du simplexe a un
probléeme a une seule contrainte, si on choisit cematiable entrante la variable
de choix de plus petit indice, les variables étadicées dans 'ordre décroissant
des rapports utilité/volumef{ exercice 1), on obtient I'optimum en une itématio
La stratégie retenue sera celle du parcours eromaefir d’abord. Enfin, on
rappelle que la borne obtenue a I'aide des hequissi vaut 10.

On obtient alors I'arborescence ci-dessous, enaagip que I'on a procédé a
I'évaluation du sommet; = 0, x, = 1 avant d’entamer la séparation du sommet
X1 = X = 0, ce qui nous a permis d’améliorer la bornegra une évaluation de
13, qui était exacte. Les sommets de I'arborescenné numérotés dans I'ordre
selon lequel on les rencontre lors du développemeprofondeur d’abord.
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évaluation exacte  évaluation < borne

< impossible : contrainte violée

X5= 0x5=1 X3=2

L’évaluation du sommeg; est obtenue par la solutiog = 1, en plus des
choix x; = 0 etx, = 1. C’est donc une évaluation exacte. Par cors#qil est
inutile de développer ce sommet et on interromptdloration de cette branche.
De plus, la valeur obtenue, réalisable, est me#@l@we la borne ; on change donc
celle-ci, qui passe de 10 a 13.

Renoncant au développement &g on remonte & pour examiner, s'il en
existe, les autres choix relatifsxa ce qui nous conduit & avecx, = 0. On
obtient alors 11,25 comme évaluationRjeCelle-ci étant inférieure ou égale a la
nouvelle borne, on ne développe @xt on remonte eB, puis enS;, puisque
aucun autre choix n’est possible pagiau niveau dé&,.

Quand on arrive efss, la contrainte fait qu’il n'y a qu’une seule pdskié
viable pourx; : 0, ce qui donn&. Les choix pouxs, au niveau d&s, conduisent
soit a des solutions non réalisables, soit a umseir8; d'évaluation exacte mais
moins bonne que la borne actuelle. On interrompicd®exploration deSs, on
remonte erss ou il n'y a plus de prolongement réalisable, @mns, ou, de méme,

il N’y a plus de prolongement a envisager. On acdtmmminé : le maximum
cherché vaut 13 et est atteint gar 0,xo = x3 = 1.

|.4. Application au probleme du voyageur de
commerce

Rappelons que le probleme du voyageur de commsick eecherche, dans
un graphe complet valué, d’'un cycle hamiltonieregt’a-dire passant une fois et
une seule par tous les sommets) de valuation tatalenum. Ce probléme est
NP-difficile (plus précisément, le probléeme de mtaissance associé est NP-
complet). Nous allons montrer qu'il fait partie tke classe des problemes de
programmation linéaire en variables 0-1, dont il @silleurs un représentant
extrémement célebre. Nous décrirons ensuite undauét par séparation et
évaluation permettant de le résoudre.
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1.4.1. Forme linéaire en 0-1 du probléeme du voyageule
commerce

Considérons le graphe complgt = (X, E) an sommets, c'est-a-dire le graphe
d’ordre n ou tous les sommets sont adjacents deux a deusu@pose de plus
gu’'on a défini une valuation sur I'ensemiiledes arétes de ce graphe, autrement
dit une applicatiorp deE dans R que I'on appelle « poids », le poids d’urétea
{u, v} étant notép,,. Associons a chaque aréie ¥} de K, une variable bivalente
Xgv qui vaut 1 si on garde l'arétau{Vv} pour constituer le cycle hamiltonien,

0 sinon.

On peut représenter la contrainte de constituecyate hamiltonien a l'aide
des contraintes suivantes :

e pour tout sommevt, la somme des valeurs des variables associées aux
arétes ayant comme extrémité est égale a deux, ceci traduisafatit
que dans un cycle hamiltonien tout sommet est deédieux ;

* pour tout sous-ensemblede X autre queX, le nombre d’arétes ayant ses
deux extrémités dang est strictement plus petit qug | cette condition
implique que I'ensemble des arétes gardées ne camg@se pas en
plusieurs cycles.

Toutes ces contraintes s’expriment bien linéairdrpan rapport a 'ensemble
des variables du probléme, comme le montre la faunante :

Min z Puv- Xuv
{u,v} OE
(Du OX, > Xy =2
‘ vX
avec les contraintes  {0Y 0 X avecY # X, Y. %y <I¥Y
{u,v} OE
ully, vy

1.4.2. Définition d’'une fonction d’évaluation

Soit G un graphe dans lequel on cherche un cycle harghode poids
minimum. Une évaluation possible d’'un sommet derbbaescence d'une
procédure par séparation et évaluation est justiiig les remarques triviales ci-
apres :

e une chaine constitue un arbre particulier ; la rehadbtenue en
supprimant d’un cycle hamiltonien @& un sommet quelconqueg et les
deux arétes qui lui sont adjacentes est un arhrerant deG — X : elle
est donc de poids supérieur ou égal au poids dhone ade poids
minimum couvranG —Xg ;

e dans un cycle hamiltonien, tout sommet a un degeé¢ & 2 ; la somme
des poids des deux arétes d’'un cycle hamiltonigacadtes a un sommet
Xo fixé est supérieure ou égale a la somme des pasisleux arétes les
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plus légeres incidenteskgdansG.

Choisissant de facon arbitraire un sommgte poids d’'un cycle hamiltonien
quelcongue est donc supérieur ou égal a la somm@alds des deux arétes les
plus légeres adjacentes@plus le poids d’'un arbre de poids minimum couvrant
G — xp. Cette quantité constitue un minorant du poidshdiycle hamiltonien
optimal et pourra par conséquent constituer unectiom d’évaluation pour
I'arborescence (I'évaluation doit en effet fournin tel minorant puisque le
probleme de départ est un probleme de minimisation)

1.4.3. Description d’'une méthode par séparation et
évaluation

Nous pouvons maintenant décrire, parmi d’autres, mgthode par séparation
et évaluation utilisant I'évaluation définie ci-des (I'exercice 2 en donne une
illustration).

On suppose qu’une borne a été calculée au préaladteexemple a l'aide
d’'une des méthodes exposées dans les deux deshagires de ce livre (faute de
mieux, on peut toujours partir d'un cycle hamilmichoisi au hasard, mais la
borne qui en découlera risque d’étre assez mayvaise

Choisissons une fois pour toutes un sonmxpeafin de procéder a I'évaluation
décrite ci-dessuomme toujours, la racine de lI'arborescence contautes les
solutions réalisables possibles, c’est-a-dire iendemble de tous les cycles
hamiltoniens du graphe. Arrivés a un somi8ete I'arborescence (y compris la
racine), évaluons-le. Si I'évaluation d® est supérieure ou égale a la borne
(attention, nous sommes en train de résoudre ublgme de minimisation...),
nous ne développons p8st S est abandonné : nous savons déja faire au moins
aussi bien. Sinon, construisons le graphe pattiebrrespondant a I'’évaluation en
ajoutant les deux arétes adjacentgs @ moindre poids dans le graphe coufant
a celles d’'un arbre de poids minimum couvi@nt Xg : H est un graphe connexe
d’ordre n possédann arétes. SiH est un cycle hamiltonien, par définition
I’évaluation deSest exacte ; on peut alors abandor8ieon ne fera pas mieux, en
ce qui concerne les solutions contenues @&mgie ce qu'on vient d’obtenir ; en
outre si cette évaluation exacte est inférieura galeur actuelle de la borne, on
remet celle-ci a jour. SH n’est pas hamiltonien, puisqu’il est connexe et
comporten arétes, c’est qu’il contient au moins un sommetielgré strictement
supérieur a deux. Considérons un tel sommet et (es 3) arétese, e, ..., §
auxquelles il est adjacent dartd. Pour définir le critéere de séparation,
remarguons, puisqu’un cycle hamiltonien est un lggagans lequel tous les
sommets ont un degré égal a 2, qu'on ne perd ausolgion en considérant
successivement celles qui ne contiennenepgsuis celles qui ne contiennent pas
e, ... et ainsi de suite jusqu’a I'aréde; le sommeS de I'arborescence sera donc
sépareé selonbranches, chacune d’entre elles correspondamitartliction d’'une
desi arétes (1 <k <i). On traduit la contrainte « ne pas contenir tagg » par
le fait de mettre le poids dg a I'infini dans le graphe couraGt
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|.5. Exercices

Exercice 1

On considére un probléme de programmation linéstaedard, a une seule
contrainte, défini par

n n
Max > uj.X; avec Y vj.xj <V etx >0 pour I<j<n.
j=1 i=1
Tous les coefficients; ety sont supposés strictement positifs et 'on suppese
variables classées par rapports utilité/volumealgésants ou, pour rester dans un
formalisme plus mathématique, suivant les valewsraissantes des rapports
uj/v; . Montrer que la variable, est entrante et que, en la faisant entrer en base,

on atteint 'optimum de l'objectif en une seule pa Exprimer la valeur de
I'objectif en fonction des différents coefficients.

Corrigé de I'exercice 1

Le coefficient de la variablg, étant, par hypothese, positif, la variakjeest
entrante et on I'échange donc avec l'unique vagia base, qui correspond a
I'unique contrainte. On avait

n
Xn+1=V — Zvj.xj
j=1

et, apres I'échange, on obtient :
n
X :% V - Zvj-.xj- — Xn+1 |-

1=2

En reportant cette valeur dans la fonction objetttifient :

n 3
Y
z= E Uj.X; = |V E Vi X =X + E
- ) Vlk n+1)|
j=1 j=2
VvV v
ou encore 7= +Z(uj YY) -—ﬂxml
: w )Ty

Compte tenu de la numérotation adoptée, les comife de toutes les
variables qui interviennent dans I'écriture zlsont négatifs ou nuls. On a donc
trouvé la valeur maximum deen une itération, et celle-ci est égale &/v;.
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Exercice 2

Appliquer la méthode par séparation et évaluatiéorite ci-dessus pour
résoudre la probleme du voyageur de commerce eéagrmpheKg (c'est-a-dire le
graphe complet a six sommets) dont la matrice datspest la suivante :

X y ya t u v
X +00 4 7 2 5 4
y 4 +00 3 2 1 2
z 7 3 +00 2 6 3
t 2 2 2 +00 5 3
u 5 1 6 5 +00 2
\Y; 4 2 3 3 2 +00

Que faudrait-il faire si on voulait connaitre toes cycles hamiltoniens de
poids minimum ?

Corrigé de I'exercice 2

DETERMINATION D’'UNE BORNEB

On applique une heuristiqgue de prolongement d’ur@ne en choisissant a
chaque étape l'aréte la moins lourde permettaqro®ngement (bien sdr en ne
créant un cycle qu’a la fin). En partant de on peut par exemple choisir
successivement x{ t}, {t, v}, {y, u}, {u, v}, choix que l'on compléte
nécessairement par I'adjonction des arétes{ et {z v}, ce qui donne le cycle
hamiltonienx t y u v z x, de poids 17. Nous commencons la recherche avec ce
borne :B = 17.

STRATEGIE DE DEVELOPPEMENT

Bien qu’elle soit plus consommatrice de place méenei qu’elle pose parfois
des problémes pour gérer I'arborescence et détern@rsommet auquel appliquer
le principe de séparation, nous adopterons ici stretégie de type « meilleur
d’abord », assez facile a mettre en ceuvre a la.nfan conséquent, quand on
effectuera une séparation, tous les sommets obsamast évalués, et on repartira
du sommet non encore séparé de moindre évaluation.

EVALUATION DE LA RACINE DE L’ ARBORESCENCE

Prenons pour jouer le réle dug du texte ; les deux arétes de poids minimum
incidentes ax sont les arétesx{ t} et par exemple X, y}. Un arbre de poids
minimum deKg — x nous sera fourni par l'algorithme de Kruskal ou palui de
Prim. Avec les deux arétes incidentes &n obtient par exemple le grapHeen
gras, de poids 13, poids qui donne I'évaluatiotedacine.



Exercices 13

Ce graphe n'est pas un cy
hamiltonien parce que certai
sommets ont un degré strictem
supérieur a2. C'est le cas pi
exemple du somme@t Nous allon:
utiliser le fait que dansH ce
sommet est de degré 3 pe
effectuer les trois brancheme
décrits ci-dessous.

1ERBRANCHEMENT

L'aréte {X, y} est interdite, c’est-
a-dire que son poids devient infini,
ce qui ne modifie pas larbre
couvrant deKg — X. Les deux arétes
de poids minimum incidentes 2
sont maintenant X, t} et {x, v}
L’évaluation de ce sommet est
toujours 13, mais elle n'est pas
exacte, le graphe correspondant (ci-
contre) n'étant pas un cycleY
hamiltonien.

25 BRANCHEMENT

L'aréte {y, t} est interdite (son poids devient infini), ce gudifie I'arbre
couvrant deKg — x. Parmi les nouveaux arbres de poids minimum, dénsns
celui qui, ainsi que les deux arétes de poids mininncidentes & sont en gras
dans le graphe ci-dessous. On obtient un cyclelttan@n de poids 14. On peut
donc mettre a jour la bornB qui passe de 17 a 14, et d’autre part ne pas
développer ultérieurement le sommet auquel on viegfdboutir dans
I'arborescence, son évaluation étant égale a laalleuvaleur deB.
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3f BRANCHEMENT

L’aréte {y, u} est interdite (son
poids devient infini), ce qui modifie
'arbre couvrant deKg — x. Les
nouveaux arbres de poids minimum
ont un poids égal a 8 (voir graphe ci-y
contre). Avec les deux arétes de
poids minimum incidentes & on
obtient ainsi une évaluation de 14, 2
donc égale &8. Par conséquent, il
est inutile de développer Y
larborescence a partir de ce
sommet : il ne conduira pas a un
cycle hamiltonien plus intéressant
gue celui qu’on connait déja.

Les opérations que I'on vient d’effectuer peuvent ésumées par le dessin
suivant, qui donne I'état actuel de I'arborescen@s arétes 4, £} interdites y
sont représentées papg .

évaluation exacte évaluation = borne

Il ne reste plus a développer que le sommet sitgauche dans le dessin
précédent. Dans le graphe correspondant a cettaaéea (voir plus haut le
graphe obtenu par le premier branchement), le saminest de degré 3. On
effectue donc trois nouveaux branchements & patéir ce sommet de
I'arborescence, en interdisant successivementjuende I'aréte X, y}, les arétes

{t,x}, {t, y} puis {t, Z}.
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4E BRANCHEMENT

L’aréte {t, x} est interdite (son poids devient infini). Les dearétes de poids
minimum incidentes & sont maintenantX v} et {x, u}. Le poids du graphe en
gras dans le dessin ci-dessous, égal a 16 (= 7doBAhe 'évaluation du sommet
de l'arborescence auquel on aboutit. Cette évalnaitant supérieure B, on ne
développera pas ce sommet.

58 BRANCHEMENT

L'aréte {t, y} est interdite (son poids devient infini). Un aebde poids
minimum deKg — x avec l'infini pour poids det{y} a déja été calculé pour |& 2
branchement, de poids 8. Comme de plus les deugrsad® poids minimum
incidentes & sont {, t} et {x, v}, on obtient 8 + 6 = 14 comme évaluation de ce
nouveau sommet de l'arborescence. Cette évaluatiant égale &, on ne
développera pas ce sommet.

On pouvait d’ailleurs prévoir qu'il ne serait paséressant de développer cette
branche, puisque, par rapport a@ Rranchement, on a interdit une aréte
supplémentaire ; on ne pouvait donc pas obtenioxmgie par le 2branchement.



16 Méthodes par séparation et évaluation

65 BRANCHEMENT

L'aréte {t, zZ} est interdite (son X

poids devient infini). L’évaluation

de ce nouveau sommet de
'arborescence est donnée par le
poids du graphe en gras dans lg,

dessin ci-contre, et vaut donc 14, ce
qui n’est pas mieux que la borne : on
ne développera pas ce sommet.

t

Il ne reste plus de sommet a développer : on ainérrh’arborescence totale

est donc réduite aux sommets du dessin suivant :

évaluation exacte

évaluation > borne évaluation = borne évaluation = borne

évaluation = borne

Le poids minimum d’un cycle hamiltonien vaut 14letcycle hamiltonien
obtenu au 2branchement est une solution optimale du probléme.

Si on voulait déterminer tous les cycles hamiltogigle poids minimum, il
faudrait encore développer tous les sommets déwmalliation vaut 14, puisqu’ils
sont susceptibles de contenir de telles solutioRBis généralement, il
conviendrait de modifier la description des méttsopar séparation et évaluation
de facon a n’éliminer que les sommets de l'arb@ese qui ne contiennent
aucune solution réalisable (les contraintes du Iprob ne sont pas toutes
respectées) ou dont I'évaluation est strictemenhsioonne que la borne (c’est-a-
dire strictement supérieure dans le cas d'une nigaition et strictement
inférieure dans le cas d’'une maximisation) ; lessets d’évaluation égale a la
borne seraient donc développés, y compris lorsgualliation est exacte.



